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Prefacio a la tercera 
edition en ingles 


A diferencia de un curso de “calculo” o de “ecuaciones diferenciales”, donde el conte- 
nido del curso esta muy estandarizado, el contenido de un curso titulado “matematicas 
para ingenierfa’' algunas veces varfa de forma considerable entre dos instituciones aca- 
demicas distintas. Por lo tanto, un texto sobre matematicas avanzadas para ingenierfa 
es un compendio de muchos temas matematicos, todos los cuales estan relacionados en 
terminos generales por la conveniencia de su necesidad o utilidad en cursos y carreras 
subsiguientes de ciencia e ingenierfa. En realidad, no hay un lfmite para la cantidad de 
temas que se pueden incluir en un texto como el que ahora nos ocupa. En consecuencia, 
este libro representa la opinion de los autores, en este momento, acerca de lo que consti- 
tuyen “las matematicas para ingenierfa”. 


Contenido del texto 


Los seis primeros capftulos constituyen un curso completo sobre ecuaciones diferencia¬ 
les ordinarias. El capftulo sobre Matrices constituye una introduction a los sistemas de 
ecuaciones algebraicas, los determinantes y el algebra matricial con enfasis especial en 
aquellos tipos de matrices utiles en la resolution de sistemas de ecuaciones diferenciales 
lineales. 

Las secciones sobre criptograffa, codigos para la correction de errores, el metodo de 
los mfnimos cuadrados y los modelos compartimentales discretos se presentan como 
aplicaciones del algebra matricial. 

Posteriormente se abordan los Sistemas de ecuaciones diferenciales lineales en el 
capftulo 8 y el capftulo 9, los Sistemas de ecuaciones diferenciales no lineales. Ambos 
empatan fuertemente con el material sobre matrices que se presenta en el capftulo 7. En 
el capftulo 8, los sistemas de ecuaciones lineales de primer orden se resuelven aplicando 
los conceptos de valores propios, vectores propios, diagonalizacion y funcion exponen- 
cial por medio de una matriz. En el capftulo 9 se explican los conceptos de estabilidad 
mediante dos aplicaciones: flujo de fluido en un piano y movimiento de una cuenta sobre 
un cable. 

En el capftulo 10, Funciones ortogonales y series de Fourier, se presentan los temas 
fundamentals de conjuntos de funciones ortogonales y expansiones de funciones en 
terminos de una serie infinita de funciones ortogonales. Estos temas se utilizan posterior¬ 
mente en los capftulos 11 y 12, donde los problemas de valor en la frontera en coordena- 
das rectangulares, polares, cilfndricas y esfericas se resuelven mediante la aplicacion del 






metodo de separation de variables. En el capftulo 13, Metodo de la transfomiada inte¬ 
gral, los problemas de valor en la frontera se resuelven por medio de las transformadas 
integrales de Laplace y Fourier. 


Principales caracteristicas de Matematicas 
avanzadas para ingenieria, Vol. 1: Ecuaciones 
diferenciales 


Todo el texto se modemizo a fondo para preparar a los ingenieros y cientfficos con las 
habilidades matematicas requeridas para estar a la altura de los desaffos tecnologicos 
actuales. 

Se han agregado nuevos proyectos de ciencia e ingenieria aportados por importantes 
matematicos. Estos proyectos estan relacionados con los temas del texto. 

Se han anadido muchos problemas nuevos al libro. Ademas, fueron reorganizados 
muchos grupos de ejercicios y, en algunos casos, se han reescrito por completo para 
seguir el flujo del desarrollo presentado en la section y facilitar mas la asignacion de 
tareas. Los grupos de ejercicios tambien ponen un gran enfasis en la elaboration de 
conceptos. 

Hay un gran enfasis tanto en las ecuaciones diferenciales como en los modelos ma¬ 
tematicos. La notion de un modelo matematico esta entretejida a lo largo de todo el 
texto, y se analiza la construction y las desventajas de diferentes modelos. 

En la section 5.3, Funciones especiales, se ha ampliado el analisis de las ecuaciones 
diferenciales que se pueden resolver en terminos de las funciones de Bessel. Tambien 
por primera vez se presentan las funciones de Bessel modificadas l t (x) y KJx). 

En la section 8.4, Sistemas lineales no homogeneos, se cubre el metodo de los coefi- 
cientes indeterminados. 

Otro metodo para resolver problemas no homogeneos de valor en la frontera fue agre¬ 
gado a la section 11.6. 

Se enfatiza mas el problema de Neumann en los capftulos 11 y 12. 

A lo largo de los capftulos 10, 11 y 12, la confusa mezcla de sfmbolos como A 2 y 
V—A en la solution de problemas de valor en la frontera de dos puntos se ha reem- 
plazado por el uso consistente de A. Los tres casos A = a 2 , A = 0 y A = — or se 
enfatizan mediante el analisis. 


Diseno del texto 

Como resultara evidente, el texto tiene un formato mas amplio y un diseno interior a dos 
tintas, con el fin de que la lectura y el aprendizaje de este libro sean mas amenos y di- 
dacticos. Todas las figuras tienen textos explicativos. Se han agregado mas comentarios 
y anotaciones al margen en todo el libro. Cada capftulo tiene una pagina de presentation 
que incluye una tabla de contenido y una breve introduction al material que se estudiara. 
Al final de cada capftulo se incluyen ejercicios de revision. Despues de los apendices se 
proporcionan respuestas a los problemas impares seleccionados. 
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Prologo a la edicion en espanol 


Para que la seleccion de temas pudiera ser flexible, el texto original en ingles fue dividi- 
do en cuatro partes o subdivisiones principales. Para la edicion en espanol, se opto por 
dividir el texto en dos volumenes que se pueden manejar de manera independiente. El 
primero, que tiene el lector en sus manos, trata de las ecuaciones diferenciales ordinarias 
y parciales, ademas de contener el capitulo sobre matrices. El panorama general de su 
contenido se puede ver en el prologo a la edicion en ingles. 
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► ► ► PROYECTO PARA LA SECCION 


Ilusiones opticas 
en el camino 

Anton M. Jopko, Ph. D. 

Departamento de fisica y astronomia, 
McMaster University 

___ 


1 .a mayoria de nosotros hemos conducido por alguna 
carretera durante un di'a soleado, y hemos visto a la 
distancia una mancha luminosa en el camino que se ve 
como un parche de hielo. Esta mancha se mueve, desa- 
parece y reaparece, a medida que conducimos. 

La velocidad de la luz en un medio esta dada por 
v = c/n, donde c es la velocidad de la luz en el vacfo 
y n el mdice de refraccion del medio. Como la veloci¬ 
dad de la luz no puede ser mayor que c, el mdice de 
refraccion siempre satisface n >1. Para el aire frfo, la 
densidad y el fndice de refraccion son mayores, de ma- 
nera que la velocidad de la luz es mas lenta. Por otra 
parte, para el aire caliente, la densidad y el mdice de 
refraccion son menores, asf que la velocidad de la luz 
es mas rapida. Cuando la luz viaja entre dos medios 
con indices de refraccion diferentes, se dobla o refrac- 
ta. La figura 1 muestra la luz que el aire refracta con- 
forme la densidad cambia. El pavimento esta caliente, 
asf como el aire que esta inmediatamente encima. Este 
conjunto de circunstancias propicia que la densidad del 
aire sea mas pequena. Mas arriba el aire es mas frfo, 
lo cual provoca que su densidad aumente con la altura; 
como consecuencia, su fndice de refraccion aumenta. 
El fndice de refraccion es cercano a 1 en la superfi- 
cie del camino y aumenta con mucha lentitud segtin 
la altura sobre el camino. La luz brillante del cielo se 
refracta a medida que se acerca mas al camino, de ma- 
nera que entra en los ojos del conductor como se ve 
en la figura 1. De hecho, la luz nunca toca el camino; 
mas bien, parece provenir directamente de este como 
un brillante parche en la distancia. 


camino horizontal. Esto implica que la trayectoria de la 
luz sea simetrica respecto al eje vertical que atraviesa el 
punto mas bajo de la curva. Llamamos a este punto mas 
bajo vertice. Si y(x) denota la ecuacion de la trayectoria 
seguida por la luz, es posible demostrar que y satisface 
la ecuacion diferencial de segundo orden no lineal 


d 2 y 

dx 2 


'dy 

+ { Jx 


1 dn 
n dy 


( 1 ) 


Para resolver esta ecuacion diferencial necesitamos co- 
nocer n(y). Consideraremos algunos ejemplos de n(y) 
en el siguiente apartado de Problemas relacionados. 
Tambien veremos como resolver la ecuacion (1) usan- 
do la tecnica de reduction de orden. Estos casos quiza 
no sean muy realistas, pero tienen la caracterfstica de 
que n es constante o aumenta con la altura y. En cual- 
quier caso, la ecuacion (1) se resuelve sin dificultad. 


Problemas relacionados 

1. Si el fndice de refraccion n(y) es una funcion creciente 
de y, explique por que la trayectoria de la luz descrita 
mediante una solucion y{x) de (1) debe ser concava 
ascendente. 

2. Suponga que n(y) = constante. Este es un caso espe¬ 
cial donde el aire tiene densidad uniforme. Entonces 
la ecuacion (1) se convierte en d 2 y/dx 2 = 0. 


a ) <;,Cual es la solucion para esta ecuacion diferencial? 

b ) <;,Cual es la concavidad de la grafica de esta solu¬ 
cion? 


c) 


3. a) 


( ;,Por que la solucion del inciso a) es logica desde 
el punto de vista ffsico para el fndice de refrac¬ 
cion dado? 


Suponga que n(y) = e y ^ a , donde a y y se rniden 
en metros y a es grande (digamos, 10 000 m). 
Muestre que la ecuacion (1) se convierte en 


d^y 
dx 2 



b) En la ecuacion diferencial del inciso a) falta la 
variable dependiente y, por lo que la sustitucion 
apropiada es 

dy d 2 y du 

— = U y r = — • 

dx dx" dx 



Vertice 


Luz del cielo 


Trayectoria real 


La mancha luminosa aparece aquf 


Figura 1 Refraccion de la luz por el aire 

Digamos que el fndice de refraccion del aire n(y) 
depende solo de la altura vertical y situada por encima 
del camino, y que el eje x se encuentra a lo largo del 


Encuentre la nueva ecuacion diferencial para u(x) 
y resuelvala. 

c) Use el resultado que obtuvo en el inciso b ) y la 
sustitucion u = dy/dx para encontrar la nueva 
ecuacion diferencial para y(x) y resolverla. 

d) Ahora suponga que los ojos del conductor estan a 
1.2 m por encima del camino, y que el vertice de 
la trayectoria esta a 1.19 m por encima del camino 
y a 50 m frente al conductor. Use la solucion que 
obtuvo en el inciso c) para encontrar la distancia 
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que hay entre el automovil y el brillante parche 
del camino. 

4. a) Suponga que n(y) = Vy, y & 1, donde y se 
mide en metros. Muestre que la ecuacion (1) se 
convierte en 


cfy 

dx 2 




b ) La variable independiente x no se encuentra en la 
ecuacion diferencial del inciso a) y por tanto la 
sustitucion adecuada es 


dy d 2 y du 

— = u y —-r = u —. 

dx dx~ dy 


Encuentre la nueva ecuacion diferencial para w(y) 
y resuelvala. 


c) Utilice el resultado del inciso b ) y la sustitucion 
u = dy/dx para encontrar una nueva ecuacion di¬ 
ferencial para y(x) y resuelvala. 

d) Ahora suponga que los ojos del conductor se en- 
cuentran a 1.2 metros sobre el camino, y el ver- 
tice de la trayectoria se encuentra a 1.19 metros 
sobre el camino y 3 metros frente al conductor. 
Utilice la solucion del inciso c ) para encontrar la 
distancia desde el automovil a la seccion brillante 
sobre el camino. 
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El pendulo balistico 

Warren S. Wright 

Departamento de matematicas, 
Loyola Marymount University 



Figura 1 Pendulo balistico 


Historicamente, con el objetivo de mantener el control 
de calidad de las municiones (balas) fabricadas por una 
linea de production, el fabricante utilizaba un pendulo 
balistico para determinar la velocidad de barril de una 
pistola, es decir, la velocidad de una bala cuando sale 
del canon. El pendulo balistico (inventado en 1742) 
sencillamente es un pendulo piano que consiste de 
una varilla de masa despreciable a la que se le conecta 
un bloque de madera de masa m w . El sistema se pone 
en movimiento por medio del impacto de una bala, la 
cual se desplaza de forma horizontal a una velocidad 
v h desconocida; en el momento del impacto, t - 0, la 
masa combinada sera m w + m h , donde m b representa la 
masa de la bala incrustada en la madera. En la section 
3.10 observamos que para el caso de pequenas oscila- 
ciones, el desplazamiento angular 9(t) de un pendulo 
piano como el mostrado en la figura 1 esta dado por 
la ecuacion diferencial lineal 0" + ( g/l)9 = 0, donde 
0 > 0 corresponde al movimiento a la derecha de la 
vertical. La velocidad v b puede obtenerse por medio de 
la medicion de la altura h de la masa m w + m b en el 
maximo angulo de desplazamiento 0 m4x que se muestra 
en la figura 1. 

De forma intuitiva, sabemos que la velocidad hori¬ 
zontal V de la masa combinada (madera y proyectil) 
despues del impacto solamente es una fraction de la 

f m b \ 

velocidad v b de la bala: V = I- )v h . Ahora 

\m w + mj 

recuerde que una distancia s recorrida por una par- 
tfcula que se desplaza sobre una trayectoria circular 
esta relacionada con el radio 1 y el angulo central 9 
por medio de la formula s = 19. Al derivar esta ultima 


formula respecto al tiempo t, tenemos que la veloci¬ 
dad angular a> de la masa y su velocidad lineal v estan 
relacionadas por medio de v = la>. De esta forma, la 
velocidad inicial angular a> 0 en el tiempo t en el que el 
proyectil impacta al bloque de madera esta relacionado 

con V por medio de V = lu> 0 o oj 0 = I — 

\m w 



Problemas relacionados 

1. Resuelva el problema de valor inicial 

Cl ^ + y 9 = 0, 0(0) = 0, 0'(O) = co 0 . 

2. Utilice el resultado del problema 1 para demostrar 
que 

_ K + m » \ /,. a 

Vb l Jvlg 9 max ■ 

\ m b ) 

3. Utilice la figura 1 para expresar cos 0 m4x en terminos 
de l y h. Luego utilice los primeros dos terminos de la 
serie de Maclaurin de cos 9 para expresar 0 m4x en ter¬ 
minos de / y h. Por ultimo, demuestre que v b esta 
dada (de forma aproximada) por 



4. Utilice el resultado del problema 3 para encontrar v b 
cuando m b = 5 g, m H = 1 kg, y h = 6 cm. 
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7.1 


Red de dos puertos 
en circuitos electricos 

Gareth Williams, Ph. D. 

Departamento de matematicas y ciencias 

computacionaies, Stetson University 

_’_ J 


Muchas redes electricas estan disenadas para aceptar 
senales en ciertos puntos y producir una version modi- 
ficada de estas. El arreglo general se ilustra en la figura 
1. Una corriente /, a un voltaje V y se envfa sobre una 


h 


h 

t 

Vi 

Dos puertos 

t 

V, 



-J 

h 


h 


Figura 1 Red electrica 


red de dos puertos, y esta determina de alguna forma la 
corriente de salida I 2 al voltaje V 2 . En la practica, la re- 
lacion entre las corrientes y voltajes de entrada y salida 
por lo general es lineal, y se encuentran relacionadas 
por una ecuacion matricial: 



(a n a 12 \ 

La matriz de coeficientes I 1 se denomina ma- 

\a 2 i «22/ 

triz de transmisidn del puerto. La matriz define a la 
red de dos puertos. 

En la figura 2 se presenta un ejemplo de una red de 
dos puertos. La parte interior consiste en una resistencia 
R conectada como se muestra. Podemos demostrar que 
las corrientes y los voltajes en efecto se comportan de 


h 

AAA 

h 

t 

V V V 

R 

t 

p 2 

i 



h 


h 


Figura 2 Red de dos puertos 


una forma lineal y determinan la matriz de transmision. 
Nuestro metodo sera construir dos ecuaciones: una que 
exprese a V 2 en terminos de L, e /,, y la otra que exprese 
a I 2 en terminos de V 7 , e /,. Posteriormente combinare- 
mos estas dos ecuaciones en una sola ecuacion matricial. 

Utilizamos la siguiente ley: 

Ley de Ohm: La caula de voltaje a traves de una re¬ 
sistencia es equivalente a la corriente multiplicada 
por la resistencia. 

La cafda de voltaje a traves de la resistencia sera 
V { — V 2 . La corriente a traves de la resistencia es /,. 
Por tanto, la ley de Ohm establece que V y — V 2 = l t R. 
La corriente /, pasa a traves de la resistencia R y exis- 
te como /j. De esta forma, l 2 = I y . Primero escribimos 
estas dos ecuaciones en la forma estandar, 


V 2 = V 1 - Rli 
h = OVi + h 
y luego como una ecuacion matricial. 



(\ -R\ 

La matriz de transmisidn es . De esta 

VO 1 J 

forma si R equivale a 2 ohms y el voltaje y corriente de 
entrada son V y = 5 volts e /, = 1 ampere, respectiva- 
mente, obtenemos 





El voltaje y la corriente de salida seran 3 volts y 1 am¬ 
pere respectivamente. 

En la practica, se colocan en serie varias redes de 
dos puertos estandar como la que se describio arriba 
para obtener un cambio de voltaje y corriente deseado. 
Considere las tres redes de dos puertos de la figura 3, 
cuyas matrices de transmisidn son A, B y C. 

Al considerar cada red de forma independiente, te- 
nemos que 




la primera ecuacion en la segunda 


obtenemos 





Figura 3 Dos puertos en serie 
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A1 sustituir la ultima matriz 


en la tercera ecua- 



cion obtenemos 


2. La corriente a traves de R t es /, — I 2 . La caida de vol- 
taje a traves de A’, es Vj. La corriente a traves de R, es 
I 2 . La caida de voltaje a traves de R 2 es Vj — V 2 . 



De este modo las tres redes de dos puertos seran equi- 
valentes a una sola. La matriz de transmision de esta 
red de dos puertos sera el producto CBA de los puertos 
individuals. Observe que la ubicacion de cada puerto 
en la secuencia es relevante debido a que las matrices 
no son conmutativas bajo la multiplication. 

Problemas relacionados 

En los problemas 1-3, determine las matrices de trans¬ 
mision de las redes de dos puertos que se muestran en 
la figura. 

1. Vi = V 2 debido a que las terminales se conectan de 
forma directa. La corriente a traves de la resistencia R 
es 7j — I 2 . La caida de voltaje a traves de R sera V t . 


A 


h 

i 1 

vj 

1 

^ R 

f 

V 2 

J 

A 


h 


Figura 4 Red de dos puertos para el problema 1 
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Figura 5 Red de dos puertos para el problema 2 

3. La corriente a traves de Aj es /,. La caida de voltaje a 
traves de R t es Vj — V 2 . La corriente a traves de R 2 es 
/] — I 2 . La caida de voltaje a traves de R 2 es V 2 . 


A 

AAA 

h 

1 

Vj 

| , 

V V V l 

«1 <> 

>r 2 

\ 
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A 


h 


Figura 6 Red de dos puertos para el problema 3 

4. La red de dos puertos de la figura 7 consiste de tres 
redes de dos puertos colocadas en serie. Las matrices 
de transmision son las que se muestran. 

a) ^Cual es la matriz de transmision de la red de dos 
puertos compuesta? 

b) Si el voltaje de entrada equivale a 3 volts y la 
corriente a 2 amperes, determine el voltaje y la co¬ 
rriente de salida. 



Figura 7 Redes de dos puertos en serie para el problema 4 
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7.2 


Interseccion B: Trafico de entrada = 350 + 125. 
Trafico de salida = x { + x 4 . Por tanto, x x + x 4 = 475. 


Flujo de trafico 

Gareth Williams, Ph.D. 

Departamento de matematicas y ciencias 
computacionales, 

Stetson University 

_ 


El analisis de redes, como lo observamos en el analisis 
de las reglas de nodo y lazo de Kirchhoff en la seccion 
2.2, juega un papel importante en la ingenierfa electrica. 
En anos recientes, los conceptos y herramientas de este 
analisis de redes han resultado utiles en muchos otros 
campos, como en la teorfa de la information y el estu- 
dio de sistemas de transporte. El siguiente analisis del 
flujo de trafico a traves de una red de caminos durante 
las horas pico ilustra como en la practica pueden surgir 
sistemas de ecuaciones lineales con muchas soluciones. 

Considere la red tipica de calles de la figura 1. 
Representa un area del centra de la ciudad de Jacksonville, 
Florida. Las calles son de un solo sentido, las flechas 
indican la direction del flujo del trafico. El flujo del tra¬ 
fico de entrada y salida de la red se mide en terminos 
de vehiculos por hora (vph). Las cifras que se propor- 
cionan se basan en las horas de trafico pico de mitad de 
semana, de 7 a 9 a.m. y de 4 a 6 p.m. Se debera per- 
mitir un incremento de 2 por ciento en el flujo general 
durante la tarde del viemes. Construyamos un modelo 
matematico que pueda utilizarse para analizar esta red. 


400 vph . 

^ A 

1 225 vph X^A 

Calle Duval B 

' 350 vph 

125 vph 

C 

bU 

O 

X 

0) 

800 vph 6 

x \ 

1 

r J 

*2 o 

Calle Monroe u 

x 4 

300 vph 

* D 

x 3 C 

>250 vph 

600 vph 


Figura 1 Centro de la ciudad de Jacksonville, Florida 

Suponga que se aplican las siguientes leyes de tra¬ 
fico: 


Todo el trafico que ingresa a una interseccion debe aban- 
donarla. 


Esta restriction de la conservation del flujo (com- 
parela con la regia de nodos de Kirchhoff) nos lleva a 
un sistema de ecuaciones lineales: 


Interseccion A: Trafico de entrada = jq + x 2 . 

Trafico de salida = 400 + 225. Por tanto, x { + x 2 = 625. 


Interseccion C: Trafico de entrada = x 3 + x 4 . 

Trafico de salida = 600 + 300. Por tanto, x 3 + x 4 = 900. 

Interseccion D: Trafico de entrada = 800 + 250. 
Trafico de salida = x 2 + x 3 . Por tanto x 2 + x 3 = 1050. 


Estas restricciones sobre el trafico se describen em- 
pleando el siguiente sistema de ecuaciones lineales: 


Xi + x 2 = 625 

x t + x 4 = 475 

x 3 + x 4 = 900 


x 2 + x 3 =1050 


Puede emplearse el metodo de elimination de 
Gauss-Jordan para resolver este sistema de ecuaciones. 
La matriz aumentada y la forma reducida escalonada 
por renglon son las siguientes: 


/i 

i 

0 

0 

625 \ 

Operaciones 

/i 

0 

0 

1 

475 \ 

i 

0 

0 

1 

475 

de renglones 

0 

1 

0 

-1 

150 

0 

0 

1 

1 

900 


0 

0 

1 

1 

900 

\o 

1 

1 

0 

1050/ 


\0 

0 

0 

0 

0/ 


El sistema de ecuaciones que corresponde con esta 
forma reducida escalonada por renglon es 

X\ + x 4 = 475 

x 2 — x 4 = 150 

x 3 + x 4 = 900. 

A1 expresar cada variable principal en terminos de la 
variable restante, obtenemos 

x 1 = — x 4 + 475 
x 2 = x 4 + 150 
x 3 = —x 4 + 900. 

Como podria esperarse, el sistema de ecuaciones 
cuenta con varias soluciones, por lo que es posible 
tener varios flujos de trafico. Un conductor cuenta con 
una cierta cantidad de opciones en las intersecciones. 
Ahora utilicemos este modelo matematico para obte- 
ner mas information sobre el flujo de trafico. Suponga 
que se requiere realizar trabajos de mantenimiento en 
el segmento DC de Calle Monroe. Es deseable contar 
con un flujo de trafico x 3 lo mas pequeno posible para 
este segmento de calle. Los flujos pueden controlarse a 
lo largo de diversas bifurcaciones por medio de sema- 
foros. ^Cual serfa el valor mmimo de x 3 sobre DC que 
no ocasione una congestion de trafico? Para resolver 
esta pregunta, emplearemos el sistema de ecuaciones 
anterior. 

Los flujos de trafico no deben ser negativos (un flujo 
negativo podria interpretarse como trafico que se des- 
plaza en la direction incorrecta en una calle de un solo 
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xxi 

















sentido). La tercera ecuacion en el sistema nos indica 
que x 3 sera un mfnimo cuando x 4 sea lo mas grande 
posible, siempre que no exceda de 900. El valor mas 
grande que x 4 puede llegar a tener sin ocasionar valores 
negativos de x, o de x 2 es 475. De este modo, el valor 
mas pequeno de x 3 sera —475 + 900, o 425. Todo tra- 
bajo de mantenimiento sobre la Calle Monroe debera 
permitir un volumen de trafico de al menos 425 vph. 

En la practica, las redes son mucho mas vastas que 
la analizada aquf, llevando a sistemas de ecuaciones 
lineales mas grandes, que son manipuladas median- 
te computadoras. Es posible ingresar diversos valores 
para las variables en una computadora con el fin de 
crear escenarios distintos. 


momento? (Las unidades de flujo estan dadas en ve- 
hiculos por hora.) 

3. La figura 4 representa el trafico que ingresa y sale 
de otro tipo de glorieta usada en Europa continental. 
Tales glorietas aseguran el flujo continuo de trafico 
en las intersecciones de calles. Construya ecuaciones 
lineales que describan el flujo del trafico sobre las 
distintas bifurcaciones. Utilice estas ecuaciones para 
determinar el flujo mrnimo posible sobre x 1 . ^Cuales 
son los demas flujos en este momento? (No es nece- 
sario calcular la forma reducida escalonada por ren- 
glones. Utilice el hecho de que el flujo de trafico no 
puede ser negativo.) 


Problemas relacionados 

1. Construya un modelo matematico que describa el flujo 
de trafico en la red de calles seiialada en la figura. 2. 
Todas las avenidas son calles de un solo sentido en las 
direcciones indicadas. Las unidades estan dadas en 
vehfculos por hora (vph). Proporcione dos flujos de 
trafico posibles. 6 Cual es el flujo mrnimo posible que 
puede esperarse sobre el tramo A B! 


200 

V 


100 ->- 


100 

A 


■>-150 


0*2 



1 ()()-*■ 


D 


t 

50 


*3 


M 

50 


Figura 2 FLujo de trafico del probLema 1 

2. La figura 3 representa el trafico que ingresa y sale 
de una glorieta. Tales intersecciones son muy comu- 
nes en Europa. Construya un modelo matematico que 
describa el flujo del trafico sobre las diversas bifurca¬ 
ciones. 6 Cutil es el flujo mrnimo posible teorico sobre 
la rama BC1 ^Cuales son los otros flujos en dicho 


50 



4. La figura 5 describe un flujo de trafico, con las unida¬ 
des en vehfculos por hora (vph). 

a) Construya un sistema de ecuaciones lineales que 
describa este flujo. 

b ) El tiempo total que toma a los vehfculos reco- 
rrer cualquier segmento de calle es proporcional 
al trafico sobre dicho segmento. Por ejemplo, el 
tiempo total que toma a x, vehfculos recorrer AB 
seran kx l minutos. Suponiendo que la constante 
es la misma para todas las secciones de calles, el 
tiempo total para que 200 vehfculos recorran esta 
red sera kx { + 2 kx 2 + kx 3 + 2 kx 4 + kx 5 . ^Cual 
sera el tiempo total si k = 4? Proporcione un tiem¬ 
po promedio para cada automovil. 



Figura 3 Flujo de trafico del problema 2 


Figura 5 Flujo de trafico para el problema 4 
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Problemas relacionados 


7.15 


Dependencia de la 
resistividad en 
la temperatura 

Anton M. Jopko, Ph.D. 

Departamento de fisica y astronomia, 
McMaster University 

___ 7 


Un conductor de longitud L y area transversal uniforme 
A tiene una resistencia R dada por R = pL/A, pues el 
conductor esta hecho de un material con resistividad p. 
Sin embargo, la resistividad no es constante para todas 
las temperaturas del conductor. Cuando la corriente fluye 
a traves del conductor, se genera calor, lo que eleva su 
temperatura. A este proceso se le conoce como calen- 
tamiento de Joule. En general, mientras mas alta sea la 
temperatura, mas alta sera la resistividad y en ultima ins- 
tancia la resistencia. Esto significa que debe conocerse 
la resistividad a la temperatura de trabajo del conductor. 
Modelamos la resistividad a la temperatura T c del con¬ 
ductor por medio de la funcion cuadratica dada por 

p(T c ) = Po + a{T c - T 0 ) + /3(T C - T 0 f 


donde T c representa la temperatura del conductor en 
grados Celsius, T 0 es la temperatura ambiente y p 0 es la 
resistividad a temperatura ambiente. Los coeficientes p 0 , 
a y /3 se determinan por medio de la experimentation. 

El tungsteno es un conductor 
con un punto de fusion muy ele- 
vado, que se utiliza para fabricar 
los fdamentos de las lamparas in- 
candescentes. Suponga que la in¬ 
formation en la tabla esta medida 
para la resistividad del tungste¬ 
no. En los problemas siguientes, 
presentamos un procedimiento 
de minimos cuadrados para en- 


3 


Imagen ® Ablestock 

contrar los valores de p 0 , a 
Asumiremos que T 0 = 20°C. 

T c (°C) 

Resistividad (ll-m) x 10~ 8 

20 

5.60 

40 

5.65 

80 

5.70 

200 

7.82 

500 

11.1 

700 

20.2 

1 000 

30.5 


Deseamos ajustar puntos de informacion (x„ y,) utili- 
zando la ecuacion cuadratica general y = ax 2 + bx + c 
en el sentido de minimos cuadrados. Con tan solo tres 
puntos de informacion, no seria necesario el procedi¬ 
miento de minimos cuadrados. En nuestro caso, conta- 
mos con siete puntos de informacion. 


1. Construya el vector columna Y 


l >’i\ 
Jh 

\ >7 / 


y la matriz 


(A x l i \ 

x\ *2 1 

\*7 *7 1 / 


2. Haga que el vector columna X* = £>* contenga 


los coeficientes minimos cuadrados. Calcule el vector 


X* = (A r A)-'A r Y. 

3. Utilizando la ecuacion cuadratica de minimos cuadra¬ 
dos, prediga la resistividad del tungsteno a 300°C. 

4. Si un conductor de tungsteno a temperatura ambiente 
tiene una resistencia de 5 ohms, utilice el resultado 
del problema 3 para predecir su resistencia a una tem¬ 
peratura de 300°C. 

5. Encuentre el error RMS (raiz cuadrada de la media de 
los cuadrados) de la ecuacion cuadratica de minimos 
cuadrados, 



(Y, 


donde Y* = AX* es el valor de minimos cuadrados 
de Y. 

6. Explique, en terminos generales, lo que significa el 
error RMS o de raiz cuadrada de la media de los cua¬ 
drados. 

7. Realice la prediction de la resistividad del conduc¬ 
tor de tungsteno a 2000°C. ^Que tan confiable es este 
valor? 
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\ 

El atomo de hidrogeno 

Matheus Grasselli, Ph.D. 

Departamento de matematicas y estadfstica, 
McMaster University 

___ / 


El atomo de hidrogeno represento uno de los problemas 
sin resolver mas importantes en la flsica a principios 
del siglo xx. Con unicamente un proton y un electron, 
ofrece el ejemplo mas simple posible que debla ser ex- 
plicado por cualquier modelo atomico. La descripcion 
clasica era la de un electron en orbita alrededor de un 
proton debido a una atraccion electrica. Sin embargo, 
la hipotesis era inconsistente, debido a que para mover- 
se alrededor del proton, el electron necesita acelerarse. 
Toda partfcula cargada y acelerada emite ondas electro- 
magneticas. Entonces, con el tiempo, el electron debla 
perder energla cinetica y eventualmente colapsarse 
hacia el nucleo del atomo. Para complicar aun mas las 
cosas, a partir de information espectroscopica se sabla 
que el gas de hidrogeno emite luz con longitudes de 
onda muy especlficas, las llamadas llneas espectrales. 
Ademas, estas llneas espectrales que podlan observar- 
se en el rango visible satisfaclan una formula emplrica 
enunciada por primera vez por J. J. Balmer en 1885. 
Si la longitud de onda es indicada por A, entonces las 
llneas espectrales de lo que actualmente se denomina 
la serie de Balmer estaran defmidas por 



Figura 1 Modelo pLanetario de Bohr del atomo de hidroge¬ 
no: en este modelo, un electron puede ocupar unicamente 
ciertas orbitas alrededor de un nucleo que consiste de un 
proton. 


Problemas relacionados 

1. Suponga, como se muestra en la figura 1, que el elec¬ 
tron cuenta con una masa m y una carga —e, y que se 
desplaza en una orbita circular de radio r alrededor del 
proton, el cual tiene una carga e y una masa mucho 
mayor. Utilice las formulas clasicas de la fuerza elec¬ 
trica para cargas puntuales con el objetivo de deducir 
que la energla mecanica total (cinetica mas potencial) 
para el electron en esta orbita es 


E 


e 


2 


87 re 0 r’ 


( 2 ) 


donde e 0 es la permisividad del espacio. Adicional- 
mente, deduzca que el momento angular clasico para 
esta orbita es 


(1) 

donde R H es una constante para la cual el mejor valor 
emplrico es 10 967 757.6 ± 1.2 nT 1 . 

Todo modelo atomico razonable no solo debla ex- 
plicar la estabilidad del atomo de hidrogeno, sino que 
tambien debla generar una explication para las llneas 
espectrales con frecuencias que satisfaclan esta formu¬ 
la. El primer modelo de este tipo fue propuesto por 
Niels Bohr en 1913, utilizando una ingeniosa com¬ 
bination de argumentos clasicos y dos “postulados 
cuanticos”. Bohr asurnio que el electron se encuentra 
restringido a un movimiento en orbitas con un momen¬ 
to angular “cuantizado”, es decir, en multiplos enteros 
de una constante dada. Observe la figura 1. Ademas, 
los atomos emiten energla en forma de ondas electro- 
magneticas unicamente cuando el electron salta de una 
orbita fija a otra. Las frecuencias de estas ondas estan 
dadas por la formula de Planck A E = fiv, donde A E 
es la diferencia de energla entre las orbitas y fi es la 
constante de Planck. 

Intente reproducir los pasos de Bohr mediante la re¬ 
solution de los problemas 1-3. 


/ me 2 r 

<3) 

2. Ahora utilicemos el primer postulado de Bohr: asuma 
que el momento angular es de la forma L = nh, donde 
n - 1,2, ... . Sustituya esta expresion en la ecuacion 
(3) y encuentre una expresion para el radio orbital 
r como una funcion de n. Inserte esta funcion en la 
ecuacion ( 2 ) y obtenga una expresion para los niveles 
de energla cuantica del atomo de hidrogeno. 

3. Ahora estamos listos para utilizar el segundo pos¬ 
tulado de Bohr. Suponga que una electron realiza 
una transicion desde el nivel de energla E k al nivel 
de energla E n , para enteros k > n. Utilice la formula 
AL = fiv y la relacion A v = c (donde c representa la 
velocidad de la luz) para deducir que la longitud de 
onda emitida por esta transicion es 

1 me 4 (1 1 \ 

A 8L 3 eoC \n 2 k 2 ) 
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Asignemos n = 2 en la ecuacion (4) y concluimos 

4 

me 

que esto genera la serie de Balmer con R H = _ 2 . 

/? £qC 

Ahora, realice una investigation para los valores de las 
constantes que aparecen en esta formula y calcule R n . 
^Su valor es comparable con el valor empfrico? Por 

mM 

ultimo, reemplace m por la masa reducida- 

v m + M 

(donde M es la masa del proton) y sorprendase con la 

notable precision de este resultado. 

A pesar de su exito evidente, el modelo de Bohr 
tenia como detalle el que llevaba la teorfa clasica lo 
mas lejos posible y luego la complementaba con pos- 
tulados cuanticos especfficos cuando era necesario. 
Esta situation fue acertadamente considerada como 
insatisfactoria e inspire a los ffsicos a desarrollar una 
teorfa mucho mas completa del fenomeno atomico, lo 
que dio paso al nacimiento de la mecanica cuantica. 
En el nucleo de ella hay una ecuacion diferencial par- 
cial propuesta por Erwin Schrodinger en 1926 en un 
documento con un tftulo sugerente “La cuantizacion 
como un problema de valores propios”. La ecuacion 
de Schrodinger dependiente del tiempo para un siste- 
ma ffsico de masa m sujeto a un potencial V(x) es 

h 2 

-V 2 ^P(x) + L(x)^(x) = E’P'(x), (5) 

2m 

donde V 2 representa al operador laplaciano y E es el 
valor (escalar) para la energfa total del sistema en el 
estado estacionario (x). Aquf x = (x, y, z) represen¬ 
ta un punto en el espacio de position de tres dimen- 
siones. La interpretation correcta de la funcion 'P (x) 
implica argumentos probabilfsticos refinados. Para 
nuestro problema, es suficiente decir que \P (x) con- 
tiene toda la information que se puede obtener ffsica- 
mente acerca del sistema en consideration. Nuestro 
proposito ahora, siguiendo el espfritu del documento 
original de Schrodinger, sera obtener los niveles de 
energfa E n para el atomo de hidrogeno como los valo¬ 
res posibles de energfa para los cuales la ecuacion (5) 
admite una solucion. 

Ahora intente resolver el siguiente problema. 

e 2 

4. Debido a que la energfa potencial V(r) = - 

47rs 0 r 

depende unicamente del radio r, para este problema 
es natural considerar coordenadas esfericas (r, 6, <f>) 
defmidas por las ecuaciones 

x = r sen 8 cos <f>, y = r sen 8 sen <f>, z = r cos 8 . 

Comience por escribir la ecuacion (5) en estas coor¬ 
denadas [recuerde la expresion para el operador de 
Laplace en coordenadas esfericas en (2) de la seccion 
6.3]. Ahora utilizamos la separacion de variables con 


■'P(x) = R(r) ©(d)para mostrar que el com- 
ponente radial R(r) satisface a 


2 2m ( e 2 

7?" + - + — - 

r hr \4TTB 0 r 


, 2m 

+ E)R = 


donde k es una constante. 

En la solucion del problema 4 deberfa haber en- 
contrado que la tecnica de separacion de variables di¬ 
vide la ecuacion de Schrodinger en dos partes: una 
que depende unicamente de r y la otra que depende 
solamente de 8 y <f>. Cada una de estas partes debe 
ser equivalente a una constante, que denominamos k. 
Si buscaramos la solucion de la parte angular (la que 
involucra a 0 y <!>), encontrarfamos que k es un nume- 
ro cuantico relacionado con el momento angular del 
atomo. Para el resto de este proyecto, consideraremos 
el caso k = 0, que corresponde con los estados con 
momento angular cero. 

En este punto proceda con los problemas 5-7. 


5. Establezca k = 0 en la ecuacion (6) y considere su 
lfmite cuando r—>oo. Demuestre que e Cr , donde 


C = 



(7) 


es una solucion de esta ecuacion limitante. 

6. Con base en el ejercicio anterior, considere una so¬ 
lucion general de la forma R(r) = f{r)e^ Cr para una 
funcion analftica/(r). Mediante procedimientos analf- 
ticos, la funcion f(r) posee una expansion de series 


f[r) = a 0 + a { r + + ” ■ 


Sustituya esta serie en la ecuacion (6) (con k = 0) y 
deduzca que los coeficientes a t satisfacen la relation 
recursiva 


a, = 2- 


jC~B 

j(j + I)' 


*j~ 1> 


j = 1, 2, 


( 8 ) 


donde B = 


me 2 

Aireji 2 


7. Demuestre que el lfmite de la ecuacion (8) para 


valores grandes de j es cij 


2 C 

j + 1 


V-1’ 


que es la serie 


de potencia para la funcion e 2Cr . Concluya que la 
unica forma de hacer que la funcion R(r) disminuya 
a cero a medida que r se vuelve mas grande es que 
la serie de potencias para f(r) termine despues de un 
numero finito de terminos. Por ultimo, observe que 
esto sucede si y solo si nC = B para algun entero n. 


Nuestro problema final en este proyecto sera ge- 
nerar los niveles de energfa del atomo de hidrogeno 
como una consecuencia del trabajo realizado hasta 
aquf. Debera observar que la existencia de niveles de 
energfa cuantizados no necesitan ser postulados, sino 
mas bien deducidos a partir del analisis matematico 
de la ecuacion de Schrodinger. Mientras que los pasos 
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de deduccion son mas complicados que los seguidos 
por Bohr, debe ser evidente que la eliminacion de los 
axiomas de cuantizacion especfficos de Bohr fue un 
logro importante alcanzado por Schrodinger, razon 
por la cual recibio el Premio Nobel de ffsica en 1933. 
Utilice la condition expresada en el ejercicio previo y 
las formulas obtenidas para C y B para concluir que 


las energi'as permitidas para el atomo de hidrogeno en 
un estado con momento angular cero son 

4 

me 

E„ = — - , (9) 

(47re 0 ) 2 2 h 2 n 2 

que deben coincidir con los niveles de energfa que en- 
contro para el atomo de Bohr del problema 2. 
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La desigualdad 
de incertidumbre en el 
procesamiento de senates 

Jeff Dodd, Ph.D. 

Departamento de Matematicas, Computation 
y Ciencias de ia Information 
Jacksonville State University 

_ L _ J 

Los ingenieros en comunicaciones interpretan a la trans- 
formada de Fourier como la descomposicion de una 
serial fix) que lleva informacion, donde x representa 
al tiempo, en una superposition de “tonos” sinusoida- 
les puros que tienen frecuencias representadas por una 
variable real. De hecho, los ingenieros usualmente con- 
sideran la representacion en el “dominio de la frecuen- 
cia” resultante, tanto o mas que la representacion en el 
“dominio del tiempo” (esto es, jla serial misma!). Un 
aspecto fundamental del procesamiento de senales es 
que cuanto mas estrecha es una serial en el dominio del 
tiempo, mas amplia es en el dominio de la frecuencia. 
Tambien, cuanto mas estrecha es una serial en el dominio 
de la frecuencia, mas amplia es en el dominio del tiem¬ 
po. Este efecto es importante porque, en la practica, una 
serial debe enviarse en un tiempo limitado y utilizando 
un intervalo limitado o “banda” de frecuencias. En este 
proyecto se describe e investiga este equilibrio entre du¬ 
ration y ancho de banda, tanto cualitativa como cuantita- 
tivamente. Los resultados de esta investigation respaldan 
una regia practica comunmente citada: una cierta banda 
de frecuencias es proporcional al producto de la dura- 
cion en tiempo por el ancho de la banda de frecuencias. 

Problemas relacionados 

Se emplean la forma compleja de la transformada de 
Fourier y la transformada inversa de Fourier, dadas en 
(5) y (6) de la seccion 13.4. Se utiliza la notation /(a) 
para denotar la transformada de Fourier de una funcion 
fix ) en una forma compacta que explicita su dependencia 
de/, esto es, /(«) = F{f(x)}. Se considera que / es 
una funcion real, y se comienza revisando dos propie- 
dades simples de /. 

1. Mostrar que si a > 0, entonces f(~a) = f (a). Asr, 
para cualquier |/(—a)| = |/(a)|. (Aquf, las notacio- 
nes z y |z| representan el conjugado y el modulo de un 
numero complejo z, respectivamente). 

2. Si k es un numero real, supongase que/Yx) = fix — k). 
Mostrar que 

/*(«) = «**/(«) 


De manera que recorrer una serial en el tiempo no 
afecta a los valores de |/(a)| en el dominio de las 
frecuencias. 

Tomando en cuenta estos hechos, ahora se prece¬ 
de a considerar el efecto de estrechar o ampliar una 
serial en el dominio del tiempo simplemente escalan- 
do la variable temporal. 

3. Sices un numero positivo, considerese que/(x) =/(cx). 
Muestre que 



De forma que al estrechar la funcion serial/en el do¬ 
minio del tiempo (c >1), se ensancha su transformada 
en el dominio de la frecuencia, y al ampliar la funcion 
serial/en el dominio del tiempo (c <1), se estrecha su 
transformada en el dominio de la frecuencia. 

Para cuantifrcar el efecto que se observa en el pro- 
blema 3, se necesita establecer una medida del “ancho” 
de la grafrca de una funcion. La medida mas comun¬ 
mente utilizada es el ancho de la ralz cuadrada de la 
media de los cuadrados, que cuando se aplica a una 
serial/en los dominios del tiempo y de la frecuencia, 
conduce a un valor cuadratico medio (o raiz cuadrada de 
la media de los cuadrados) de duracion IXf) y un valor 
cuadratico medio de ancho de banda /?(/), dados por 


x 2 [/(x)] 2 dx 


[D(f)] 2 = 


[/(*)] 2 dx 

-oo 

a 2 \f(a)\ 2 da 


W )] 2 = 


\f{a)\ 2 da 


De manera que el ancho de banda y la duracion se 
calculan en relation a los “centres” de a = 0 y x = 
0 debido a que, segun los problemas 1 y 2, la grafi- 
ca de \f(a)\ 2 es simetrica con respecto a a = 0 en el 
dominio de la frecuencia, y la serial puede recorrerse 
horizontalmente en el dominio del tiempo sin afectar 
la grafica de \f(a)\ 2 en el dominio de las frecuencias. 

4. Muestre que para una familiade funciones/ c (x) definida 
en el problema 3, D(/ c ) • B(f c ) es independiente de c. 


5. 


Muestre que para la familia de funciones f c (x) = e £ W, 

V2 

D(f c ) • B( f c ) = ^ ■ [Sugerencia: Segun el problema 


4, f{x) = /i (x). la integral de Fourier necesaria puede 
obtenerse rapidamente del ejemplo 3 de la seccion 
13.3. Para calcular las integrales para IXf ) y B(J), 
considere la integracion por partes y por fracciones 
parciales, respectivamente]. 

La duracion y el ancho de banda de una serial son 
en cierta forma inversamente proporcionales entre si 
cuando se escala la variable de tiempo. ^Que se puede 
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decir al respecto de la constante de proporcionalidad? 
^Que tan pequeno puede ser D(f) ■ B(J)2 Es de desta- 
car que existe un li'mite inferior para este producto. 

6. Deducir la desigualdad de la incertidumbre: si 

' oo oo 

[/(*)] 2 dx < oo, |/(a)| 2 da < oo, 

—oo —oo 

y 

Inn |x|[/(x)] 2 = 0, 

x—> ± OO 

entonces D(f) • B(f) > \. Seguir estos pasos. 


a) Establezca la formula de Parseval: 

- 1 if 00 

[f(x)] 2 dx = — \f(a)\ 2 da. 

277 I 

wO —oo 

[Sugerencia: Aplique el teorema de convolution 
dado en el problema 20, ejercicios 13.4 con g(x) 
= /(-*). 

Especfficamente, aplique la formula para la 
transformada inversa de Fourier dada en (6) de la 
seccion 13.4, y muestre que g(a) =f(a), y en¬ 
tonces fije x = 0.] 

b) Establezca la desigualdad de Schwartz: Para fun- 
ciones reales h l y h 2 , 


h l (s)h 2 (s) ds 


rb \ / r b 

2 


OiC*)] 2 rfa [h 2 (s)f ds 


donde la igualdad existe unicamente cuando h 2 = 
ch h donde c es una constante [ Sugerencia : Escribir 


rb 

[A/z^s) - h 2 (s)] 2 ds 

como una expresion cuadratica ,4 A 2 + B\ + C 
de la variable real A. Observe que la cuadratica 
es no negativa para toda A y considere el discri- 
minante B 1 — 4 AC.] 

c ) Establezca la desigualdad de la incertidumbre. 
[Sugerencia: En primer lugar, aplique la des¬ 
igualdad de Schwartz como sigue: 

xf(x)f'(x) dx 


[xf{x)fdx [f'{x)] 2 dx 


Utilice la integracion por partes para mostrar que 
S- 0 xf(x)f'(x)dx= -h5 x 00 [f{x)Ydx. Reescri- 


ba la segunda integral que aparece en el lado de- 
recho de la desigualdad, utilizando la propiedad 
operacional (11) de la seccion 13.4 y la formula 
de Parseval.] 

7. a) Mostrar que si/'proporciona el valor mmimo po- 
sible de D(f) ■ B( f), entonces 


f'{x) = cxf{x) 


donde c es una constante. Resuelva esta ecua- 
cion diferencial para mostrar que f(x) = de cx ' /2 
para c < 0 y d = a constante. (Dicha funcion 
se denomina funcion Gaussiana. Las funciones 
Gaussianas juegan un papel importante en la teo- 
rfa de probabilidad.) 

b) Utilice la transformada de Fourier que esta a 
ambos lados de la ecuacion diferencial del in- 
ciso a) para obtener una ecuacion diferencial 
para f(a) y mostrar que f(a) =/( 0)e a ^ 2c \ 
donde c es la misma que en el inciso a). Se nece- 
sita conocer la siguiente informacion: 


d d °° 00 d 

(«) = y f(x) e iax dx = — /( x) e iax dx 

dot dot J oot 


ixf(x) e mx dx = ixf{x). 


(Del problema 35 de los ejercicios 3.11 del tomo II, 
se tiene que f^e^dx = \Zi t. De esta expresion 
puede deducir que / (0) = \/2tt/\c\ • d.) 

As! es que el valor mlnimo posible d e D(f) • B(f ) se 
alcanza para una funcion Gaussiana, cuya transforma¬ 
da de Fourier jes otra funcion Gaussiana! 


La palabra “incertidumbre” se asocia con la des¬ 
igualdad presentada en el problema 6 dado que, desde 
un punto de vista mas abstracto, es matematicamen- 
te analogo al famoso principio de incertidumbre de 
Heisenberg de la mecanica cuantica. (La interpretacion 
de este principio de mecanica cuantica es un tema sutil, 
pero comunmente se entiende como “mientras mayor 
sea la precision con la que se determine la posicion de 
una partfcula, su momentum se conoce con menor pre¬ 
cision, y viceversa”.) 
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Difraccion de Fraunhofer 
a traves de una abertura 
circular 

Anton M. Jopko, Ph.D. 

Departamento de Fisica y Astronomia 
McMaster University 


Las estrellas del firmamento se encuentran a una dis- 
tancia enorme de nosotros, de forma que pueden con- 
siderarse como fuentes puntuales de luz. Si se observa 
una de estas estrellas a traves de un telescopio, se es- 
perarfa ver unicamente otro punto de luz, aunque uno 
mucho mas brillante. Sin embargo, este no es el caso. 
Dado que es una onda, la luz se refracta al pasar a tra¬ 
ves de la abertura circular del telescopio, de forma que 
la luz se extiende sobre una pequena region difusa que 
se denomina patron de difraccion. Este proyecto inves- 
tiga la forma del patron de difraccion para la luz que 
pasa a traves de una abertura circular de radio R. 

Por simplicidad, se considera que la luz tiene una 
longitud de onda unica A, o color. Esta luz tiene la 
forma de un frente de ondas esferico cerca de la estrella, 
pero cuando nos alcanza, llega como un frente de ondas 
piano. Todos los puntos del frente de ondas tienen la 
misma fase. A continuation, se apunta el telescopio con 
su abertura circular directamente hacia la estrella, de 
manera que los frentes de ondas planas inciden desde la 
izquierda, como se muestra en la figura 1. 



Figura 1 Difraccion de la luz 

A partir del principio de Huygen, cada punto de la 
abertura circular emite una onda en todas las direc- 
ciones. La difraccion de Fraunhofer requiere que las 
ondas abandonen la abertura en un conjunto casi para- 
lelo que viaja hacia un punto muy distante P. El unico 
proposito del lente es formar una imagen puntual de 
este conjunto paralelo a una distancia mucho mas cer- 
cana a la abertura. La difraccion ocurriria incluso sin 
el lente. La lmea discontinua que une los dos on'genes 
es tambien el eje de abertura y del lente. El sistema de 



coordenadas LM esta en el piano focal del lente, y su 
origen esta donde toda la luz de la estrella aparecerfa 
en ausencia de difraccion. Debido a la difraccion, sin 
embargo, algo de luz tambien aparece en P. El punto P 
es un punto general, pero muy cercano a O, unicamen¬ 
te a arco-segundos de distancia. 

En la figura 2, se han unido la abertura y el lente, 
dado que en la practica el borde del lente tambien defi¬ 
ne la abertura. Debido a la simetrfa circular del lente y 
al patron de difraccion, es muy deseable utilizar coor¬ 
denadas polares. Suponga que una onda es emitida en 
un punto S del lente con coordenadas ( X, Y ) o (p, 0) 
y que llega a P con coordenadas (L, M) o coordenadas 
angulares (w, ip). Entonces X = p cos 6, Y = p sen 0, 
y L = w cos ip, y M = w sen ip. Aquf, p es la distan¬ 
cia radial del centra del lente a la fuente S de la onda 
emitida y 0 es su angulo polar; w es el radio angular 
de P y ip es su angulo polar. 

Las ondas emitidas en la abertura estan en fase y 
tienen la misma amplitud, pero todas ellas viajan dis¬ 
tances diferentes hacia el punto P, de forma que llegan 
ahf desfasadas. La intensidad de la luz en P es propor¬ 
tional al cuadrado de la amplitud resultante de todas 
las ondas que llegan. Ahora se necesita calcular esta 
amplitud resultante tomando en cuenta las diferencias 
de fase de las ondas. 

Se define el numero de onda de las ondas inciden- 
tes y emitidas como k = 2 tt/X. Entonces, de acuerdo a 
Principles of Optics, septima edition, de Bom y Wolf, la 
amplitud resultante en P de todas las ondas emitidas en la 
abertura es solo la transformada de Fourier de la abertura: 


U(P) = C 

J . 

abertura 


-ik(LX + MY) 

e clXdY 


donde C es una constante, proportional en parte a la 
brillantez de la estrella. La intensidad de P viene en¬ 
tonces dada por [ U(P) [ 2 . Este es el patron de difraccion 
para la estrella en funcion del radio angular w. 


Problemas relacionados 

1. Muestre que la amplitud resultante en P utilizando los 
dos sistemas de coordenadas polares puede escribirse 
como 


U{P) = C 


-ikpw cos (6 - 


pdOdp 


J o ■'o 
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2. Utilizando la identidad 
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e“ c ° 8 V"“ da = J K (x), 

-*0 


donde es la funcion de Bessel de primer tipo, mues- 
tre que la amplitud resultante se reduce a 


U(P) = 2t tC 


rR 

J 0 (kpw)p dp 
-’o 


para cualquier if/. Se elige if/ = 0. (Esta expresion es 
tambien conocida como transformacion de Hankel de 
una abertura circular.) 

3. Utilizando la relacion de recurrencia 


d_ 

du 


[u n + l J n+1 (u)] 


u" + l J„{u), 


muestre que 

' X 

uJ 0 (u) du = xJy(x) 

■*o 

2J t (kRw ) 

4. Muestre que U(P) = CttR -. Por tanto la 

kRw 

intensidad viene dada por 


U(P) | 2 


2J l (kRw)V 

kRw 


2 JJkRw) 

5. ;Que es lim-? 

»->o kRw 


6. ^Cual es el significado fisico de / 0 ? 

7. ^Cual es el valor de la rafz no nula mas pequena de 
J{! Utilizando A = 550 nm, R = 10 cm, y la rafz mas 


pequena que se acaba de encontrar, calcular el radio 
angular w (en arco-segundos) del disco central de di- 
fraccion. 

2J l (kRw) 

8. Dibujar una grafica de —--en funcion de kRw 

kRw 

asf como de la intensidad, que es su cuadrado. El pa¬ 
tron de difraccion de la estrella consiste en un disco 
central brillante rodeado por varios anillos concentri- 
cos delgados tenues. Este disco se denomina el disco 
de Airy en honor de G. B. Airy, quien fue el prime- 
ro en calcular el patron de difraccion de una abertura 
circular en 1826. 

9. /.Que sucede con el ancho angular del patron de di¬ 
fraccion si el radio R de la abertura se duplica? 

10. /.Que sucede con el ancho angular del patron de di¬ 
fraccion si la longitud de onda A de la luz se dupli¬ 
ca? 

11. /.Que sucede con el ancho angular del patron de di¬ 
fraccion si la longitud focal del lente se duplica? 

12. Suponga que una abertura circular tiene forma de ani- 
llo con radio interno a y radio externo b. Encuentre 
U(P). (Este resultado es de importancia practica, dado 
que los telescopios de reflexion casi siempre tienen 
una obstruccion en la parte central de la abertura.) 

13. Suponga que el anillo del problema 12 es muy es- 
trecho, de forma que b = a + A a, donde A a es pe- 
queno pero no infinitesimal. Muestre entonces que 
la amplitud resultante aproximada viene dada por 
U(P) = C(2TraAa)J 0 (kwa). [Sugerencia: Interpretar 
el resultado U(P) del problema 12 como aproxima- 

di^uJ^u)) 

cion para-= uJ 0 (u) con u = kwa.] 

du 


XXX 
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Los metodos de diferencias finitas para la solucion nu¬ 
merica de ecuaciones diferenciales parciales pueden 
ser sorpresivamente inadecuados para aproximaciones 
numericas. El problema principal con los metodos de 
diferencias finitas (especialmente aquellos con esque- 
mas de iteracion explfcita) es que pueden amplificar el 
ruido de redondeo numerico debido a inestabilidades 
intrfnsecas. Dichas inestabilidades aparecen muy fre- 
cuentemente en el trabajo de investigation. Un ingenie- 
ro deberia estar preparado para esta situation. Despues 
de emplear muchas horas en el desarrollo de un nuevo 
metodo numerico para el modelado de un problema y 
en la escritura cuidadosa del metodo en un lenguaje de 
computadora, el programa de computadora puede lie- 
gar a volverse inutil debido a sus inestabilidades dina- 
micas. 

La figura 1 ilustra una solucion numerica de la 
ecuacion de calor con un metodo expllcito de diferen¬ 
cias finitas, donde el paso k del tiempo excede la mitad 
del tamano del paso cuadrado h (ver ejemplo 1 de la 
section 14.2). Es de esperarse que una solucion de la 
ecuacion de calor para una barra de longitud finita con 
temperaturas de cero en los puntos extremos deberia 
exhibir un decaimiento suave de una distribution ini¬ 
tial de calor hacia el nivel constante de temperaturas 
cero. Sin embargo, la superficie de la figura 1 mues- 
tra que el decaimiento suave esperado se rompe por el 


ruido que crece rapidamente debido a inestabilidades 
dinamicas del metodo expllcito. 

Las inestabilidades de los metodos numericos de di¬ 
ferencias finitas pueden entenderse mediante la aplica- 
cion elemental de la transformada discreta de Fourier, 
que se estudia en la section 13.5. El principio de su¬ 
perposition lineal y la transformada discreta de Fourier 
permiten separar variables en un metodo numerico de 
diferencias finitas, y estudiar la evolution individual en 
el tiempo (iteraciones) de cada modo de Fourier de la 
solucion numerica. 

Por simplicidad, se considera el metodo expllcito de 
diferencias finitas para la ecuacion del calor u, = en 
el intervalo 0 < x < a sujeto a condiciones de frontera 
nulas en los puntos extremos x = 0yx = ay una condi¬ 
tion inicial no nula en el instante t = 0. La discretization 
numerica conduce al esquema de iteracion expllcito: 

Uij +1 = AKi_ u + (1 - 2A )u U j + A u i+lJ (1) 

Donde j es una aproximacion numerica de la solu¬ 
tion u(x, t) en el punto de la reticula x = x, y en el 
instante t = t,, mientras que A = k/h 2 es el parametro 
de discretization. Si se observa el instante de tiem¬ 
po t = tj, j > 0 y se expande el vector numerico 
(u 0 j, Uij, ..., u n j) definido en la malla igualmente 
espaciada x, = ih, i = 0, 1, ..., n, donde nh = a, en la 
transformada sinusoidal de Fourier discreta: 

" (iril\ 

u ij= 2,«U sen —j’ 1 = •••>» (2) 

i = i V n J 

Las condiciones de frontera u 0 j = 1, j = 0 se satisfa- 
cen para cualquier j > 0. Debido al principio de super¬ 
position lineal, se considera cada termino de la suma 
de la ecuacion (2) por separado. Entonces se sustituye 
Uj j = ai j sen (k,1), k, = 7 rl/n en el metodo expllcito 
(1) y se obtiene 

a t j +1 sen («,/) = (1 — 2A)a ;?; sen (/<■,;) + 

Aa ; j -^sen (/<■,(; + 1)) + sen (k,(i — 1))^. (3) 

Utilizando la identidad trigonometrica, 
sen ( K,(i + 1)) + sen ( K,(i — 1)) = 2 cos ( k,) sen (k,1), 

El factor sen (k, 1) se cancela en la ecuacion (3), y se 
obtiene una formula de iteracion simple para a, /. 

a ij +i = Qi a i,p 

donde 


Qi = 1 — 2A + 2Acos (k,) (4) 

Dado que el factor Q, es independiente de j, es claro que 
la amplitud a,j del modo de Fourier sen ( k/) cambia en 
j > 0, de acuerdo con la potencia del factor Qf. 

aij = QWio, 1^0 

La amplitud a t ■ crece en / si \Q\ > 1, y esta acotada o 
decae si jQ/j < 1. Por tanto, la estabilidad del metodo 



Figura 1 Superficie de la solucion numerica 
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de iteracion explfcito se define a partir de la condi¬ 
tion 

\Qi\ < 1, para toda l = 1, 2, ..., (5) 

Dado que Q, < 1 para A > 0 la restriction para la es- 
tabilidad (5) puede reescribirse como 

1 - 4Asen 2 ^Js -1, l = 1, 2, n (6) 

que resulta en la estabilidad conditional del metodo 
explfcito para 0 < A <0.5. Cuando A > 0.5, el primer 
modo de Fourier inestable corresponde a l = n, que es 
el responsable de un patron de secuencia alternativa en 
el espacio creciente en el tiempo de n, Este patron se 
observa claramente en la figura 1. 

Asf, se pueden estudiar las inestabilidades de los 
metodos de diferencias finitas utilizando la transfor- 
mada discreta de Fourier, el principio de superposition 
lineal, y los factores de iteration explfcita en el tiempo. 
El mismo metodo puede aplicarse a otros metodos de 
diferencias finitas para ecuaciones de calor y de onda, 
y en general a una discretization de cualquier ecuacion 
diferencial partial lineal con coeficientes constantes. 

Problemas relacionados 

1. Considere el metodo implfcito de Crank-Nicholson 
para la ecuacion de calor u, = u xx (ver ejemplo 2 de la 
section 14.2): 

— + au i,j +1 — u i+l,j+i = u i-l,j 

- Pu it j + u i+hj (7) 
dondea = 2(1 + l/A),/3 = 2(1 — l/A),yA = k/h 2 . 
Encuentre la formula explfcita para Q t en la ecuacion 
(4) y demuestre que el metodo implfcito de Crank- 
Nicholson (7) es estable incondicionalmente para 
cualquier A > 0. 

2. Considere el metodo explfcito de diferencias centrales 
para la ecuacion de calor u, = u xx : 

«y+i = 2A ~ 2ujj + u i+lJ ) + Uj j — j. (8) 
Utilizando el mismo algoritmo que en el problema 1, 
reduzca la ecuacion (8) a un esquema de iteracion en 
dos pasos: 

= 4A(cos (k,) - 1 )a u + a Uj - x . (9) 


Utilizando el esquema de iteracion explfcito (4), en¬ 
cuentre una ecuacion cuadratica para Q, y resuelvala 
con la formula cuadratica (puede consultar el ejemplo 
1 de la section 9.2). Demuestre que el metodo explf¬ 
cito de diferencias centrales (8) es incondicionalmen- 
te inestable para cualquier A > 0. 

3. Considere el metodo explfcito de diferencias centrales 
para la ecuacion de onda u u = c 2 u xx (ver ejemplo 1 de 
la section 14.3 del presente libro): 

Ky +1 = A 2 Ui-ij + 2(1 - A 2 ) Uq + A 2 u i+hJ - Uij _i (10) 

donde A = ck/h es el numero de Courant. Utilizando 
el mismo algoritmo que en el problema 2, encuentre 
y resuelva la ecuacion cuadratica para Q t . Demuestre 
que \Q\ = 1 cuando ambas rafces de la ecuacion cua¬ 
dratica son complejas. Demuestre que la constriction 
para la estabilidad (5) se viola cuando ambas raf¬ 
ces de la ecuacion cuadratica son distintas y reales. 
Demuestre que el metodo explfcito de diferencias 
centrales (10) es estable para 0 < A 2 < 1 e inestable 
para A 2 > 1. 

4. Considere el metodo de retroceso en el espacio y 
avance en el tiempo para la ecuacion de transporte 
u, + cu x = 0: 

Uij +1 = (1 - A )u u + A ui-ij (ID 

donde A = ck/h. Considere la transformada discreta de 
Fourier compleja con el modo de Fourier, 

Ujj = a Lj e m, ‘, donde k = irl/n , i = v — 1 

y encuentre el factor complejo Q, en el esquema de 
iteracion de un paso (4). Pruebe que el metodo de re¬ 
troceso de espacio y avance en el tiempo (11) es esta¬ 
ble para 0 < A < 1 e inestable para A > 1. 

5. Considere el metodo espacio central y retroceso en el 
tiempo para la ecuacion de transporte n, + cu x = 0: 

AWi+ij + i + 2 Ujj + i — \Uj-jj + i = 2 Ujj (12) 

Utilizando el mismo algoritmo que en el problema 4, 
demuestre que el metodo de espacio central y retro¬ 
ceso en el tiempo (12) es incondicionalmente estable 
para cualquier A > 0. 
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ticos. 
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I 


Definiciones y terminologia 


■ I introduce! on Los terminos diferencial y ecuacion indican, sin lugar a dudas, la 
resolucion de cierto tipo de ecuaciones que contienen derivadas; sin embargo, antes de 
iniciar la resolucion de cualquier ecuacion, primero debemos aprender las definiciones 
elementales y la terminologia del tema. 

I Una definition La derivada dyldx de una funcion y = rb(x) representa en si misma 
otra funcion tb'ix) que se encuentra mediante una regia especffica. Por ejemplo, la fun¬ 
cion v = e 0Ax ~ es diferenciable sobre el intervalo (— 00 , 00 ), y su derivada es dyldx = 
0.2xe olx ~. Si reemplazamos e 0Ax ~ por el sfmbolo y, obtenemos 

dy 

— = 0 . 2 xy. ( 1 ) 

dx 

Ahora imagine que un amigo suyo le proporciona solo la ecuacion diferencial de la ex- 
presion (1), y que usted no tiene idea de como se obtuvo. Su amigo le pregunta: ,;cual es 
la funcion representada por el sfmbolo y? Entonces usted se enfrenta a uno de los proble- 
mas basicos encontrados en un curso de ecuaciones diferenciales: ^como resolver una 
ecuacion de este tipo para la funcion incognita y = 4>(x)2 Este problema es mas o menos 
equivalente al conocido problema del inverso del calculo diferencial: dada una derivada, 
encontrar una antiderivada. 

Antes de avanzar mas, permftanos ofrecer una definicion mas precisa del concepto de 
una ecuacion diferencial. 


DEFINICION 1.1 


Ecuacion diferencial 


A 


Se dice que una ecuacion diferencial (ED) es cualquier ecuacion que contiene las 
derivadas de una o mas variables dependientes con respecto a una o mas variables 
independientes. 


Con el objetivo de referirnos a ellas, debemos clasificar las ecuaciones diferenciales 

por tipo, orden y linealidad. 


■ Clasificacion por tipo Si una ecuacion diferencial contiene unicamente derivadas 
ordinarias de una o mas variables dependientes con respecto a una sola variable indepen- 
diente, se dice que es una ecuacion diferencial ordinaria (EDO). Por ejemplo, 


dy 

dx 


+ 5y 


= <r. 


d 2 y 

dx 2 


dy 

dx 


+ 6y = 0 


y 


dx dy 
dt dt 


2x + y 


( 2 ) 


son ecuaciones diferenciales ordinarias. Una ecuacion en la que se presentan las deriva¬ 
das parciales de una o mas variables dependientes de dos o mas variables independientes 
se denomina ecuacion diferencial parcial (EDP). Por ejemplo, 

d 2 u d 2 u d 2 u Sru du du 

dx 2 dy 2 dx 2 dt 1 dt dy 

son ecuaciones diferenciales parciales. 

H Notaries! A lo largo de este libro, las derivadas ordinarias se presentaran utilizando 
la notacion de Leibniz dyldx, d 2 yldx 2 , d yldx 2 , ..., o la notacion prima y’, y", y’" ,... 
Si se utiliza esta ultima notacion, las primeras dos ecuaciones diferenciales mostradas en 
(2) pueden expresarse de forma mas compacta como y’ + 5y = e x y y" - y’ + 6 v = 0. En 
realidad, la notacion de prima se utiliza para senalar solamente las primeras tres derivadas; 
la cuarta derivada se indica como y (4) en lugar de En terminos generates, la n-esima 
derivada sera cTy/dx 11 o y (n) . A pesar de ser menos conveniente de escribir y formar tipogra- 
ficamente, la notacion de Leibniz presenta una ventaja sobre la notacion de prima en el 
sentido de que indica con claridad las variables independientes y dependientes. Por ejem¬ 
plo, en la ecuacion diferencial c^xldi 2 + 1 6x = 0, se observa de forma inmediata que el 


dv 

dx 


(3) 
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Recuerde estas dos 
caracteristicas de una 
EDO lineal. 


sfmbolo x representa ahora a la variable dependiente, mientras que la variable indepen- 
diente sera t. Ademas, es importante que usted conozca que en ingenierfa y ciencias fisi- 
cas ocasionalmente se utiliza la notacion de Newton por puntos (a veces denominada 
despectivamente como notacion de “manchas”) para denotar las derivadas con respecto al 
tiempo t\ de esta forma, la ecuacion diferencial (fsldf = — 32 se convierte en s = —32. 
Las derivadas parciales con frecuencia se indican mediante una notacion de subfndice 
que muestra las variables independientes. Por ejemplo, las ecuaciones primera y segunda 
incluidas en (3) pueden a su vez indicarse como m xi + u yy = 0 y m xi . = u„ — 2u t . 

M Clasificacion por orden El orden de una ecuacion diferencial (EDO o EDP) re¬ 
presenta el orden de la derivada mas alta presente en la ecuacion. Por ejemplo, 


segundo orden 

4- 


primer orden 


^ 7+5 f—Y 

dx \dxj 


- 4y = e x 


representa una ecuacion diferencial ordinaria de segundo orden. Las ecuaciones dife- 
renciales ordinarias de primer orden se escriben ocasionalmente en la forma diferencial 
M(x, y)dx + N(x, y)dy = 0. Por ejemplo, si suponemos que y representa la variable depen¬ 
diente en (v — x) dx + 4xdy = 0, entonces y' = dy/dx, y asf al dividir entre el diferencial 
dx obtenemos la forma alternativa 4 xy' + y - x. Consulte la seccion de Comentarios al 
final de esta seccion. 

De manera simbolica, es posible expresar una ecuacion diferencial ordinaria de 
n-esimo orden como una variable dependiente empleando la forma general 


F(x,y,y',...,/ n) ) = 0, (4) 

donde F es una funcion con valores reales de n + 2 variables: x, y, y',y (n> . Tanto por 
motivos practicos como teoricos, de aqui en delante debemos suponer que es posible re¬ 
solver una ecuacion diferencial ordinaria presentada en la forma (4) unicamente para la 
derivada mas alta y (n) en terminos de las variables n + 1 restantes. La ecuacion diferencial 

d * 1 

-^ n =f{x,y,y’,...J n -% (5) 

donde/es una funcion continua con valores reales, se denomina forma normal de (4). 
De este modo, cuando nos sea util, debemos utilizar las formas normales 

dy cPy 

— = /(-V. v) , ^=/(W) 

para representar ecuaciones diferenciales generales ordinarias de primero y segundo 
orden. Por ejemplo, la forma normal de la ecuacion de primer orden 4xy' + y = x es y' = 
(.x — y)/4x. Consulte los Comentarios. 


I Clasificacion por linealidad Se dice que una ecuacion diferencial ordinaria de 
n-esimo orden (4) es lineal si F es lineal en y, y', ..., Esto significa que una EDO 
de «-esimo orden es lineal cuando (4) es a n (x)y-’ i * + a n - 1 (x)^f n ~^ + •■■ + a x {x)y' + 
«oMy - g(*) = 0 o 


. , d'y 

a n(x) + a n 


lW ^ + 


dy 

+ «iW ~r + a o (x)y = g(x). 


( 6 ) 


Dos casos especiales de (6) son las ecuaciones diferenciales lineales de primer orden 
(« = 1) y de segundo orden (n = 2): 


dy d 2 y dy 

a i(x ) — + a 0 (x)y = g(x) y a 2 (x) —j + a/x) — + a 0 (x)v = g(x). 
dx dx- dx 


(7) 


En la combinacion aditiva del extremo izquierdo de (6) observamos que las dos propie- 
dades caracteristicas de una EDO lineal son: 


La variable dependiente y asf como todas sus derivadas >■', y", ..., y (n> son de primer 
grado, es decir, la potencia de cada uno de los terminos que involucran a y es 1. 
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Los coeficientes a 0 , a h ..., a„ de y, y',..., y <n> dependen a lo sumo de la variable inde- 
pendiente x. 


Las ecuaciones siguientes, a su vez, 

(y — x)dx + 4x dy = 0, y" — 2v' + y = 0, —^ + 3x — -5 y = e x , 

<Lr dx 


son ecuaciones diferenciales ordinarias de primero, segundo y tercer orden, respectiva- 
mente. Acabamos de demostrar que la primera ecuacion es lineal en la variable y al es- 
cribirla en la forma altemativa 4xy' + y = x. Una ecuacion diferencial ordinaria no lineal 
simplemente es una ecuacion que no es lineal. Las funciones no lineales de la variable 
dependiente o de sus derivadas, tales como sen y o e y ', no pueden aparecer en una ecua¬ 
cion lineal. Por lo tanto, 


termino no lineal: 
el coeficiente depende de y 

i 

+ 2y = e*. 


termino no lineal: 
funcion no lineal de y 

i 

d 2 y 

—— + = 0 , 

dx 2 


termino no lineal: 
potencia diferente de 1 
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= 0 , 


son ejemplos de ecuaciones diferenciales ordinarias no lineales de primero, segundo y 
cuarto orden, respectivamente. 


I Solution Como se indico anteriormente, en este curso, uno de los objetivos es re¬ 
solver —o encontrar soluciones de— ecuaciones diferenciales. En el siguiente cuadro se 
define el concepto de solution de una ecuacion diferencial ordinaria. 


DEFIN ICION 1.2 


Solution de una EDO 




Toda funcion cf >, definida sobre un intervalo I y que posea al menos n derivadas 
continuas sobre /, y que al ser sustituida en una ecuacion diferencial ordinaria de 
«-esimo orden reduzca la ecuacion a una identidad, se dice que es una solution de la 
ecuacion sobre el intervalo. 


En otras palabras, una solution de una ecuacion diferencial ordinaria (4) de n-esimo 
orden sera una funcion cf> que posea al menos n derivadas y 


F(x, <p(x), 4>'(x), ..., (f> [n \x)) = 0 para toda x en 7. 


Se dice que cf> satisface la ecuacion diferencial sobre 7. Para nuestros propositos, tambien 
debemos asumir que una solution <l> es una funcion con valores reales. En el analisis initial 
se observo que y = e 0Ax2 es una solution de dyldx = 0.2xy sobre el intervalo (— oo, oo). 

En ocasiones resultara conveniente indicar una solution mediante el sfmbolo alterna¬ 
tive y(x). 

I Intervalo de definition No es posible considerar una solution de una ecuacion 
diferencial ordinaria sin pensar al mismo tiempo en un inten’cilo. El intervalo / de la defini¬ 
tion 1.2 se denomina de diversas maneras: intervalo de definicion, intervalo de existen- 
cia, intervalo de validez o dominio de la solucion y puede ser un intervalo abierto (a, b), 
un intervalo cerrado [a, b], un intervalo infinito (a, oo), etcetera. 


Ejemplo 1 Verification de una solucion 

Compruebe que la funcion senalada representa una solucion de la ecuacion diferencial 
dada, sobre el intervalo (—oo, oo). 

a) dy/dx = xy V2 \ y = x 4 /16 b) y" — 2y' + y = 0; y = xe* 

Solution Una forma de verificar que la funcion indicada representa una solucion es re- 
visar, despues de sustituir, si cada extremo de la ecuacion es igual para cada ,v localizada 
dentro del intervalo. 
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observamos que cada extremo de la ecuacion es igual para todo numero real x. Advierta 
que y m = x 2 /4 es, por definicion, la ralz cuadrada positiva de jc 4 /16. 

b ) A partir de las derivadas y' = xe x + e x y /' = xti + 2e x tenemos para todo numero real x, 

extremo izquierdo : y" — 2 y' + y — ( xe x + 2e x ) — 2(xe x + e x ) + xe x = 0 
extremo derecho: 0. □ 


Observe tambien que en el ejemplo 1 cada ecuacion diferencial posee la solucion 
constante y = 0, — oo < x < oo. La solucion a una ecuacion diferencial identica a cero 
sobre un intervalo / se dice que es una solucion trivial. 


■ Curva de solucion La grafica de una solucion 4> de una EDO se denomina curva de 
solucion. Ya que (f> es una funcion diferenciable, sera continua sobre su intervalo I de defi¬ 
nicion. De esta forma puede presentarse una diferencia entre la grafica de \& funcion <p y la 
grafica de la solucion <fi. En otras palabras, el dominio de la funcion </> no necesita ser el 
mismo que el intervalo I de definicion (o dominio) de la solucion <f>. El ejemplo 2 ilustra 
esta diferencia. 



a) Funcion y = 1 lx, x X 0 



Figura 1.1 La funcion y = l/x no 
es la misma que La solucion y = l/x 


Ejemplo 2 Comparacion entre solucion y funcion 

Considerado en terminos simples como una funcion, el dominio de y = 1 lx sera el con- 
junto de todos los numeros reales x con exception de 0. Cuando graficamos y = l/x, 
trazamos puntos en el piano xy que corresponden a un acertado muestreo de numeros 
tornados a partir de su dominio. La funcion racional y = l/x es discontinua en 0, y su gra¬ 
fica, en las cercanias de su origen, se presenta en la figura 1. la). La funcion y = l/x no es 
diferenciable en x = 0 dado que el eje y (cuya ecuacion es x = 0) representa una asmtota 
vertical de la grafica. 

Ahora y = l/x tambien es una solucion de la ecuacion diferencial lineal de primer orden 
xy' + y = 0 (veriffquelo). Sin embargo, cuando decimos que y = l/x es una solucion de esta 
ED, significa que es una funcion definida en un intervalo 1 sobre el cual es diferenciable y 
satisface la ecuacion. En otras palabras, y = l/x sera una solucion de la ED sobre todo in¬ 
tervalo que no contenga a 0, tal como (—3, — 1), (£, 10), (— oo, 0) o (0, oo). Ya que las 
curvas de solucion definidas por y = l/x sobre los intervalos — 3 < x < —1 y sobre l < x < 
10 son basicamente segmentos o secciones de las curvas de solucion definidas por y = l/x 
en— oo <x<0y0<x< oo, respectivamente, tendra sentido tomar el intervalo / mas 
grande posible. De este modo, tomarlamos a 1 para que fuera (— oo , 0) o (0, oo ). La curva 
de solucion sobre (0, oo) se muestra en la figura 1.1/?). 

I Soluciones explicitas e implicitas Usted debe estar familiarizado con los terminos 
funciones explicitas e implicitas gracias a sus estudios de calculo. Una solucion en que la 
variable dependiente se expresa solo en terminos de la variable independiente y constantes 
se denomina solucion explicita. Para nuestros propositos, consideremos una solucion ex- 
pllcita como una formula explicita y= f>(x) que podemos manipular, evaluar y diferenciar 
utilizando las reglas estandar. En los ultimos dos ejemplos hemos observado que y = x 4 /16, 
y = xe x , y y = l/x son, a su vez, soluciones explicitas de dy/dx = xy m , y" — 2y' + y = 0, y xy' 
+ y = 0. Ademas, la solucion trivial y = 0 es una solucion explicita de las tres ecuaciones. 
Cuando abordemos el problema de resolver realmente algunas ecuaciones diferenciales 
ordinarias veremos que los metodos de solucion no siempre llevan de forma directa a una 
solucion explicita y = (fix). Esto aplica en especial cuando se intenta resolver ecuaciones 
diferenciales de primer orden. Con frecuencia nos bastara con una relation o expresion 
G(x, y) = 0 que defina una solucion (f> de modo impllcito. 
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DEFIN ICION 1.3 


Solucion impLicita de una EDO 


Se dice que una relacion del tipo G(x. y) = 0 es una solucion implicita de una ecua¬ 
cion diferencial ordinaria (4) sobre un intervalo I siempre que exista al menos una 
funcion <b que satisfaga la relacion as! como a la ecuacion diferencial sobre I. 




Se encuentra fuera del alcance de este curso analizar las condiciones bajo las cuales 
una relacion G(x, y) = 0 define una funcion diferenciable <f>. As! que deberemos asumir 
que si la implementation formal de un metodo de solucion lleva a una relacion G(x, y ) 
= 0, entonces existe al menos una funcion (f> que satisface tanto a la relacion (es decir, 
G(x, <f>x )) = 0) como a la ecuacion diferencial sobre un intervalo I. Si la solucion impli- 
cita G(x, y) = 0 es sencilla, podriamos resolverla para y en terminos de x y obtener una o 
mas soluciones explfcitas. Vea la section de Comentarios. 


Ejemplo 3 Verification de una solucion impLicita 

La relacion x 2 + y 2 = 25 es una solucion implicita de la ecuacion diferencial 

dy _ x 
dx y 

sobre el intervalo —5 < x < 5. Al diferenciar de forma implicita obtenemos 


( 8 ) 


d 


d 2 
+ lx y 


= —25 


dy 

2x + 2v — = 0. 
dx 


dx dx dx 

Al resolver la ultima ecuacion para el simbolo dy/dx obtenemos (8). Ademas, al resolver x 2 
+ y 2 = 25 para y en terminos de x obtenemos y = ±\/25 
y = 4>i( x ) = a/25^ 
x 2 +(j) l 2 


x 2 y y 


= 4 > 2 {x) = - V25 


x . Las dos funciones 
x 2 satisfacen la relacion (es decir, 
2 - 25 y x 2 + 4>2 = 25) y representan soluciones explfcitas defmidas sobre el inter¬ 
valo —5 < x < 5. Las curvas de solucion presentadas en la figura 1.21?) y 1.2c) son segmen- 
tos de la grafica de la solucion implicita de la figura 1 2d). □ 


Toda relacion de la forma x 2 + y 2 — c = 0 satisfara de manera formal a (8) para cual- 
quier constante c. Sin embargo, se entiende que la relacion siempre debera tener sentido 
en el sistema de numeros reales; de este modo, por ejemplo, no podemos afirmar que x 2 
+ y 2 + 25 = 0 es una solucion implicita de la ecuacion. 6 Por que no? 

Como la diferencia entre una solucion implicita y una solucion explicita debe quedar 
clara de forma intuitiva, no menospreciaremos el problema afirmando siempre: “Aqui se 
encuentra una solucion explicita (implicita).” 


■ Familias de soluciones El estudio de las ecuaciones diferenciales es similar al del 
calculo integral. En algunos libros, a una solucion <f> se le denomina en ocasiones como la 
integral de la ecuacion, y su grafica se conoce como una curva integral. Al evaluar una 
antiderivada o integral indefinida en calculo, utilizamos una sola constante c de integra¬ 
tion. En forma analoga, al resolver una ecuacion diferencial de primer orden F(x, y, y') = 0, 
por lo general obtenemos una solucion que contiene una sola constante arbitraria o para- 
metro c. Una solucion que contiene una constante arbitraria representa un conjunto G(x, y, 
c) = 0 de soluciones denominadas familia de soluciones de un parametro. Al resolver 
una ecuacion diferencial de «-esimo orden F(x, y,y',, y 1 " 1 ) = 0, buscamos obtener una 
familia de soluciones de n parametros G(x, y, c h c 2 , ■ ■ ■, c„) = 0. Lo cual significa que 
una ecuacion diferencial simple puede poseer un numero infinito de soluciones que co- 
rresponden al numero ilimitado de opciones para el o los parametros. Una solucion de 
una ecuacion diferencial que se encuentra libre de parametros arbitrarios se denomina 
solucion particular. Por ejemplo, la familia de un solo parametro y = cx-x cos x repre¬ 
senta una solucion explicita de la ecuacion lineal de primer orden xy' — y = x 2 sen x sobre 
el intervalo (— 00 , 00 ) (veriffquelo). La figura 1.3, obtenida mediante el uso de un pro- 
grama computacional de graficacion, muestra las graficas de algunas de las soluciones 
de esta familia. La solucion y = — x cos x, la curva con color en la figura, es una solucion 
particular que corresponde a c = 0. De forma similar, sobre el intervalo (— 00 , 00 ), y = 



a ) Solucion implicita 
jc 2 + y- — 25 


y+ 



-5 + 5 

b) Solucion explicita 


yy = +25-X 2 , -5 < x < 5 
y 

5- 


1 ; ; ; i i 1 1 1 1 1 1 1 x 

-5 + 5 



c) Solucion explicita 
y 2 = -+25-X 2 , -5 < x < 5 


Figura 1.2 Solucion implicita 
y dos soluciones explicitas de (8) 
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Figura 1.3 ALgunas soluciones de 
xy' — y = x 2 sen x 



b) 


Figura 1.4. Algunas soluciones de 
xy' - 4y = 0 
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C\(? + c 2 xe x representa una familia de soluciones de dos parametros (veriffquelo) de la 
ecuacion lineal de segundo orden y" — 2y' + y = 0 del ejemplo 1. Algunas soluciones 
particulares de la ecuacion son las soluciones triviales v = 0 (c, = c 2 = 0), y = xe' (c, = 0, 
c 2 = 1), y = 5e x — 2xe r (cj = 5, c 2 = —2), etcetera. 

En todos los ejemplos anteriores, hemos utilizado xy y para denotar las variables 
independiente y dependiente, respectivamente. Pero deberia acostumbrarse a ver y tra- 
bajar con otros sfmbolos que denoten estas variables. Por ejemplo, podrfamos denotar la 
variable independiente como t y a la dependiente como x. 


Ejemplo 4 UtiLizacion de distintos simbolos 

Las funciones x = c\ cos At y x = c 2 sen At, en las que q y c 2 son parametros o constantes 
arbitrarias, son soluciones de la ecuacion diferencial lineal 

x" + I 6a = 0. 

Para x = c x cos At, las primeras dos derivadas con respecto a t son x' = —4q sen At y 
x" = — 16q cos At. A1 sustituirx" y x obtenemos 

x" + 16x = — 16c! cos At + 16(q cos At) = 0. 

De forma similar, para x = c 2 sen At tenemos x" = — 16c 2 sen At, y asi 

x" + \6x = —16c 2 sen At + 16(c 2 sen At) = 0. 

Por ultimo, resulta sencillo verificar que la combination lineal de soluciones para la fa¬ 
milia de dos parametros x = q cos At + c 2 sen At es tambien una solution de la ecuacion 
diferencial. □ 

El siguiente ejemplo demuestra que una solution de una ecuacion diferencial puede 
ser una funcion definida en forma segmentada. 


Ejemplo 5 Una solucion definida en forma segmentada 

Debemos verificar que la familia de un solo parametro y = cx 4 es una familia de soluciones 
de un parametro de la ecuacion diferencial xy' — Ay = 0 sobre el intervalo (— oo, oo). 
Vea la figura 1.4a). La funcion diferenciable definida por partes 

f —x 4 , x < 0 
^ I x 4 , x > 0 

representa una solucion particular de la ecuacion pero no puede obtenerse a partir de la 
familia y = cx 4 mediante una election simple de c; la solucion se construye a partir de 
la familia al elegir c = — 1 para x < 0 y c = 1 para x > 0. Observe la figura 1.4 b). 

I Solution singular En ocasiones una ecuacion diferencial posee una solucion que 
no es miembro de una familia de soluciones de la ecuacion, es decir, una solucion que no 
puede obtenerse mediante la especializacion de ninguno de los parametros de la familia 
de soluciones. Una solucion adicional de este tipo se denomina solucion singular. Por 
ejemplo, hemos observado que y = j^x 4 y y = 0 son soluciones de la ecuacion diferen¬ 
cial dy/dx = xy m sobre (— oo, oo). En la section 2.2 demostraremos, mediante su reso¬ 
lution, que la ecuacion diferencial dy/dx = xy m cuenta con la familia de soluciones de un 
parametro y = (j^x 2 + c ) 2 . Cuando c = 0, la solucion particular resultante es y = j^x 4 . 
Sin embargo, observe que la solucion trivial y = 0 es una solucion singular dado que no 
es miembro de la familia y = (|x 2 + c) 2 ; no existe forma de asignar un valor a la cons- 
tante c para obtener v = 0. 

■ Sistemas de ecuaciones diferenciales Hasta este momento hemos analizado 
ecuaciones diferenciales individuales que contienen una funcion desconocida. Sin em¬ 
bargo con frecuencia, tanto en la teorfa como en rnuchas aplicaciones, encontramos sis¬ 
temas de ecuaciones diferenciales. Un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias 
esta formado por dos o mas ecuaciones que involucran las derivadas de dos o mas fun- 
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ciones desconocidas de una sola variable independiente. Por ejemplo, si x y y simbolizan 
variables dependientes y t representa la variable independiente, entonces un sistema de 
dos ecuaciones diferenciales de primer orden estarfa dado por 


dy 


(9) 


Una solucion para un sistema como el (9) serfa un par de funciones diferenciables x = <f> ,(/), 
y = 4> 2 (t), definidas sobre un intervalo comun /, que satisfagan a cada ecuacion del siste¬ 
ma localizada en este intervalo. Consulte los problemas 33 y 34 de los ejercicios 1.1. 


Comentarios 


i) Es pertinente formular algunos comentarios finales acerca de las soluciones implf- 
citas de ecuaciones diferenciales. En el ejemplo 3 resolvimos la relation x 2 + y 2 = 25 
para y en ter minos de x para obtener dos soluciones explfcitas, (ffx) = V25 — x 1 y 
(j> 2 {x) = — V25 — x 2 , de la ecuacion diferencial (8). Sin embargo, no analice dema- 
siado este ejemplo, a menos que le resulte sencillo, evidente, sea importante o se le 
indique, por lo general no es necesario intentar resolver una solucion implfcita G(x, y) 
= 0 para y de forma explfcita en terminos de x. Asimismo, no interprete mal el segundo 
enunciado posterior a la definition 1.3. Una solucion implfcita G(x, y) = 0 puede defi- 
nir una funcion <f> perfectamente diferenciable que sea una solucion de una ED, aunque 
no podamos resolver G(x, y) = 0 utilizando metodos analfticos como algebra. La curva 
de solucion de <Ij puede ser un segmento o parte de la grafica de G(x, y) = 0. Revise 
los problemas 41 y 42 de los ejercicios 1.1. Ademas, consulte el analisis que sigue al 
ejemplo 4 de la seccion 2.2. 

if) A pesar de que en esta seccion se ha enfatizado el concepto de una solucion, recuer- 
de que una ED no necesariamente debe contar con una solucion. Observe el problema 
35 de los ejercicios 1.1. La cuestion de la existencia de una solucion sera analizada en 
la siguiente seccion. 

Hi) Puede no resultar evidente si una EDO de primer orden presentada en forma dife¬ 
rencial M{x, y)dx + N(x, y)dy = 0 es lineal o no, pues no existe nada en esta notation 
que nos indique el sfmbolo que representa la variable dependiente. Consulte los proble¬ 
mas 9 y 10 de los ejercicios 1.1. 

iv) Pareciera que no hay mayor problema en asumir que F(x, y,y',, y M ) = 0 pueda 
resolverse para y (n \ sin embargo debera tener cuidado con esto. Existen excepciones y 
algunos inconvenientes relacionados con esta suposicion. Revise los problemas 48 y 49 
de los ejercicios 1.1. 

v) Si toda solucion de una EDO de n-esimo orden Fix, y,y',..., y (n> ) = 0 sobre un 
intervalo 1 puede obtenerse a partir de una familia G(x, y, c ,, c 2 , ..., c n ) = 0 de n pa- 
rametros mediante la eleccion adecuada de los parametros c h i = 1 , 2 ,..., n, entonces 
decimos que la familia representa la solucion general de la ED. Al resolver ecuaciones 
diferenciales ordinarias lineales debemos imponer restricciones relativamente simples 
sobre los coeficientes de la ecuacion; mediante estas restricciones podemos asegurar- 
nos de que no solo existe una solucion sobre un intervalo, sino que tambien una familia 
de soluciones arrojara todas las posibles soluciones. Las ecuaciones no lineales, con 
excepcion de algunas ecuaciones diferenciales de primer orden, por lo general son 
diffciles de resolver si no imposibles, en terminos de funciones elementales familiares: 
combinaciones finitas de potencias enteras de x, rafces, funciones exponenciales y lo- 
garftmicas, funciones trigonometricas y funciones trigonometricas inversas. Ademas, 
si se obtiene una familia de soluciones para una ecuacion no lineal, no sera evidente si 
esta familia contiene todas las soluciones. Por lo tanto, en un nivel practico, la denomi- 
nacion “solucion general” se aplica solo a ecuaciones diferenciales lineales. Ahora no 
se preocupe por este concepto, pero tenga presentes las palabras “solucion general”, ya 
que regresaremos a ellas en la seccion 2.3 y una vez mas en el capftulo 3. 
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EJERCICIOS 1.1 Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-1. 


En los problemas 1 a 8, defina el orden de la ecuacion diferen- 
cial presentada. Determine si la ecuacion es lineal o no lineal al 
copararla con (6). 


1. (1 — x)y" — 4xy' + 5y = cos x 


2 . 



3. rV 4) 



t'y" + 6y = 0 


d 2 u du 

4. —- H-I - u = cost r + u) 

dr 2 dr y ’ 



dt 2 ~ R 2 

7. (sen 0)y"' — (cosd)y' = 2 


8 . 


x — 



x + x = 0 


En los problemas 9 y 10, determine si la ecuacion diferencial 
de primer orden presentada es lineal en la variable dependiente 
indicada comparandola con la primera ecuacion diferencial pro- 
porcionada en (7). 

9. (y 2 — 1) dx + x dy = 0; en y; en x 

10. udv + (v + uv — ue“) du = 0; en v; en u 

En los problemas 11 a 14, verifique si la funcion indicada es una 
solution explicita de la ecuacion diferencial presentada. Suponga 
un intervalo de definition I adecuado para cada solution. 

11. 2y' + y = 0; y = e~ xa 

dy 6 6 

12. — + 20y = 24; y = - e ~ 201 

dt 5 5 

13. y" - 6y' + 13y = 0; y = e 3x cos 2x 

14. y" + y = tan x\ y = —(cos x) ln(sec x + tan x) 

En los problemas 15 a 18, verifique si la funcion senalada y = 
<!> (x) es una solution explicita de la ecuacion diferencial de pri¬ 
mer orden presentada. Proceda igual que en el ejemplo 2, consi- 
derando a c ft solo como una funcion, proporcione su dominio. 
Luego considere a cf> como una solution de la ecuacion diferen¬ 
cial, establezca al rnenos un intervalo I de definition. 

15. (y — x)y’ = y ~ x + 8; y = x + 4\/x + 2. 

16. y' = 25 + y 2 ; y = 5 tan 5x 

17. y' = 2xy 2 ; y = 1/(4 — x 2 ) 

18. 2y' = y 3 cos x; y = (1 — sen x)~ m 

En los problemas 19 y 20, verifique si la expresion senalada es 
una solution implicita de la ecuacion diferencial de primer orden 
que se proporciona. Encuentre al menos una solution explicita 
y = cf>(x) en cada caso. Utilice alguna herramienta de graficacion 
para obtener la grafica de una solution explicita. Proporcione un 
intervalo / de definition para cada solution <b. 


19. (X - 1)(1 - 2X);lnl 


2X - 1 
X - 1 


= t 


20 . 2xy dx + (jc 2 — y) dy = 0; —2 x 2 y + y 2 = 1 


En los problemas 21a 24, verifique si la familia de funciones 
indicada es una solution de la ecuacion diferencial que se pro¬ 
porciona. Suponga un intervalo de definition I adecuado para 
cada solution. 


dP , „ c/ 

21. —sil= P(1 - P)-,P = —— 

dt K l + Cl e‘ 

22. — + 2 xv = l;y = e~ xl [ dt + c x e~* 

dx J 0 

23. - 4— + 4y = 0;v = cye 2x + c 2 xe 2x 
dx dx 

^ 7 d 3 y , d 2 y dy , 

24. x 3 — 7 + 2xr — 7 — x - 1 - y = 12.ir; 

dx dx dx 

y = c x x ~ 1 + c 2 x + c 3 x In x + 4x 2 

25. Verifique si la funcion definida por partes 


(—x 2 , x < 0 

• V “ l ,v 2 , * > 0 

es una solution de la ecuacion diferencial xy' — 2y = 0 
sobre (— oo, oo). 

26. En el ejemplo 3 observamos que y = (p^x) = V25 — x 2 

y y — 4>2( x ) — ~ V25 - x 2 son soluciones de dy/dx = 

—x/y sobre el intervalo (—5, 5). Explique por que la 

funcion definida en segmentos 

_ f V25 - x 2 , —5 < x < 0 

1 _ I - V25 - x 2 , 0 < x < 5 

no es una solution de la ecuacion diferencial sobre el 
intervalo (—5, 5). 

27. Encuentre valores de m apropiados para que la funcion 
y = e”“ sea una solution de la ecuacion diferencial pro- 
porcionada. Explique su razonamiento. 

a) y' + 2y = 0 

b) y" — 5y' + 6y = 0 

28. Encuentre valores de m apropiados para que la funcion 
y = x™ sea una solucion de la ecuacion diferencial pro- 
porcionada. Explique su razonamiento. 

a) xy" + 2y' = 0 

b) x 2 y" — Ixy' + 15y = 0 

En los problemas 29 a 32, utilice el concepto de que y = c, 
— 00 < x < 00 , es una funcion constante si y solo si, y' = 0 
para determinar si la ecuacion diferencial proporcionada tiene 
soluciones constantes. 


29. 3xy' + 5y = 10 

30. y' =f + 2y - 3 
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31. (y-l)y'=l 

32. y" + Ay’ + 6y = 10 


En los problemas 33 y 34, verifique si el par de funciones indi- 
cadas es una solucion del sistema de ecuaciones diferenciales 
dado sobre el intervalo ( — oo, oo). 


dy 

dt 


x + 3 y, 
5x + 3 y; 


x = e- 2 ‘ + 3e 6 ', 
y = -V 2 ' + 5e 6 ’ 
d 2 x 

34. —- = 4v + e' 
dt 2 


d 2 y 

—y = 4x — e r ; 
dt 2 


x = cos2 1 + sen2f + 1 


y = —cos 2 1 


5 e > 

sen2r — \e‘ 


Problemas de analisis 

35. Construya una ecuacion diferencial que no cuente con 
soluciones reales. 

36. Construya una ecuacion diferencial de la que usted este 
seguro que tiene unicamente la solucion trivial y - 0. 
Explique su razonamiento. 

37. ^Cual es la funcion que a partir de calculo usted sabe 
que su primera derivada es la propia funcion? que su 
primera derivada es un multiplo constante k de la propia 
funcion? Escriba cada respuesta en forma de una ecua¬ 
cion diferencial de primer orden con una solucion. 

38. ^Cual es la funcion (o funciones) que a partir de calculo 
usted sabe que su segunda derivada es la propia funcion? 
lY que su segunda derivada es el negativo de la misma 
funcion? Escriba cada respuesta en forma de una ecua¬ 
cion diferencial de segundo orden con una solucion. 

39. Dado que y = sen x es una solucion explrcita de la 

dy / -7 

ecuacion diferencial de primer orden — = VI — y . 

dx 

Encuentre un intervalo de definition I. [ Sugerencia: I no 
es el intervalo — oo < x < oo.] 

40. Analice por que tiene sentido suponer que la ecuacion 
diferencial lineal y" + 2y’ + 4y = 5 sen t cuenta con una 
solucion del tipo y = A sen t + B cos t, donde A y B 
son constantes. Luego encuentre las constantes Ay B 
especfficas de modo que y = A sen t + B cos t sea una 
solucion particular de la ED. 

En los problemas 41 y 42, la figura dada representa la grafica 
de una solucion implicita G(x, y) = 0 de una ecuacion diferen¬ 
cial dyldx =f(x, y). En cada caso la relation G(x, y) = 0 define 
implicitamente diversas soluciones de la ED. Con cuidado, re- 
produzca cada figura en una hoja de papel. Utilice lapices de 
distinto color para marcar los segmentos o partes de cada grafi¬ 
ca que correspondan a las graficas de las soluciones. Recuerde 
que una solucion cf> debe ser una funcion y ademas diferencia- 


ble. Utilice la curva de solucion para estimar el intervalo I de 
definicion de cada solucion cf>. 



43. Las graficas de los miembros de la familia de un para- 
metro x 3 + y 3 = 3 cxy se denominan folia de Descartes. 
Verifique si esta familia es una solucion implicita de la 
ecuacion diferencial de primer orden: 

dy _ y(y 3 ~ 2x 3 ) 
dx x (2y 3 - x 3 ) 

44. La grafica de la figura 1.6 representa al miembro de la 
familia de folia del problema 43 que corresponde a c = 1. 
Analice lo siguiente: ^como puede la ED del problema 
43 ayudarnos a encontrar puntos sobre la grafica de x 3 + 
y 3 = 3xy donde la linea tangente sea vertical? ^De que 
forma nos ayuda conocer el lugar donde una linea tan¬ 
gente es vertical para determinar un intervalo de defini¬ 
cion I de una solucion <f> de la ED? Compare sus ideas 
con sus estimaciones de los intervalos del problema 42. 

45. En el ejemplo 3, el intervalo I mas largo sobre el que las 
soluciones explicitas y = cf> L (x) y y = <p 2 ( x ) se encuen- 
tran definidas es el intervalo abierto (—5, 5). ,;,Por que el 
intervalo I de definicion no puede ser el intervalo cerra- 
do [—5, 5]? 

46. En el problema 21 se proporciona una familia de so¬ 
luciones de un parametro para la ED P' = P( 1 — P). 
^Alguna curva de solucion cruza a traves del punto (0, 
3)? i Y a traves del punto (0, 1)? 

47. Analice e ilustre con ejemplos como resolver ecuaciones 
diferenciales de las formas dy/dx =f(x) y d 2 y/dx 2 =f(x). 

48. La ecuacion diferencial x(y’) 2 — 4/ — 12.x 3 = 0 pre- 
senta la forma senalada en (4). Determine si la ecua¬ 
cion puede expresarse en la forma normal dy/dx =f(x, y). 
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49. La forma normal (5) de una ecuacion diferencial de 
«-esimo orden es equivalente a (4) siempre que las dos 
formas cuenten con exactamente las mismas solucio- 
nes. Construya una ecuacion diferencial de primer orden 
para la que F{x, y, /) = 0 no sea equivalente a la forma 
normal dy/dx =/(x, y). 

50. Encuentre una ecuacion diferencial de segundo orden 
F(x, y, y', y") = 0 para la que y = cpc + c 2 x 2 sea una familia 
de soluciones de dos parametros. Asegurese de que su 
ecuacion no contenga los parametros arbitrarios c, y c 2 . 

Con frecuencia es posible obtener information cualitativa sobre 
una solucion y = <f>(x ) de una ecuacion diferencial a partir de 
la propia ecuacion. Antes de iniciar con los problemas 51a 
54, recuerde el significado geometrico de las derivadas dy/dx 
y (fy/dx 2 . 

51. Considere la ecuacion diferencial dy/dx = e ' . 

a) Explique por que una solucion de una ED debe ser 
una funcion creciente sobre todo intervalo del eje x. 

b ) ^Cuales son Km dy/dx y lfm dy/dx! ^Que su- 

x—> — OO X —»oo 

giere esto acerca de una curva de solucion cuando 

x —^ ioo? 

c) Determine un intervalo sobre el cual una curva de 
solucion sea concava hacia abajo y un intervalo 
sobre el que la curva sea concava hacia arriba. 

d) Trace la grafica de una solucion y = <f>(x) para la 
ecuacion diferencial cuya forma es sugerida por los 
incisos a ) a c). 

52. Considere la ecuacion diferencial dy/dx = 5 — y. 

a) Ya sea por inspeccion visual o con el metodo suge- 
rido en los problemas 29 a 32, encuentre una solu¬ 
cion constante de la ED. 

b) Utilice unicamente la ecuacion diferencial para en- 
contrar intervalos en el eje y sobre los cuales una 
solucion no constante y = <f>(x) sea creciente. En¬ 
cuentre intervalos en el eje y sobre los que y = (f>(x) 
sea decreciente. 

53. Considere la ecuacion diferencial dy/dx = y(a — by), 
donde ay b son constantes positivas. 

a) Ya sea por inspeccion visual o con el metodo suge- 
rido en los problemas 29 a 32, encuentre una solu¬ 
cion constante de la ED. 


b) Utilice solo la ecuacion diferencial para encontrar 
intervalos en el eje y sobre los que una solucion no 
constante y = </>(x) sea creciente; tambien, sobre 
los cuales y = (f)(x) sea decreciente. 

c) Utilizando solo la ecuacion diferencial, explique 
por que y = a/2b es la coordenada y de un punto de 
inflexion de la grafica de una solucion no constante 

y = </>(/>• 

d) Sobre los mismos ejes de coordenadas, trace las 
graficas de las soluciones de dos constantes identi- 
ficadas en el inciso a). Estas soluciones constantes 
dividen el piano xy en tres regiones. En cada region, 
trace la grafica de una solucion no constante y = 
<f)(x) cuya forma este sugerida por los resultados de 
los incisos b) y c). 

54. Considere la ecuacion diferencial y' = y 2 + 4. 

a) Explique por que no existen soluciones constantes 
de la ED. 

b) Describa la grafica de una solucion y = 4>{x). Por 
ejemplo, yuna curva de solucion puede tener algun 
extremo relativo? 

c) Explique por que y = 0 es la coordenada y de un 
punto de inflexion de una curva de solucion. 

d) Trace la grafica de una solucion y = <fi (x) de la ecua¬ 
cion diferencial cuya forma este sugerida en los in¬ 
cisos a) a c). 

Tareas para el laboratorio de computo 

En los problemas 55 y 56, utilice un programa computacional 
para calcular todas las derivadas y realizar las reducciones ne- 
cesarias a fin de verificar que la funcion indicada representa 
una solucion particular de la ecuacion diferencial dada. 

55. y (4) - 20y + 158/ - 580/ + 84ly = 0; 

y = xe 5x cos 2x 

56. x 3 /" + 2x 2 y" + 20 xy' - 78y = 0; 

cos (5 lnx) sen(5 \nx) 

y = 20---- - 3---- 

x x 


1.2 Problemas de valor inicial 


I Introduccion Con frecuencia enfrentamos problemas en los que buscamos una 
solucion y(x) de una ecuacion diferencial de modo que y(x) satisfaga condiciones adi- 
cionales establecidas, es decir, condiciones impuestas sobre la incognita y(x) o sobre sus 
derivadas. En esta seccion analizamos uno de estos problemas denominado problema de 
valor inicial. 


M Problema de valor inicial En cierto intervalo 7 que contiene a x 0 , el problema de 


Resolver. ^ = f(x,y,y', , y ( "“’>) 

Sujeto a\ y(x 0 ) = v 0 , / (x 0 ) =y 1 ,...,^ n ~ ^(xq) = y„- 1 , 


(1) 
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donde _y 0 , V|, ..., y n , son constantes reales especificadas de forma arbitraria, se deno- 
mina problema de valor inicial (PVI). Los valores de y(x) y de sus primeras n — 1 
derivadas en un solo punto x 0 y(x 0 ) = y 0 , y'(x 0 ) = y l ,..., y (n_1) (x 0 ) = y n -i, se denominan 

condiciones iniciales. 


■ Problemas de valor inicial de primero y segundo orden El problema presentado 

en (1) tambien se denomina problema de valor inicial de n-esimo orden. Por ejemplo, 


Resolver: 




Sujeto a: 

d 2 v 

Resolver. 

dx~ 

Sujeto a: 


( 2 ) 


(3) 


son problemas de valores iniciales de primero y segundo orden, respectivamente. Estos 
dos problemas resultan sencillos de interpretar en terminos geometricos. Para (2) bus- 
camos una solucion de la ecuacion diferencial sobre un intervalo 7 que contenga a x 0 de 
modo que una curva de solucion cruce a traves del punto establecido (x 0 , y 0 ). Observe la 
figura 1.7. Para (3) requerimos encontrar una solucion de la ecuacion diferencial cuya 
grafica no solo cruce por (x 0 , y 0 ), sino que tambien cruce en forma tal que la pendiente 
de la curva en este punto sea y x . Vea la figura 1.8. El termino condicion inicial se deri- 
va de los sistemas fisicos donde la variable independiente es el tiempo t y donde y(t 0 ) = 
y 0 y y'(t 0 ) = Vi representan, respectivamente, la posicion y la velocidad de un objeto en 
algun principio, o tiempo inicial, t 0 . 

Resolver un problema de valor inicial de n-esimo orden con frecuencia implica uti- 
lizar una familia de soluciones de n parametros de la ecuacion diferencial dada para 
encontrar n constantes especializadas, de modo que la solucion particular resultante de la 
ecuacion tambien “ajuste” (satisfaga) las n condiciones iniciales. 


soluciones de la ED 



soluciones de la ED 



Problemas de valor inicial de primer orden 

Es posible verificar de forma simple que y = ce x representa una familia de soluciones de un 
parametro para la ecuacion sencilla de primer orden y' =y sobre el intervalo (-00 , oo). 
Si especificamos una condicion inicial, digamos y(0) = 3, al sustituir x = 0, y = 3 en la 
familia se determina la constante 3 = ce° = c. Por lo tanto, la funcion r = 3e x es una solu¬ 
cion del problema de valor inicial 

y'=y, y( 0) = 3. 

Ahora, si precisamos que una solucion de la ecuacion diferencial atraviese el punto 
(1, -2) en lugar de (0, 3), entonces y(l) = -2 arrojara -2 = ce o c = -2e _I . La funcion y = 
-2e es una solucion del problema de valor inicial 

/ = y, y(i) = “ 2 . 

Las graficas de estas dos funciones se muestran con color en la figura 1.9. 



Figura 1.9 Soluciones de 
probLemas de valor inicial 


El siguiente ejemplo ilustra otro problema de valor inicial de primer orden. Aquf, 
observe como el intervalo de definicion / de la solucion y(x) depende de la condicion 
inicial y(x 0 ) = y 0 - 


Ejemplo 2 Intervalo I de definicion de una solucion 

En el problema 6 de los ejercicios 2.2 se le solicitara mostrar que una familia de solu¬ 
ciones de un parametro para la ecuacion diferencial de primer orden y' + 2xy 2 = 0 es y = 
l/(x 2 + c). Si imponemos la condicion inicial y(0) = -1 entonces, al sustituir x = 0 y y = 

— 1 en la familia de soluciones obtenemos — 1 = 1/c o c = — 1. De este modo, y = l/(x 2 

- 1). Ahora enfaticemos las siguientes tres diferencias. 
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a) funcion definida 
para toda x excepto x = ±l 

y 


( 0 , - 1 ) 



b) solution definida sobre 
el intervalo que contiene a x = 0 

Figura 1.10 Graficas de La funcion 
y La solution deL PVI deL ejempLo 2 



Figura 1.11 Dos soLuciones de un 
mismo PVI 


Considerado como una funcion, el dominio de y = \/{x 2 - 1) es el conjunto de numeros 
reales x para el que se define y(x); este es el conjunto de todos los numero reales con 
exception de x = -1 y x = 1. Observe la figura 1.10a). 

Considerado como una solution de la ecuacion diferencial y' + 2xy 2 = 0, el intervalo I de 
definicion de y = l/( x 2 - 1) podrfa tomarse como cualquier intervalo sobre el que y(x) es- 
tuviera definida y fuera diferenciable. Como puede observarse en la figura 1.10a), los in- 
tervalos mas grandes en los que y = 1 /(x 2 - 1) representa una solucion con -oo < x < 
- 1,-1 <x< 1 y 1 <r< oo. 

Considerado como una solution del problema de valor initial y' + 2xy 2 = 0, y(0) = — 1, el 
intervalo I de definicion de y = Mix 1 - 1) podrfa ser cualquier intervalo sobre el cual y(x) 
estuviera definida, fuera diferenciable y contuviera el punto initial x = 0; el intervalo mas 
grande para el que esto es verdadero es -1 < x < 1. Vea la figura 1.I ()/;). 

Revise los problemas 3 a 6 de los ejercicios 1.2 como una continuation del ejemplo 2. 


Ejemplo 3 Problema de valor inicial de segundo orden 

En el ejemplo 4 de la section 1.1 observamos que x = c, cos 4 1 + c 2 sen 4 1 representa una 
familia de soluciones de dos parametros para x" + 1 6x = 0. Encuentre una solucion del 
problema de valor inicial 

x" + 16x = 0, ^ = — 2, .v'^—^ = 1- (4) 


Solucion Primero aplicamos x(ir/2) = -2 a la familia de soluciones dada: c, cos 277 + 
c 2 sen 277 = -2. En vista de que cos 277 = 1 y sen 2tt = 0, encontramos que c, = -2. A 
continuation aplicamos x'(tt/2) = 1 a la familia de un parametro x(t) = -2 cos At + c 2 sen 
4r. Si derivamos y luego establecemos t = 77/2 y x' = 1 obtenemos 8 sen 277 + 4c 2 cos 277 
= 1, apartir de lo cual podemos observar que c 2 =\. Por lo tanto, 

1 

x = —2 cos 4r H— sen 4r 
4 

es una solucion de (4). 

I Existencia y unicidad A1 considerar un problema de valor inicial surgen dos pregun- 
tas importantes: 


lExiste una solution del problema? Si existe una solution , ies unica? 


Para un problema de valor inicial como el de (2), nos preguntamos: 


Existencia 

Unicidad 


1 iLa ecuacion diferencial dy/dx -f(x, y) cuenta con soluciones? 

1 lAlguna de las curvas de solution atraviesan el punto ( x 0 , y 0 ) ? 

\lEn que momento podemos estar seguros de que existe precisamente 
I una curva de solution atravesando el punto ( x 0 , y 0 ) ? 


Observe que en los ejemplos 1 y 3 se utiliza la frase “ una solucion” en lugar de “la solu¬ 
tion” del problema. El artfculo indefinido “una” se aplica de forma deliberada para suge- 
rir la posibilidad de que existan otras soluciones. En este punto no se ha demostrado que 
exista una sola solucion para cada problema. El siguiente ejemplo ilustra un problema de 
valor inicial con dos soluciones. 


Ejemplo 4 Un problema de valor inicial puede tener varias soluciones 

Cada una de las funciones y = 0yy = x 4 /16 satisface la ecuacion diferencial dytdx = xy V2 
y la condition inicial v(0) = 0, de modo que el problema de valor inicial dy/dx = xy m , 
y(0) = 0, cuenta con al menos dos soluciones. Como se ilustra en la figura 1.11, las grafi¬ 
cas de ambas funciones cruzan a traves del mismo punto (0, 0). 

Dentro de los lhnites de un curso formal de ecuaciones diferenciales podemos estar 
seguros de que la mayoria de las ecuaciones diferenciales tendran soluciones y de que 
las soluciones a los problemas de valor inicial probablemente seran unicas. Sin embargo. 
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en la vida real, no es asi'. Por ello resulta conveniente saber con anticipation a intentar 
resolver un problema de valor inicial, si existe una solucion y, de ser asf, si es la unica 
solucion al problema. Dado que vamos a considerar ecuaciones diferenciales de primer 
orden en los siguientes dos capftulos, estableceremos aquf, sin demostracion, un teorema 
directo que ofrece las suficientes condiciones como para garantizar la existencia y unici- 
dad de una solucion al problema de valor inicial de primer orden de la forma presentada 
en (2). Tendremos que esperar al capftulo 3 para abordar la cuestion de la existencia y 
unicidad de un problema de valor inicial de segundo orden. 


TEOREMA 1.1 


Existencia de una solucion unica 


Establecemos R como una region rectangular en el piano xy definida por a < x 

< b, c ^ y ^ d, la cual contiene al punto ( x 0 , y 0 ). Si/(x, y)y df/dy son continuas en 
R, entonces existe cierto intervalo I 0 : x 0 - h < x < x 0 + h, h > 0, contenido en a < x 

< b, y una funcion unica y(x ) definida en 7 0 que representa una solucion del proble¬ 
ma de valor inicial (2). 


La conclusion anterior es uno de los teoremas mas relevantes y populares que 
existen para resolver ecuaciones diferenciales de primer orden, ya que los criterios 
de continuidad de/(x, y) y df/dy son relativamente sencillos de verificar. La geome- 
trfa del teorema 1.1 se ilustra en la figura 1.12. 


I I 
I_L 


(*o> yo) 


Figura 1.12 Region rectangular R 


Ejemplo 5 Vuelta aL ejemplo 3 

En el ejemplo 3 observamos que la ecuacion diferencial dyldx = xy V2 posee al menos dos 
soluciones cuyas graficas pasan por (0, 0). El analisis de las funciones 


/(*> y) = xy 1 ' 2 y 


df_ _ X 
dy ~~ 2y 1/2 


muestra que estas son continuas en la mitad del piano superior definido por y > 0. Asf, 
el teorema 1.1 nos permite concluir que a traves de cualquier punto (x Q , y 0 ), y 0 > 0, en la 
mitad del piano superior existe cierto intervalo con centra en x 0 sobre el cual la ecuacion 
diferencial tiene una solucion unica. De este modo, por ejemplo, incluso sin resolverlo, 
sabemos que existe cierto intervalo centrado en 2 sobre el cual el problema de valor ini¬ 
cial dy/dx = xv 1/2 , y(2) = 1 tiene una solucion unica. 


En el ejemplo 1, el teorema 1.1 garantiza que no existen otras soluciones al problema 
de valor inicial y' = y, y(0) = 3, y y' =y, y(l) = -2 distintas ay = 3e x y y = -2e x ~ l , respec- 
tivamente. Esto se deriva del hecho de que/(x, y) = y y df/dy = 1 son continuas en la tota- 
lidad del piano xy. Ademas puede demostrarse que el intervalo I sobre el que cada 
solucion se encuentra definida es (-oo, oo). 

I Intervalo de existencia y unicidad Suponga que y(x) representa una solucion al 
problema de valor inicial (2). Los siguientes tres conjuntos sobre el eje real x pueden no 
ser iguales: el dominio de la funcion y(x), el intervalo I sobre el cual la solucion y(x) se 
encuentra definida o existe, y el intervalo 7 0 de existencia y unicidad. En el ejemplo 3 de la 
section 1.1 ilustramos la diferencia que hay entre el dominio de una funcion y el intervalo 
de definition I. Ahora supongamos que (x 0 , y 0 ) es un punto situado al interior de la region 
rectangular R del teorema 1.1. Resulta que la continuidad de la funcion/(x, y) sobre R es 
suficiente por si misma para garantizar la existencia de al menos una solucion dy/dx = 
/(x, y), y(x 0 ) = y 0 , definida sobre algun intervalo I. El intervalo de defmicion I para este pro¬ 
blema de valor inicial se toma, por lo general, como el intervalo mas grande que contiene 
a x 0 sobre el que la solucion y(x) esta definida y es diferenciable. El intervalo 7 depende 
tanto de/(x, y) como de la condicion inicial y(x 0 ) = y 0 . Revise los problemas 31 a 34 dados 
en los ejercicios 1.2. La condicion adicional de continuidad de la primera derivada parcial 
df/dy sobre R nos permite afirmar que no solo existe una solucion sobre algun intervalo 7 0 
que contiene a x 0 , sino que ademas se trata de la unica solucion que satisface a y(x 0 ) = y 0 . 
Sin embargo, el teorema 1.1 no ofrece ninguna informacion acerca del tamano de los in- 
tervalos 7 e 7 0 ; el intervalo de definicion I no requiere ser tan amplio como la region R y 
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el intervalo I 0 de existencia y unicidad puede no ser tan amplio como I. El niimero h > 0 
que define al intervalo 7 0 : x 0 - h < x < x 0 + h puede ser muy pequeno y por lo tanto es 
mejor considerar que la solucion y(x) es unica en un sentido local , es decir, una solucion 
defmida cerca del punto (x 0 , y 0 ). Consulte el problema 44 de los ejercicios 1.2. 


Comentarios 


i) Las condiciones del teorema 1.1 son suficientes pero no necesarias. Cuando/(x, y) 
y df/dy son continuas sobre una region rectangular R, siempre debe concluirse que una 
solucion de (2) existe y es unica mientras (x 0 , y 0 ) sea un punto al interior de R. Sin 
embargo, cuando las condiciones establecidas en la hipotesis del teorema 1.1 no se 
mantienen, entonces podrfa suceder que: el problema (2) aun pueda tener una solucion 
y esta solucion pueda ser unica, o (2) pueda tener varias soluciones o no tener solu¬ 
cion alguna. Una revision del ejemplo 4 muestra que la hipotesis del teorema 1.1 no 
se sostiene sobre la lrnea y = 0 para la ecuacion diferencial dy/dx = xy 112 , y por lo tanto 
no sorprende que, como vimos en el ejemplo 3 de esta section, existan dos soluciones 
defmidas sobre un intervalo comun -h <x < h que satisfacen y(0) = 0. Por otro lado, 
las hipotesis del teorema 1.1 no se sostienen sobre la lrnea y - I para la ecuacion dife¬ 
rencial dy/dx = \y - 11. No obstante, puede demostrarse que la solucion del problema de 
valor inicial dy/dx = \y - 11, y(0) = 1, es unica.^Puede adivinar esta solucion? 

ii) Se le recomienda leer, analizar, responder y recordar posteriormente el problema 43 
de los ejercicios 1.2. 


EJERCICIOS 1.2 Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-1. 


En los problemas 1 y 2, y - 1/(1 + c t e~ x ) representa una fami- 
lia de soluciones de un parametro para la ED de primer orden 
y' = y-y 2 . Encuentre una solucion del PVI de primer orden que 
incluya esta ecuacion diferencial y la condition inicial propor- 
cionada. 


En los problemas 11 a 14, y = Cjti + c 2 e~ x representa una fa- 
milia de soluciones de dos parametros para la ED de segundo 
orden y" - y = 0. Encuentre una solucion del PVI de segundo 
orden que incluya esta ecuacion diferencial y las condiciones 
iniciales dadas. 


1. y(0)-^ 2. y(—1) = 2 

En los problemas 3 a 6, y = I I(x 2 + c) representa una familia de 
soluciones de un parametro para la ED de primer orden y' + 
2 xy 2 = 0. Encuentre una solucion del PVI de primer orden que 
incluya esta ecuacion diferencial y la condition inicial dada. 
Proporcione el intervalo / mas grande sobre el que se encuentra 
defmida la solucion. 


3 - * 2 ) - ^ 


5. y(0) = 1 


4. y(-2) 


1 

2 



En los problemas 7 a 10, x = c l cos t + c 2 sen t representa una 
familia de soluciones de dos parametros para la ED de segundo 
orden DE x" + ,v = 0. Encuentre una solucion del PVI de segun¬ 
do orden que incluya esta ecuacion diferencial y las condicio¬ 
nes iniciales dadas. 

7. x(0) = -1, x'(0) = 8 

8. x(tt/2) = 0, x'{tt/2) = 1 

1 

9. x(tt/6) = — , x'(w/6) = 0 

10. x(tt/ 4) = y/2, x'(tt/4 ) = 2\/~2 


11 . >’( 0 ) = 1 , /( 0 ) = 2 

12. y(l) = 0, /(!) = e 

13. y( —1) = 5, /(-l) = -5 

14. y(0) = 0, /(0) = 0 

En los problemas 15 y 16, determine mediante inspection vi¬ 
sual al menos dos soluciones para el PVI de primer orden que 
se presenta. 

15. y' = 3y 2/3 , y(0) = 0 16. xy' = 2y, y(0) = 0 


En los problemas 17 a 24, determine una region del piano xy 
para la cual la ecuacion diferencial proporcionada cuente con 
una solucion unica cuya grafica cruce el punto ( x 0 , y 0 ) dentro 
de la region. 


17 . 


* , M 
dx 


21. (4 ~ y 2 )y’= x 2 
23. (x 2 + y 2 )y' = y 2 


18. 

dy 

dx 

= Vxy 

on 

dy 


zu. 

dx 

- y = x 

22. 

(1 

+ y 3 )y' = .ti 

24. 

(y- 

- x)y' = y + x 


18 


CAPITUL0 1 Introduction a Las ecuaciones diferenciales 



En los problemas 25 a 28, determin e si el te orema 1.1 garantiza 
que la ecuacion diferencial y' = Vy 2 — 9 posee una solucion 
linica a traves del punto proporcionado. 


25. (1,4) 26. (5,3) 

27. (2, -3) 28. (-1, 1) 


29. a) 


b ) 


c) 


30. a) 


b) 


c) 


31. a) 


b) 


32. a) 


b) 


33. a) 


Mediante inspeccion visual, encuentre una familia 
de soluciones de un parametro para la ecuacion di¬ 
ferencial xy' = y. Verifique si cada miembro de la 
familia es una solucion del problema de valor inicial 

xy' - y(0) = 0 . 

Justifique el inciso a) mediante la determinacion 
de una region R dentro del piano xy para la cual 
la ecuacion diferencial xy' = y tenga una solucion 
linica a traves del punto (jc 0 , y 0 ) dentro de R. 


Verifique si la funcion segmentada 


f 0, x < 0 

\x, x > 0 


satisface la condicion y(0) = 0. Determine si esta 
funcion tambien es una solucion para el problema 
de valor inicial del inciso a). 

Verifique si y = tan (x + c) es una familia de solu¬ 
ciones de un parametro para la ecuacion diferencial 

y' = i + y 2 - 

Dado que /(x, y) = 1 + y 1 y df/dy = 2y son continuas 
en todo momenta, la region R del teorema 1.1 puede 
considerarse equivalente a todo el piano xy. Utilice 
la familia de soluciones del inciso a) para encontrar 
una solucion explfcita al problema de valor inicial de 
primer orden y' = 1 + y 2 , y(0) = 0. Y aunque x 0 = 0 se 
encuentra dentro del intervalo -2 < x < 2, explique 
por que la solucion no esta definida en este intervalo. 
Determine el intervalo de definicion / mas amplio 
para la solucion del problema de valor inicial del 
inciso b). 

Verifique si y = -l/(x + c) es una familia de solu¬ 
ciones de un parametro para la ecuacion diferencial 

y' = v 2 . 

Dado que /(x, y) = y 2 y df/dy = 2y son continuas en 
todo momenta, la region R del teorema 1.1 puede 
considerarse equivalente a todo el piano xy. A partir 
de la familia del inciso a), encuentre una solucion 
que satisfaga y(0) = 1, y otra que satisfaga y(0) = -1. 
Determine el intervalo de definicion I mas amplio 
para la solucion del problema de valor inicial. 

A partir de la familia del inciso a) del problema 31, 
encuentre una solucion que satisfaga y' = y 2 , y(0) = 
y 0 , donde y 0 =h 0. Explique por que el intervalo de 
definicion / mas amplio para esta solucion es -oo < 
x < l/y 0 o l/y 0 < x < oo. 

Determine el intervalo de definicion / mas amplio 
para la solucion del problema de valor inicial de 
primer orden y' = y 2 , y(0) = 0. 

Verifique si 3x 2 - y 2 = c representa una familia de 
soluciones de un parametro para la ecuacion dife¬ 
rencial ydy/dx = 3x. 


b) A mano, trace la grafica de la solucion implicita 
3X 2 -y 2 = 3. Encuentre todas las soluciones explfci- 
tas y = 4>ix) de la ED del inciso a) definidas me¬ 
diante esta relacion. Proporcione el intervalo de 
definicion 1 para cada solucion explfcita. 

c) El punto (-2, 3) se encuentra sobre la grafica de 3x 2 
-y 2 = 3, ^cual de las soluciones explfcitas del inciso 
b) satisface y(-2) = 3? 

34. a) Utilice la familia de soluciones del inciso a) del 
problema 33 para encontrar una solucion implicita 
del problema de valor inicial ydy/dx = 3x, y(2) = -4. 
Luego, a mano, trace la grafica de la solucion explf¬ 
cita de este problema y proporcione su intervalo de 
definicion I. 

b) ^Existe alguna solucion explfcita de ydy/dx = 3x que 
cruce el origen? 

En los problemas 35 a 38 se proporciona la grafica de un miem¬ 
bro de la familia de soluciones de una ecuacion diferencial de 
segundo orden d^/dx 2 =/(x, y, y')- Haga coincidir la curva de 
solucion con al menos un par de las siguientes condiciones 
iniciales. 

a) y(l) = l, y'(l) = -2 

b) y(—1) = 0, y'(-l) = -4 

c) y(l) = l,y'(l) = 2 

d) y(0) = -1, y'(0) = 2 

e) y(0) = -1, y'(0) = 0 

/) y(0) = -4, y'(0) = -2 



Figura 1.13 Grafica del probLema 35 

36. y 

5-- 



-5- 

Figura 1.14 Grafica deL problema 36 
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37. 



Figura 1.15 Grafica del problema 37 


42. Determine un valor posible de x 0 para el que la grafica 
de la solucion del problema de valor inicial y' + 2y = 3x 
- 6, y(x 0 ) = 0 sea tangente al eje x en (x 0 , 0). Explique su 
razonamiento. 

43. Suponga que la ecuacion diferencial de primer orden dy/ 
dx = f(x, y) posee una familia de soluciones de un para- 
metro y que/(x, y) satisface la hipotesis del teorema 1.1 
en cierta region rectangular R del piano xy. Explique por 
que no es posible que dos curvas de solucion distintas se 
intersequen o sean tangentes entre sf en el punto (x 0 , y 0 ) 
en R. 

44. Las funciones 


38. 


5- 


H—h 


-5- 
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\ 


/ 


Figura 1.16 Grafica del problema 38 


Problemas de analisis 

En los problemas 39 y 40, utilice el problema 47 de los ejerci- 
cios 1.1 y los incisos (2) y (3) de esta section. 

39. Encuentre una funcion y = f{x) cuya grafica en todo 
punto (x, y) cuente con la pendiente dada por 8e lx + 6x y 
tenga la interception y (0, 9). 

40. Encuentre una funcion y = f(x) cuya segunda derivada 
sea y" = 12x - 2 en cada punto (x, y) sobre su grafica y y 
= -x + 5 sea tangente a la grafica en el punto correspon- 
diente ar = 1. 

41. Considere el problema de valor inicial y' = x - 2y, 
y(0) = j ■ Determine cual de las dos curvas que presenta 
la figura 1.1 es la unica curva de solucion viable. Ex¬ 
plique su razonamiento. 



H-x 

1 


Figura 1.17 Grafica del problema 41 


y 


y(x ) = — oo < x < oo 


y(*) 


{ 


o, 


-r 4 
16 a > 


X < 0 

x > 0 


cuentan con el mismo dominio pero, evidentemente, son 
distintas. Observe las figuras 1.18a) y 1.18/?), respecti- 
vamente. Demuestre que ambas funciones son solucio¬ 
nes del problema de valor inicial dyldx = xy m , y(2) = 1 
sobre el intervalo (-oo, oo). Resuelva la aparente con- 
tradiccion entre este hecho y el ultimo enunciado del 
ejemplo 5. 


1.. 


v 

I T- 


(2, l)y 


—h 


a) 


1 


=+—1= 


(2, Dy 


b) 


Figura 1.18 Dos soluciones para el PVI del problema 44 


Modelo matematico 

45. Crecimiento poblacional A partir de la siguiente sec¬ 
cion observaremos que las ecuaciones diferenciales pue- 
den utilizarse para describir o modelar diversos sistemas 
ffsicos. En este problema, suponga que se presenta un 
modelo del crecimiento poblacional de una pequena co- 
munidad por medio del problema de valor inicial 

■ - = 0.15P(r) + 20, P( 0) = 100, 

donde P es el numero de individuos que hay en la comu- 
nidad y t es el tiempo medido en anos. 6 Que tan rapido, 
es decir, a que ritmo se incrementa la poblacion en 1 = 0? 

que velocidad se incrementa cuando es de 500 indi¬ 
viduos? 
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1.3 Ecuaciones diferenciales como modelos 
matematicos 


■ Introduction En esta section presentaremos la notion de modelo matemdtico. En 
terminos generales, un modelo matematico es una description matematica de algo. Dicha 
description puede ser algo tan simple como una funcion. Por ejemplo, al analizar la caida 
de gotas de agua y las marcas que dejan sobre papel secante, Leonardo da Vinci dedujo que 
la velocidad de caida de un cuerpo esta dada por v = gt. A pesar de que existen muchos tipos 
de modelos matematicos, en esta section nos concentraremos unicamente en ecuaciones 
diferenciales y analizaremos algunos modelos espetificos de ecuaciones diferenciales apli- 
cadas en areas como biologfa, fisica y qufmica. Una vez que hayamos analizado algunos 
metodos para resolver ecuaciones diferenciales en los capftulos 2 y 3 regresaremos, para 
resolverlos, a algunos de estos modelos. 


■ Modelos matematicos Con frecuencia se requiere describir el comportamiento de 
algun sistema o fenomeno real, ya sea fisico, sociologico, o incluso economico, en ter¬ 
minos matematicos. La description matematica de un sistema o fenomeno se denomina 
modelo matematico, el cual se construye con ciertos objetivos en mente. Por ejemplo, es 
posible que deseemos comprender los mecanismos presentes detras de cierto ecosistema 
aplicandonos al estudio del crecimiento de las poblaciones animales localizadas en dicho 
sistema, o fechar un fosil por medio del analisis de la degeneration de una sustancia radiac- 
tiva contenida en el fosil o en el estrato donde se descubrio. 

La construction de un modelo matematico de un sistema inicia con la identification 
de las variables responsables del cambio que se produzca en el sistema. Es posible que 
al principio decidamos no incorporar todas estas variables en el modelo. En este primer 
paso se especifica el nivel de resolucion del modelo. A continuation, formulamos un 
conjunto de premisas razonables o hipotesis acerca del sistema que intentamos describir. 
Estos supuestos tambien incluiran cualquier ley empfrica aplicable al sistema. 

Para ciertos propositos es perfectamente razonable aceptar modelos de baja resolu¬ 
tion. Por ejemplo, podemos estar conscientes de que para modelar el movimiento de 
un cuerpo en caida libre cerca de la superficie de la Tierra, la fuerza de desaceleracion 
correspondiente a la friction del aire ocasionalmente se ignora en los cursos basicos de 
fisica; sin embargo, para un cientifico cuya labor es predecir de forma precisa la trayec- 
toria de vuelo de un proyectil de largo alcance, la resistencia del aire y otros factores 
como la curvatura de la Tierra tienen que ser tornados en cuenta. 

Ya que las suposiciones acerca de un sistema con frecuencia implican una tasa de 
cambio de una o mas variables, la representation matematica de todas estas suposicio¬ 
nes puede implicar una o mas ecuaciones que involucren derivadas. En otras palabras, 
el modelo matematico puede ser una ecuacion diferencial o un sistema de ecuaciones 
diferenciales. 

Una vez formulado un modelo matematico equivalente a una ecuacion diferencial o 
a un sistema de ecuaciones diferenciales, se enfrenta el no menos importante problema 
de intentar resolverlo. Si podemos resolverlo, entonces consideramos que el modelo sera 
razonable cuando su solution sea 

Suposiciones - 


consistente con datos experimen- 
tales o con hechos conocidos acer¬ 
ca del comportamiento del sistema. 
Pero si las predicciones generadas 
por la solution no son adecuadas, 
podemos incrementar el nivel de 
resolucion del modelo o formular 
premisas alternativas sobre los me¬ 
canismos causantes del cambio en 
el sistema. Los pasos del proceso 
de modelacion se muestran en el 
siguiente diagrama. 


Expresar suposiciones en terminos 
de ecuaciones diferenciales 


Si es necesario, modificar 
las suposiciones 
o incrementar 
la resolucion del modelo 


Verificar las 
predicciones 
del modelo 
con hecho 
conocidos 


Presentar predicciones 
del modelo, por ejemplo, 
de forma grafica 


Formulation 

matematica 


Resolucion 
de las ecuaciones 
diferenciales 


Obtencion 
de soluciones 
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Evidentemente, al incrementar la resolution se eleva la complejidad del modelo 
matematico y aumenta la probabilidad de que no podamos obtener una solucion ex- 
plicita. 

Un modelo matematico de un sistema fisico incluye, por lo general, a la variable de 
tiempo t. Una solucion del modelo presentara entonces el estado del sistema; en otras 
palabras, para valores apropiados de t, los valores de la variable (o variables) depen- 
diente describen al sistema en el pasado, el presente y el futuro. 


I namicas de poblacion Uno de los primeros intentos por modelar el crecimiento 
poblacional humano mediante las matematicas fue realizado por el economista ingles 
Thomas Malthus, en 1798. Basicamente, la idea del modelo de Malthus representa la supo- 
sicion de que el ritmo con que la poblacion de un pais crece en cierto tiempo es proporcio- 
nal* a la poblacion total del pais en ese tiempo. En otras palabras, mientras mas personas 
existan en el tiempo t, mas seran en el futuro. En terminos matematicos, si P(t) indica la 
poblacion total en el tiempo t, entonces esta suposicion puede expresarse como 


dP 

— oc P 
dt 


dP 

= kP, 
dt 


( 1 ) 


donde k es una constante de proporcionalidad. A pesar de que este sencillo modelo no 
toma en cuenta muchos factores (por ejemplo, inmigracion y emigration) que pueden 
influir sobre las poblaciones humanas para su crecimiento o disminucion, resulto ser 
bastante preciso para predecir la poblacion de Estados Unidos durante los anos de 1790 a 
1860. Las poblaciones que crecen a un ritmo descrito por (1) son raras, sin embargo, to- 
davia se utiliza (1) para modelar el crecimiento de pequenas poblaciones durante breves 
intervalos de tiempo, por ejemplo, el crecimiento de bacterias en cajas de Petri. 


I Decaimiento radiactivo El nucleo de un atomo esta compuesto por combinaciones 
de protones y neutrones. Muchas de estas combinaciones son inestables, es decir, los ato- 
mos decaen o transmutan en atomos de otra sustancia. Se dice que tales nucleos inestables 
son radiactivos. Por ejemplo, con el tiempo el radio, que es altamente radiactivo, Ra-226, 
se transmuta en el gas radiactivo radon, Rn-222. En la modelacion del fenomeno de de¬ 
caimiento radiactivo, se asume que la velocidad dA/dt con que el nucleo de una sustancia 
decae es proporcional a la cantidad (en terminos mas precisos, al mi mem de nucleos) A(t) 
de la sustancia remanente en el tiempo t: 

dA dA 

— oc A o — — kA, (2) 

dt dt 

Por supuesto, las ecuacionnes (1) y (2) son identicas; la diferencia solo se encuentra en la 
interpretation de los simbolos y las constantes de proporcionalidad. Para el crecimiento, 
como se espera de (1), k > 0, y para el caso de ( z ) y el decaimiento, k < 0. 

El modelo (1) para el crecimiento puede verse como la ecuacion dS/dt = rS, la cual des¬ 
cribe el crecimiento del capital S cuando una tasa de interes anual r se capitaliza de forma 
continua. El modelo (2) de decaimiento tambien se presenta en un entorno biologico, como 
el de la determination de la vida media de un medicamento —el tiempo que toma para que 
el 50% de un medicamento se elimine del cuerpo por excretion o mediante el metabolis- 
mo—. En quimica, el modelo de decaimiento (2) se presenta como la description matema- 
tica de una reaction quimica de primer orden. El argumento es el siguiente: 

Una sola ecuacion diferencial puede actuar como modelo matematico para 

muchos fenomenos distintos. 

Los modelos matematicos con frecuencia vienen acompanados de ciertas condiciones 
secundarias. Por ejemplo, en (1) y (2) esperariamos conocer, respectivamente, una po¬ 
blacion inicial P 0 y una cantidad inicial de sustancia radiactiva A 0 disponible. Si este punto 
inicial en el tiempo se toma como t = 0, entonces sabemos que P( 0) = P 0 y que A(0) = A 0 . 


*Si dos cantidades u y v son proporcionales, esto se denota como u oc v, lo cual significa que una cantidad 
es un multiplo constante de la otra: u = kv. 
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En otras palabras, un modelo matematico puede consistir en un problema de valor inicial o, 
como veremos posteriormente en la section 3.9, en un problema de valor en la frontera. 

■ Ley de Newton de enfriamiento y calentamiento De acuerdo con la ley empirica 

de enfriamiento de Newton —o de calentamiento—, la velocidad con que la temperatura 
de un cuerpo cambia es proporcional a la diferencia que hay entre la temperatura del cuer- 
po y la del medio que lo rodea, la denominada temperatura ambiental. Si T(l) representa la 
temperatura de un cuerpo en el momento t, T m la temperatura del medio que lo rodea y <777 
dt la velocidad a la que cambia la temperatura del cuerpo, la ley de Newton de enfriamiento 
y calentamiento se traduce en el enunciado matematico 

dT dT 

~ <xT-T m o —- = k(T — 7 m , (3) 

dt 

donde k es una constante de proporcionalidad. En cualquier caso, calentamiento o enfria¬ 
miento, si T m es una constante, se sostiene que k< 0. 

I fusion de una enfermedac Una enfermedad contagiosa —por ejemplo, un 
virus de gripe— se difunde en una comunidad por medio del contacto fisico entre las 
personas. Si x{t) indica el numero de personas que han tenido contacto con la enfer¬ 
medad y y{t) el numero de personas que no han sido expuestas a esta, parece razonable 
asumir que la razon dxldt a la que se difunde la enfermedad es proporcional al numero de 
encuentros o interacciones entre estos dos grupos de gente. Si suponemos que el numero 
de interacciones es conjuntamente proporcional a x{t) y y(t), es decir, proporcional al 
producto xy, entonces 

dx 

— = kxy, (4) 

dt 

donde k es la constante acostumbrada de proporcionalidad. Suponga una pequena co¬ 
munidad que cuenta con una poblacion fija de n personas. Si una persona infectada se 
introduce en esta comunidad, entonces puede sostenerse que x(t) y y(t) se encuentran 
relacionados por x + y = n + 1 . Al utilizar esta ultima ecuacion para eliminar a y en (4) 
obtendremos el modelo 


= kx(n + 1 - x) (5) 

dt 

Una condition inicial evidente que acompana a la ecuacion (5) es v(0) = 1. 

I Reacciones quimicas La desintegracion de una sustancia radiactiva, controlada por 
la ecuacion diferencial (2), se dice que es una reaction de primer orden. En quhnica, 
pocas reacciones siguen esta misma ley empirica: si las moleculas de una sustancia A 
se descomponen en moleculas mas pequenas, resulta natural suponer que la velocidad a 
la que se lleva a cabo esta descomposicion sera proporcional a la cantidad de la primera 
sustancia que no ha experimentado conversion; es decir, si X(t) es la cantidad de sustancia 
A que permanece en cualquier momento, entonces dX/dt = kX, donde k es una constante 
negativa dado que X esta disminuyendo. Un ejemplo de una reaction quhnica de primer 
orden es la conversion de cloruro de f-butilo en alcohol f-butilico: 

(CH 3 ) 3 CC1 + NaOH -> (CH 3 ) 3 COH + NaCl. 

Unicamente la concentration de cloruro de f-butilo controla la velocidad de reaction. 
Pero en la reaction 


CH 3 C1 + NaOH -> CH 3 OH + NaCl, 

por cada molecula de cloruro de metilo se consume una molecula de hidroxido de sodio, 
formando asi una molecula de alcohol metflico y una molecula de cloruro de sodio. En 
este caso, la tasa a la que se lleva a cabo la reaction es proporcional al producto de las 
concentraciones restantes de CH 3 C1 y NaOH. Si X indica la cantidad de CH 3 OH formada 
y, a y /3 son las cantidades dadas de los primeros dos quimicos Ay B, entonces las canti- 
dades instantaneas no convertidas al quimico C son a - X y j8 - X, respectivamente. Por 
lo tanto, la velocidad de formation de C esta dada por 
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k(a - X)(fi - X ) 


Velocidad 
de entrada de 
salmuera 
3 gal/min 

300 gal 
constantes 



Velocidad de salida 
de salmuera 3 gal/min 


Figura 1.19 Tanque de mezda 



Figura 1.20 Agua drenando 
de un tanque 


dX 

~dt 


( 6 ) 


donde k representa una constante de proporcionalidad. Se dice que una reaction cuyo 
modelo esta dado por la ecuacion (6) es de segundo orden. 


I MezcLas La mezcla de dos soluciones salinas de distintas concentraciones da lugar a 
una ecuacion diferencial de primer orden para la cantidad de sal contenida en la mezcla. 
Supongamos que un tanque grande de mezcla inicialmente contiene 300 galones de sal¬ 
muera (es decir, agua en la que se ha disuelto cierta cantidad de libras de sal). Otra solution 
de salmuera se inyecta en el tanque grande a una velocidad de 3 galones por minuto; en 
este flujo de entrada, la concentration de sal es de 2 libras por galon. Cuando la solution 
se mezcla bien en el tanque, se extrae al mismo ritmo que la solution de entrada. Observe 
la figura 1.19. Si A(t) indica la cantidad de sal (medida en libras) que hay en el tanque en el 
momento t, entonces la velocidad a que A(t) cambia sera una tasa neta de: 

dA / Velocidad de \ /Velocidad de\ 

j. \ . , i , I 1 . , J Rentrada Rsalida ■ (2) 

dt \ entrada de sal/ \ salida de sal / 


La velocidad de entrada R mtrada a la que ingresa la sal al tanque es el producto de la con¬ 
centration de sal del flujo de entrada y la velocidad del fluido de entrada. Observe que 
Rentmda se mide en libras por minuto 

Concentration de sal Velocidad de Velocidad de 

del flujo de entrada entrada de salmuera entrada de sal 

ill 

Rentmda = (2 lb/gal) ■ (3 gal/min) = (6 lb/min) 


Ahora, como la solution esta siendo bombeada hacia fuera del tanque a la misma veloci¬ 
dad a la que ingresa, la cantidad de galones de salmuera que hay dentro del tanque en el 
tiempo t es una constante de 300 galones. Por lo tanto, la concentration de sal dentro del 
tanque, asf como en el flujo de salida, es c{t ) = A(f)/300 lb/gal, y la velocidad de salida 
Rsaiida de sal es 

Concentration de sal Velocidad de Velocidad de 

del flujo de entrada entrada de salmuera entrada de sal 

i i i 

(A(t) \ A(t) 

Rsaiida~ lb /galJ • (3 gal/min) = -^lb/min 


Entonces, la velocidad neta (7) se convierte en 

dA A 

— = 6-o 

dt 100 


( 8 ) 


Si r entmda y r salida indican las velocidades de entrada y salida de las soluciones de 
salmuera* entonces existen tres posibilidades r entmda = r saUda , r entrada > r salida y r entmda 
< r salida- En el analisis que llevo a (8) asumimos que r entmda = r salida . En los ultimos dos 
casos, dentro del tanque, la cantidad de galones de salmuera esta aumentando (r entmda > 
rsaiida) o disminuyendo ( r entmda < r saUda ) a la velocidad neta r entrada - r salida . Vea los pro- 
blemas 10 a 12 de los ejercicios 1.3. 


I Drenado de un tanque En hidrodinamica, la ley de Torricelli establece que la velo¬ 
cidad v de flujo de salida de agua a traves de un orificio piano ubicado en la parte inferior 
de un tanque lleno hasta una altura h sera igual a la velocidad que un cuerpo (en este caso 
una gota de agua) adquirirfa en cafda libre desde una altura /?; es decir, v = V2 gh, donde 
g es la aceleracion debida a la gravedad. Esta ultima expresion proviene de la ecuacion de 
energfa cinetica j mv 2 con la energfa potencial mgh y resolviendo para v. Suponga que un 
tanque lleno de agua puede drenar mediante un orificio bajo la influencia de la gravedad. 
Deseamos encontrar la altura h del agua restante en el tanque en el tiempo t. Considere el 


*No confundir estos sfmbolos con R en trada y Rsaiida l° s cuales representan las velocidades de entrada y salida 
de sal. 
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tanque mostrado en la figura 1.20. Si el area del orificio es A h (en pies 2 ) y la velocidad del 
agua que sale del tanque es v = \/2gh (en pies/s), entonces el volumen del agua que 
abandona el tanque por segundo es A h \/2gh (en pies 3 /s). De este modo, si V(t) indica el 
volumen del agua que hay en el tanque en el tiempo t, 

dV / - 

— =-A h V2gh, (9) 

at 

donde el signo negativo indica que V disminuye. Observe que aquf ignoramos laposibilidad 
de friccion en el orificio, la cual puede ocasionar una reduction en la velocidad del flujo en 
dicho lugar. Ahora, si el tanque es tal que el volumen de agua en el tiempo t puede expresarse 
como V(t) = AJi, donde A w (en pies 2 ) representa el area constante de la superficie superi¬ 
or del agua (vea figura 1.20), entonces dVldt - A w dhldt. A1 sustituir esta ultima expresion 
en (9) obtenemos la ecuacion diferencial deseada para la altura del agua en el tiempo t: 

dli Ai f - 

( 10 ) 

dt A w 

Resulta interesante observar que la ecuacion (10) sigue siendo valida incluso cuando A K 
no es constante. En este caso, debemos expresar el area de la superficie superior del agua 
como una funcion h, es decir, A w =A(h). Vea el problema 14 en los ejercicios 1.3. 


I Circuitos en serie Considere el circuito en serie simple, o de lazo sencillo, que con- 
tiene al inductor, resistor y capacitor mostrados en la figura 1.21 a). La corriente que circula 
en un circuito despues que el interrupter se cierra se representa mediante iit): la carga sobre 
un capacitor en el tiempo t esta senalada como q(t). Las letras L,CyR representan inductan- 
cia, capacitancia y resistencia, respectivamente, y por lo general son constantes. Ahora, de 
acuerdo con la segunda ley de Kirchhoff, el voltaje E(t) que se genera en un lazo cerrado 
debe ser igual a la suma de las cafdas de voltaje en el lazo. La figura 1.21 b) tambien mues- 
tra los si'mbolos y las formulas apropiadas para senalar las cafdas respectivas de voltaje a 
traves de un inductor, un capacitor y un resistor. Como la corriente lit) esta relacionada con 
la carga q(t), presente en el capacitor, mediante i = dq/dt, al sumar las tres cafdas de voltaje 


Inductor 
di _ l 
dt dt 2 ’ 


Resistor Capacitor 

dq 1 

iR = R —, — q 

dt C ‘ 


e igualar la suma al voltaje impreso, se obtiene una ecuacion diferencial de segundo orden 

(ID 


d 2 q dq 1 
L—?r + R— + — q = E(t ). 
dt 2 dt C H W 


Examinaremos con mayor detalle una ecuacion diferencial analoga a la 11 en la sec- 
cion 3.8. 



a) Circuito en serie LRC 



Resistor 

resistencia R : ohms (12) 
caida de voltaje a traves: iR 



Capacitor 

capacitancia C: farads (f) 
caida de voltaje a traves: q 


C 

b) 


Figura 1.21 La corriente i{t) y la 
carga q(t) se miden en amperes (A) 
y coulombs (C), respectivamente. 


I Caida libre Al construir el modelo matematico del movimiento de un cuerpo que se 
desplaza en un campo de fuerza, muchas veces se empieza con la segunda ley de Newton 
del movimiento. Recuerde de sus conocimientos de ffsica basica que la primera ley de 
Newton para el movimiento afirma que un cuerpo puede permanecer en reposo o continuar 
moviendose a velocidad constante a menos que actue sobre el una fuerza externa. En cada 
caso, esto equivale a decir que cuando la suma de las fuerzas F = LA,.; es decir, el resultado 
neto o la fuerza resultante que actua sobre el cuerpo es cero, entonces la aceleracion a del 
cuerpo es cero. La segunda ley de Newton para el movimiento indica: cuando la fuerza 
neta que actua sobre un cuerpo no es igual a cero, entonces esta fuerza neta es proporcional 
a su aceleracion a, o mas exactamente, F = ma, donde m representa la masa del cuerpo. 

Ahora suponga que una roca es arrojada hacia arriba desde el techo de un edificio, 
como ilustra la figura 1.22. 6 Cual es la posicion sit) de la roca en relation con el suelo en 
el tiempo ft La aceleracion de la roca es la segunda derivada d 2 sldt 1 . Si asumimos que la 
direction ascendente es positiva y que ninguna fuerza actua sobre la roca salvo la fuerza 
de gravedad, entonces la segunda ley de Newton da 


d 2 s 

dt 2 


-mg 


dt 2 


( 12 ) 



Figura 1.22 Posicion de la roca 
medida en funcion del nivel del 
suelo 
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En otras palabras, la fuerza neta es simplemente el peso F = F x = -W de la roca cerca 
de la superficie de la tierra. Recuerde que la magnitud del peso es W = mg, donde in es 
la masa del cuerpo y g la aceleracion debida a la gravedad. En (12), el signo negativo 
se debe a que el peso de la roca es una fuerza dirigida hacia abajo, lo cual es contrario a 
la direccion positiva. Si la altura del edificio es s 0 y la velocidad inicial de la roca es v 0 , 
entonces s se determina a partir del problema de valor inicial de segundo orden 

d 2 s 

= ~g, s(0) = s 0 , s'( 0) = v 0 (13) 

Aunque no hemos resaltado las soluciones de las ecuaciones construidas, observamos 
que (13) puede resolverse integrando la constante -g dos veces con respecto a t. Las 
condiciones iniciales determinan las dos constantes de integration. Usted podra recono- 
cer la solution de (13) utilizando conocimientos de fisica basica como la formula 
s(t) = g< 2 + v 0 t + s 0 . 


Direccion 

positiva 


1 


kv 


Resistencia 
del aire 



Gravedad 


mg 

Figura 1.23 Cuerpo de masa m 
cayendo 



a ) equilibrio b) cadena c) movimiento 

detenida para t > 0 

hasta t= 0 


Figura 1.24 Cadena deslizandose 
sin friccion sobre una polea 


■ Caida de cuerpos y resistencia del aire Antes del famoso experimento de Galileo 
realizado en la Torre inclinada de Pisa, la mayorfa de las personas crefa que en caida libre 
los objetos mas pesados, como una bala de canon, caian con una aceleracion mayor que los 
objetos mas ligeros, como una pluma. Desde luego, cuando se lanzaban simultaneamente 
una bala de canon y una pluma desde la misma altura, si caian a diferentes velocidades, 
pero no debido a que la bala de canon fuera mas pesada. La diferencia en las velocidades 
se debe a la resistencia del aire. La fuerza resistiva del aire se ignora en el modelo dado en 
(13). Bajo las mismas circunstancias, un cuerpo de masa m cayendo, como una pluma con 
baja densidad y forma irregular, encuentra una resistencia del aire que es proporcional a 
su velocidad instantanea v. Si tomamos, en esta circunstancia, la direccion positiva como 
orientada hacia abajo, entonces la fuerza neta que actua sobre la masa estara dada por F = F l 
+ F 2 = mg - kv, donde el peso f) = mg del cueipo es una fuerza que actua en direccion po¬ 
sitiva y la resistencia del aire F 2 = -kv es una fuerza, llamada amortiguacion viscosa, que 
actua en direccion opuesta o ascendente. Vea la figura 1.23. Ahora, como v esta relacionada 
con la aceleracion a mediante a = dvldt, la segunda ley de Newton se convierte en F = ma 
= m dvldt. A1 igualar la fuerza neta de esta forma con la segunda ley de Newton se obtiene 
una ecuacion diferencial de primer orden para la velocidad v(t) de un cuerpo en el tiempo t. 


dv 

m — = mg 
dt 


kv 


(14) 


En esta expresion k es una constante positiva de proporcionalidad. Si s(t) es la distancia que 
el cuerpo recorre al caer en el tiempo t desde su punto inicial de liberation, entonces v = dsl 
dt y a = dvldt = d 2 s/dt 2 . En terminos de s, (14) es una ecuacion diferencial de segundo orden 

d 2 s ds d 2 s ds 

o m—- + k— -mg. (15) 

dt dt dt' dt 


M Cadena deslizandose Suponga que una cadena uniforme de longitud en pies L esta 
suspendida sobre una polea metalica clavada a la pared por encima del nivel del suelo. 
Asuma que la polea carece de friccion y que la cadena pesa p lb/ft. La figura 1.24a) ilustra 
la position en que la cadena cuelga en equilibrio; si se moviera un poco hacia la izquierda 
o la derecha, la cadena se desprenderfa de la polea. Suponga que la direccion positiva se 
considera descendente, y que x(t) denota la distancia que el extremo derecho de la cadena 
recorrerfa cayendo en el tiempo t. La position de equilibrio corresponde a x = 0. En la 
figura 1.24£>) la cadena se desplaza una cantidad de x 0 pies y se sostiene en la polea hasta 
soltarse en un tiempo inicial que se designa como t = 0. Para la cadena en movimiento, 
como ilustra la figura 1.24c), tenemos las siguientes cantidades: 


peso de la cadena: W = (L ft) ( p lb/ft) = Lp, 
masa de la cadena: m = Wig = Lp! 32 


fuerza neta: F = 



P ~ 




2xp. 
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Dado que a = d 2 x/dt 2 , ma = F se vuelve 


Lp d 2 x 

~yi~d^ 


2px o 


d 2 x 
dt 2 


64 


x = 0. 


(16) 


■ Cables suspendidos Suponga que un cable flexible, un alambre o una cuerda pe- 
sada, esta suspendido entre dos postes verticales. Ejemplos fisicos de esto podrfan ser 
dos cables que soportan el camino de un puente colgante, figura 1.25/;), o un largo cable 
telefonico sujeto entre dos postes, figura 1.25a). Nuestro objetivo es construir un modelo 
matematico para describir la forma que asume un cable de este tipo. 

Para comenzar, examinemos solo una porcion o elemento del cable entre su punto 
mas bajo P t y cualquier punto arbitrario P 2 . Como indica la parte a color de la figura 
1.26, este elemento del cable es la curva en un sistema coordinado rectangular con un eje 
y elegido para pasar entre el punto mas bajo P l de la curva y el eje x elegido a unidades 
por debajo de P v Sobre el cable estan actuando tres fuerzas: las tensiones Tj y T 2 pre- 
sentes en el cable y que son tangentes a este en P l y P 2 , respectivamente, y la porcion W 
de la carga vertical total entre los puntos P l y P 2 . Digamos que 7j = IT,!. T 2 = IT 2 I y W 
= IWI denotan las magnitudes de estos vectores. Ahora la tension T 2 se distribuye entre 
componentes verticales y horizontales (cantidades escalares) T 2 cos Q y T 2 sen 6. Debido 
al equilibrio estatico, escribimos 



a) Cables telefonicos 






nTmTilTf 




ItT 




- L 

-i—-4 



b ) Puente suspendido 

Figura 1.25 Cables suspendidos 
entre postes verticales 


7j = T 2 cos 6 y W = T 2 send. 

Al dividir la ultima ecuacion entre la primera eliminamos T 2 y obtenemos tan 6 = W/T l . 
Pero como dy/dx = tan 6, llegamos a 


cfy_W 
dx ~ 7j ' 


(17) 


Esta simple ecuacion diferencial de primer orden sirve como un modelo para la forma 
de un cable flexible tal como el cable telefonico colgando bajo su propio peso, al 
igual que para la forma de los cables que detienen el camino de un puente suspendido. 
Regresaremos a la ecuacion (17) en los ejercicios 2.2 y en la seccion 3.10. 



Comentarios 


Cada ejemplo de esta seccion ha descrito un sistema dinamico: un sistema que cambia 
o evoluciona con el paso del tiempo t. Como el estudio de los sistemas dinamicos es 
una rama de las matematicas que actualmente esta en moda, relacionaremos ocasional- 
rnente la terminologia de esta area con el analisis en cuestion. 

En terminos mas precisos, un sistema dinamico consiste en un conjunto de varia¬ 
bles dependientes del tiempo, llamadas variables de estado, junto con una regia que 
nos permite determinar (sin ambigiiedades) el estado del sistema (que puede ser un es¬ 
tado pasado, presente o futuro) en funcion de un estado prescrito en algun tiempo f 0 . 
Los sistemas dinamicos se clasifican como sistemas de tiempo discreto o sistemas de 
tiempo continuo. En este curso nos ocuparemos solo de los sistemas dinamicos de 
tiempo continuo —sistemas en los cuales todas las variables estan definidas en un 
rango continuo de tiempo—. La regia o el modelo matematico de un sistema dinamico 
de tiempo continuo es una ecuacion diferencial o un sistema de ecuaciones diferencia- 
les. El estado del sistema en un tiempo t es el valor de las variables de estado en ese 
tiempo; el estado especffico del sistema en un tiempo t 0 lo constituyen simplemente las 
condiciones iniciales que acompanan al modelo matematico. La solucion al problema 
de valor inicial se conoce como respuesta del sistema. Por ejemplo, en el caso anterior 
del decaimiento radiactivo, la regia es dA/dt = kA. Ahora, si se conoce la cantidad de 
sustancia radiactiva en algun tiempo f 0 , digamos A(t 0 ) = A 0 , entonces, al resolver la 
regia, se sabra que la respuesta del sistema para t>t 0 e s A(t) = A 0 e <,_ ' o) (vea la seccion 
2.7). La respuesta A(?) es la variable unica de estado para este sistema. En el caso de la 
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roca lanzada desde el techo de un edificio, la respuesta del sistema, la solution de la 
ecuacion diferencial cFsIdt = -g sujeta al estado initial s(0) = s 0 , s'(0) = v 0 , es la fun- 
cion s(t) = — 2 gt 2 + v 0 t + j 0 , 0 s ( < f, donde el simbolo T representa el momento en 
que la roca toca el suelo. Las variables de estado son s(t) y las cuales representan, 
respectivamente, la position vertical de la roca por encima del suelo y su velocidad en 
el tiempo t. La aceleracion s"(t) no es una variable de estado puesto que solo necesita- 
mos saber la position y la velocidad iniciales en el tiempo t 0 para determinar unica- 
mente la position de la piedra s(t) y la velocidad s'it) = v(t) para cualquier tiempo en el 
intervalo t 0 < t < T. La aceleracion s"(t) = a(t), desde luego, esta dada por la ecuacion 
diferencial s"(t) = -g, 0 <t < T. 

Un ultimo comentario: no todo sistema estudiado en este texto es un sistema dina- 
mico. Tambien examinaremos algunos sistemas estaticos en los cuales el modelo sea 
una ecuacion diferencial. 


EJERCICIOS 1.3 Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-1. 


Dinamica poblacional 

1. Bajo los mismos supuestos en que se basa el modelo 
presentado en (12), determine una ecuacion diferencial 
que establezca la poblacion P(t) de un pais que permite 
la inmigracion a una tasa constante r > 0. ^Cual sera la 
ecuacion diferencial apropiada para determinar la po¬ 
blacion P(t) del pais cuando se permite a los individuos 
emigrar a una tasa constante r > 0? 

2. El modelo poblacional presentado en (1) no toma en 
cuenta la mortalidad; la tasa de crecimiento es igual a 
la tasa de natalidad. En otro modelo referente a una po¬ 
blacion cambiante en una comunidad, se asume que la 
tasa a la cual cambia la poblacion es una tasa neta —es 
decir, la diferencia entre la tasa de nacimientos y la tasa 
de muertes en la comunidad—. Determine un modelo 
poblacional P(t) si tanto la tasa de natalidad como la de 
mortalidad son proporcionales a la poblacion presente 
en el tiempo t. 

3. Mediante el concepto de tasa neta presentado en el pro- 
blema 2, determine una ecuacion diferencial que re¬ 
presente una poblacion Pit) si la tasa de natalidad es 
proporcional a la poblacion presente en el tiempo t pero 
la tasa de mortalidad es proporcional al cuadrado de la 
poblacion presente en el tiempo t. 

4. Modifique el modelo del problema 3 para la tasa neta a 
la cual cambia la poblacion P(t ) de cierta clase de pez, 
pero tambien asuma que el pez se cosecha a una tasa 
constante de h > 0. 

Ley de Newton de enfriamiento 
y calentamiento 

5. Una taza de cafe se enfrfa segun la ley de Newton para 
el enfriamiento (3). Use los datos de la grafica de tem- 
peraturas T(t) ilustrada en la figura 1.27 para estimar 


las constantes T m , T 0 y k en un modelo del tipo de un 
problema de valor initial de primer orden 

d l = k(T- T m ), 7(0) = 7q. 

dt 

T 

200 - 

150 - 
100 - 

50 - 


0 50 100 t 

min 

Figura 1.27 Curva de enfriamiento del problema 5 

6. La temperatura ambiente T m en (3) podrfa ser una fun- 
cion del tiempo t. Suponga que en un entomo controlado 
de manera artificial, T m (t) es periodica en un lapso de 24 
horas, tal como ilustra la figura 1.28. Disene un modelo 
matematico para la temperatura T(t) de un cuerpo ubica- 
do dentro de este entomo. 



Figura 1.28 Temperatura ambiente del problema 6 
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Propagation de una enfermedad 
y tecnologia 

7. Suponga que un estudiante portador del virus de la gripe 
regreso a su campus universitario aislado con poblacion 
de 1 000 estudiantes. Determine una ecuacion diferen- 
cial para establecer el numero de personas x(t ) que han 
contraido la gripe si la tasa a la cual se propaga la enfer¬ 
medad es proporcional al numero de interacciones dadas 
entre la cantidad de estudiantes con gripe y los estudian¬ 
tes que aun no han sido expuestos al virus. 

8. En el tiempo t = 0, una innovacion tecnologica se intro¬ 
duce en una comunidad con poblacion fija de n perso¬ 
nas. Determine una ecuacion diferencial que establezca 
el numero de personas x(t) que ha adoptado la innova¬ 
cion en el tiempo t si se asume que la tasa a la cual se 
difunde la innovacion entre la comunidad es proporcio¬ 
nal, de forma conjunta, a la cantidad de gente que la ha 
adoptado y al resto que no la ha adoptado. 


volume n del agua que se escapa del tanque por segundo 
a cA h \/2gh. donde c (0 < c < 1) es una constante empi- 
rica. Determine una ecuacion diferencial para la altura h 
del agua en el tiempo t para el tanque cubico de la figura 
1.29. El radio del orificio es de 2 pulgadas, g = 32 ft/s 2 . 



Figura 1.29 Tanque cubico 
del problema 13 


14. El tanque conico circular recto que se muestra en la fi¬ 
gura 1.30 pierde agua por un orificio circular localizado 
en el fondo. Determine una ecuacion diferencial para la 
altura del agua h en el tiempo t. El radio del orificio es 
de 2 pulgadas, g = 32 ft/s 2 , y el factor de friccion/con- 
traccion que se presento en el problema 13 es c = 0.6. 


Mezclas 

9. Suponga que un gran tanque mezclador contiene inicial- 
mente 300 galones de agua en la cual se han disuelto 50 
libras de sal. En el tanque se bombea agua pura a una 
velocidad de 3 galones por minuto, y cuando la diso¬ 
lucion esta bien mezclada, se bombea hacia fuera a la 
misma velocidad. Determine una ecuacion diferencial 
para la cantidad A(t) de sal presente en el tanque en el 
tiempo t. iQue es A(0)? 

10. Suponga que un gran tanque mezclador contiene inicial- 
mente 300 galones de agua en la cual se han disuelto 

50 libras de sal. Se bombea otra disolucion salada en el 
tanque a una velocidad de 3 galones por minuto, y cuan¬ 
do la disolucion esta bien mezclada, se bombea hacia 
fuera a una velocidad menor de 2 galones por minuto. 

51 la contraction de la disolucion entrante es de 2 lb/gal, 
determine una ecuacion diferencial para la cantidad Ait) 
de sal presente en el tanque en el tiempo t. 

11. En el problema 10, ^cual sera la ecuacion diferencial si 
la disolucion bien mezclada se bombea hacia fuera a una 
velocidad mayor de 3.5 galones por minuto? 

12. Generalice el modelo presentado en la expresion (8) 
de la pagina 24 asumiendo que el gran tanque contie¬ 
ne inicialmente un numero N 0 de galones de salmuera; 
r entmda y r saiida son l as velocidades de entrada y salida de 
la salmuera, respectivamente (medidas en galones por 
minuto); c entmda es la concentration de sal en el flujo 
de entrada; c(t) es la concentration de sal en el tanque 
asi como en el flujo de salida en el tiempo t (medida en 
libras de sal por galon); y A(f) es la cantidad de sal pre¬ 
sente en el tanque en el tiempo t. 


8 ft 



4 orificio circular Figura 1.30 Tanque conico 
A del problema 14 


Circuitos en serie 

15. Un circuito en serie contiene un resistor y un inductor, 
tal como se muestra en la figura 1.31. Determine una 
ecuacion diferencial para la corriente i(t) si la resistencia 
es R, la inductancia es L, y el voltaje suministrado es 
E(t). 



Figura 1.31 Circuito LR en 
serie para el problema 15 


16. Un circuito en serie contiene un resistor y un capacitor, 
tal como se muestra en la figura 1.32. Determine una 
ecuacion diferencial para la carga q{t) presente en el 
capacitor si la resistencia es R, la capacitancia es C, y el 
voltaje suministrado es E(t). 


Drenado de un tanque 

13. Suponga que esta goteando agua de un tanque a traves 
de un orificio circular con area A,, localizado en el fondo. 
Cuando el agua gotea a traves del orificio, la friction y 
la concentration de la corriente cerca de el reducen el 



Figura 1.32 Circuito RC en 
serie para el problema 16 
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Caida libre y resistencia del aire 

17. Para un movimiento de alta velocidad a traves del aire, 
como el del paracaidista que se muestra en la figura 1.33 
cayendo antes de que su paracafdas se abra, la resisten¬ 
cia del aire es mas cercana a la velocidad instantanea v(f) 
exponencial. Determine una ecuacion diferencial para la 
velocidad v(t) de un cuerpo cayendo con una masa m si 
la resistencia del aire es proporcional al cuadrado de la 
velocidad instantanea. 



Figura 1.33 La resistencia del 
aire es proporcional al cuadrado 
de la velocidad en el problema 17 


vertical a traves del centra de gravedad de la masa, y 
que las unicas fuerzas actuantes sobre el sistema son el 
peso de la masa y la fuerza de recuperation del resorte 
estirado. Aplique la ley de Hooke: la fuerza de recu¬ 
peracion de un resorte es proporcional a su elongation 
total. Determine una ecuacion diferencial para el despla- 
zamiento x(t ) en el tiempo t. 



Segunda ley de Newton y el principio 
de Arquimedes 

18. Un barril cilmdrico de s pies de diametro con peso de 
w lb esta flotando en el agua, como lo muestra la figura 
1.34a). Despues de un hundimiento inicial, el barril exhi- 
be un movimiento oscilante hacia arriba y hacia abajo a 
lo largo de una linea vertical. Mediante la figura 1.34 b), 
determine una ecuacion diferencial para el desplaza- 
miento vertical y(t ) si se considera que el origen esta 
sobre el eje vertical en la superficie del agua cuando el 
barril esta en reposo. Use el principio de Arquimedes: 
la flotabilidad, o la fuerza ascendente del agua sobre el 
barril, es igual al peso del agua desplazada. Asuma que 
la direccion descendente es positiva, que la densidad del 
agua es de 62.4 lb/ft 3 , y que no hay resistencia entre el 
barril y el agua. 



*}y« 


Figura 1.34 Movimiento 
oscilante hacia arriba 
y hacia abajo de un 
barril flotante para el 
problema 18 


Segunda ley de Newton y ley de Hooke 

19. Luego de que una masa m se ata a un resorte, este se es- 
tira s unidades y despues cuelga en reposo en la posicion 
de equilibrio que muestra la figura 1.35A). Despues de 
que el sistema resorte/masa se ha puesto en movimiento, 
hagamos que x(t) denote la distancia dirigida de la masa 
mas alia de la posicion de equilibrio. Tal como indica 
la figura 1.35c), asuma que la direccion descendente es 
positiva y que el movimiento se presenta en linea recta 


Figura 1.35 Sistema resorte/masa del probLema 19 

20. En el problema 19, <raual sera una ecuacion diferencial 
para el desplazamiento x(t) si el movimiento se presenta 
en un medio que imparte una fuerza viscosa, sobre el 
sistema resorte/masa, que es proporcional a la velocidad 
instantanea de la masa y actua en direccion opuesta a la 
del movimiento? 

Segunda ley de Newton y masa variable 

Cuando la masa m de un cuerpo que se mueve a traves de un 
campo de fuerza es variable, la segunda ley de Newton esta- 
blece: si la fuerza neta que actua sobre un cuerpo es diferente de 
cero, entonces la fuerza neta F es igual a la tasa de cambio del 
momentum (cantidad del movimiento) del cuerpo con respecto 
al tiempo. Es decir, 

F = ^(mv)*, (18) 

dt 

donde mv es el momentum (cantidad del movimiento). Aplique 
esta formulation de la segunda ley de Newton en los problemas 
21 y 22. 

21. Una cadena de 10 pies de largo esta enrollada holgada- 
mente sobre el piso. Como lo muestra la figura 1.36, un 
extremo de la cadena se jala verticalmente hacia arriba 
con una fuerza constante de 5 libras. La cadena pesa 1 
lb/ft. Determine una ecuacion diferencial para el peso 

x{t) del extremo localizado por enci- 
ma del nivel del piso en el tiempo t. 
Asuma que la direccion positiva es as¬ 
cendente. 


Figura 1.36 Cadena jalada hacia 
arriba, problema 21 


^Observe que cuando m es constante, es lo mismo que F = ma. 
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22. Una cadena uniforme de longitud L, medida en pies, se 
sostiene verticalmente de manera que el extremo infe¬ 
rior apenas toca el piso como ilustra la 
figura 1.37. La cadena pesa 2 lb/ft. El 
extremo superior sostenido y en reposo 
se suelta en t = 0 y la cadena cae direc- 
to hacia abajo. Ignore la resistencia del 
aire, asuma que la direccion positiva es 
descendente, y permita que x(t) denote 
la longitud de la cadena sobre el piso 
en el tiempo t. Use el hecho de que la 
fuerza neta F, representada en (18) y 
que actua sobre la cadena en el tiempo 
t > 0, es la constante 2 L y muestre que 
una ecuacion diferencial para x(t) es 



Figura 1.37 Cadena 
sostenida verticaLmente, 
problema 22 


(L 


. d 2 x (dx \ 2 

*)uT-(ur) = L s- 


dt 2 


dt J 


Segunda ley de Newton y la ley 
de la gravitacion universal 

23. Por virtud de la ley de Newton de la gravitacion uni¬ 
versal, la aceleracion a de la calda libre de un cuerpo, 
como el del satelite mostrado en la figura 1.38, cayen- 
do desde una gran distancia hacia la superficie terrestre 
no es la constante g. En vez de ello, la aceleracion a 

es inversamente proporcional a 
la distancia elevada al cuadrado 
a partir del centra de la Tierra, 
a = k/r 2 , donde k es la constante 
de proporcionalidad. Para deter- 
minar k, use el hecho de que en 
la superficie terrestre r = R y a 
= g. Si la direccion positiva es 
ascendente, aplique la segunda 
ley de Newton y su ley de la gra¬ 
vitacion universal para encontrar 
una ecuacion diferencial para la 
distancia r. 

24. Suponga que se taladra un orificio hasta el centro de la 
Tierra y que una bola de boliche de masa m se deja caer 
dentro, como lo muestra la figura 1.39. Construya un 
modelo matematico que describa el movimiento de la 
bola. En el tiempo t establezcamos: r indica la distancia 
desde el centro de la Tierra hasta la masa m, M denota la 
masa de la Tierra, M r representa la masa de la portion de 
la Tierra dentro de una esfera con radio r, y S denota la 
densidad constante de la Tierra. 



Tierra de masa M 


Figura 1.38 El satelite 
del problema 23 


superficie 



Figura 1.39 Abertura a traves 
de la Tierra para el problema 24 


Modelos matematicos variados 

25. Teoria del aprendizaje En la teorla del aprendizaje, se 
supone que la velocidad con que se memoriza un tema 
es proporcional a la cantidad de material a memorizar. 
Suponga que M denota la cantidad total de un tema a 
memorizar y que A(t ) es la cantidad memorizada en el 
tiempo t. Determine la ecuacion diferencial para la can¬ 
tidad A(t). 

26. Olvido En el problema 25, asuma que la velocidad a 
la que el material se olvida es proporcional a la cantidad 
memorizada en el tiempo t. Determine una ecuacion di¬ 
ferencial para A{t) cuando se tome en cuenta el olvido. 

27. Inyeccion de un medicamento Cierto medicamento 
se inyecta al torrente sangumeo de un paciente a ve¬ 
locidad constante de r gramos por segundo. Al mismo 
tiempo, el medicamento se elimina a una velocidad que 
es proporcional a la cantidad x{t) presente en el tiempo 
t. Determine una ecuacion diferencial que establezca la 
cantidad x(t). 

28. Tractriz Una persona P, a partir del origen, se mueve 
en direccion del eje x positivo jalando un peso a lo largo 
de la curva C, llamada tractriz, como se muestra en la 
figura 1.40. El peso, inicialmente ubicado en el eje y 
en (0, s), se jala mediante una cuerda de longitud cons¬ 
tante s que se mantiene tensa durante el movimiento. 
Determine una ecuacion diferencial para la ruta que 
sigue el movimiento. Asuma que la cuerda siempre es 
tangente a C. 



Figura 1.40 Curva tractriz 
del problema 28 


29. Superficie reflejante Suponga que cuando la curva 
plana C mostrada en la figura 1.41 gira en torno al eje x 
genera una superficie de revolution con la propiedad de 
que todos los ray os luminosos L paralelos al eje x que 
golpean la superficie se reflejan en un solo punto O (el 
origen). Use el hecho de que el angulo de incidencia es 
igual al angulo de reflexion para determinar una ecua¬ 
cion diferencial que describa la forma de la curva C. Tal 
curva C es importante en aplicaciones que comprenden 
desde la construction de telescopios hasta antenas sate- 
litales, faros de automovil y recolectores solares [Suge- 
rencia: La observation de la figura muestra que podemos 
escribir <f> = 20. ^Por que? Ahora use una identidad tri- 
gonometrica adecuada.] 


1.3 Ecuaciones diferenciales como modelos matematicos 
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Figura 1.41 Superfine reflejante del 
problems 29 


Problemas de analisis 

30. Lea de nuevo el problema 37 en los ejercicios 1.1 y des¬ 
pues ofrezca una solution explfcita P(t) para la ecuacion 
(1). Encuentre una familia de soluciones de un solo pa- 
rametro de (1). 

31. Lea de nuevo la oration que sigue a la ecuacion (3) y 
asuma que T m es una constante positiva. Analice por que 
esperariamos k < 0 en (3) en los casos de enfriamiento 
y calentamiento. Quiza comience por interpretar, diga- 
mos, 7'(t) > T m de una forma grafica. 

32. Lea de nuevo el analisis que condujo a la ecuacion (8). 
Si asumimos que al inicio el tanque contenfa, digamos, 
50 libras de sal, serfa logico pensar, puesto que la sal se 
esta agregando al tanque de forma continua para t > 0, 
que A(t) debe ser una funcion creciente. Con base en la 
ED, pero sin resolverla, analice como podria determinar 
el numero de libras de sal que hay dentro del tanque 
despues de un periodo largo. 

dP 

33. Modelo poblacional La ecuacion diferencial — = 

dt 

(k cos t)P, donde k es una constante positiva, es un mo¬ 
delo de la poblacion humana Pit) de una comunidad de- 
terminada. Plantee una interpretation para resolver esta 
ecuacion, es decir, 6 que' clase de poblacion piensa usted 
que describe la ecuacion diferencial? 

34. Fluido giratorio Como se muestra en la figura 1.42 a), 
un cilindro llenado parcialmente con fluido gira a una 
velocidad angular constante u> alrededor de un eje y 
vertical a traves de su centra. El fluido giratorio es una 
superficie de revolution S. Para identificar S, primero es- 
tablecemos un sistema de coordenadas consistente en un 
piano vertical determinado por el eje y y un eje x trazado 
perpendicular al eje y de manera que la interseccion de 
los ejes (el origen) este situada en el punto mas bajo de 
la superficie S. Despues buscamos una funcion y =f(x), 
la cual representa la curva C de la interseccion entre la 
superficie S y el piano coordinado vertical. Digamos que 
el punto p(x, y) denota la position de una partfcula del 
fluido giratorio de masa m en el piano coordinado. Vea 
la figura \A2b). 

a) En P, hay una fuerza de reaction de magnitud F de- 
bido a las demas particulas del fluido, esta fuerza es 
normal a la superficie S. En virtud de la segunda ley 


de Newton, la magnitud de la fuerza neta que actiia 
sobre la partfcula es mofx. ( ;,Cual es esta fuerza? Use 
la figura 1.426) para analizar la naturaleza y el ori¬ 
gen de las ecuaciones 

F cos 0 = mg, F sen 0 = murx. 




Figura 1.42 Fluido giratorio del problema 34 


b ) Use la parte a) para encontrar una ecuacion diferen¬ 
cial de primer orden que defina la funcion y =f(x). 

35. Caida de un cuerpo En el problema 23, suponga que 
r = R + s, donde 5 es la distancia de la superficie terrestre 
con respecto al cuerpo en cafda. ^Como se transforma la 
ecuacion diferencial obtenida en el problema 23 cuando 
s es muy pequena en comparacion con /?? 

36. Gotas de lluvia cayendo En meteorologfa, el termino 
virga se refiere a la cafda de gotas de lluvia o partfcu- 
las de hielo que se evaporan antes de llegar al suelo. 
Suponga que una gota de lluvia tfpica tiene forma es- 
ferica. Comenzando en algun tiernpo, designado como 
t = 0, una gota de radio r 0 cae de una nube desde el repo- 
so y se empieza a evaporar. 

a) Si se asume que una gota se evapora de tal mane¬ 
ra que su forma sigue siendo esferica, entonces es 
logico suponer que la velocidad a la que ocurre la 
evaporation, es decir, la velocidad con que la gota 
pierde masa, es proporcional a su area superficial. 
Demuestre que este ultimo supuesto implica que la 
velocidad de diminution del radio r de la gota es 
una constante. Encuentre r(t). [Sugerencia: Vea el 
problema 47 en los ejercicios 1.1.] 

b) Si la direction positiva es descendente, construya 
un modelo matematico para la velocidad v de una 
gota de lluvia cayendo en el tiernpo t. Ignore la re- 
sistencia del aire. [Sugerencia: Vea la introduction a 
los problemas 21 y 22.] 

37. Que nieve El “problema del quitanieves” es un clasico 
y aparece en muchos textos sobre ecuaciones diferen- 
ciales, pero quiza se haya hecho famoso gracias a Ralph 
Palmer Agnew: 

“Un dia comenzo a nevar con gran intensidad y en 
forma permamente. Una mdquina quitanieves empezo 
a funcionar a medio dia, a 2 millas durante la primera 
horn y a 1 milla la segunda. que horn comenzo a 
nevar?” 
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Si es posible, encuentre el texto titulado Differential 
Equations, de Ralph Palmer Agnew, McGraw-Hill Book 
Co., y despues analice la construccion y solucion del 
modelo matematico. 

38. Lea de nuevo esta seccion y clasifique cada modelo ma¬ 
tematico como lineal o no lineal. 

39. Dinamica poblacional Suponga que P'{t) = 0.15 Pit) 
representa un modelo matematico del crecimiento de 
cierto cultivo celular, donde Pit) es el tamano del culti- 
vo (medido en millones de celulas) en el tiempo t (me- 
dido en horas). ^Con cuanta rapidez crece el cultivo 


en el tiempo t cuando su tamano llega a 2 millones de 
celulas? 

40. Decaimiento radiactivo Suponga que 
A'(f) = -0.0004332A(Y) 

representa un modelo matematico para el decaimiento 
del radio 226, donde A(t) es la cantidad de radio (medido 
en gramos) restante en el tiempo t (medido en anos). 
^Cuanta cantidad de radio resta en el tiempo t cuando la 
muestra esta decayendo a una tasa de 0.002 gramos por 
ano? 


EJERCICIOS DE REPASO DEL CAPITULO 1 Las respuestas a los problemas impares 

seleccionados comienzan en la pagina RESP-2. 


En los problemas 1 y 2, llene el espacio en bianco y despues 
escriba ese resultado como una ecuacion diferencial lineal de 
primer orden que no tenga el sfmbolo c 1 y cuya forma sea dy/dx 
=f(x, y). Los simbolos c , y k representan constantes. 


1 . 


dx 


c,e = 


2- —(5 + c t e 2x ) = 
dx 


En los problemas 3 y 4, llene el espacio en bianco y despues 
escriba ese resultado como una ecuacion diferencial lineal de 
segundo orden sin los simbolos c 1 y c 2 y que tenga la forma 
F(y, y") = 0. Los simbolos c h c 2 y k representan constantes. 


3. (cq cos kx + c 2 sen kx) = 
d 2 , 

4 . —t (cq cosh kx + c 2 senh kx) = 
dx 


En los problemas 5 y 6, calcule y' y y" y despues combine estas 
derivadas con y como una ecuacion diferencial lineal de segundo 
orden sin los simbolos cq y c 2 y que tenga la forma F(y, y', y") = 
0. Los simbolos rq y c 2 representan constantes. 

5. y = cye x + c 2 xe x 

6. y = cqe'cosx + c 2 e x senx 

En los problemas 7 a 12, haga coincidir cada una de las ecuacio- 
nes diferenciales que se dan con una o mas de estas soluciones: 

a) y = 0, b ) y = 2, c) y = 2x, d)y = 2x 2 . 

7. xy' =2y 8. y' = 2 

9. y' = 2y-4 10. xy' =y 

11. y" + 9y=18 12. xy"-y'=0 

En los problemas 13 y 14 determine por inspeccion al menos 
una solucion de la ecuacion diferencial que se da. 


13. y" = y' 

14. y'=y(y- 3) 

En los problemas 15 y 16, interprete cada enunciado como una 
ecuacion diferencial. 

15. En la grafica de y = <)>(x), la pendiente de la linea tan- 
gente en el punto P(x, y) es la distancia elevada al cua- 
drado desde P(x, y) hasta el origen. 

16. En la grafica de y = <f> (x), la tasa a la que la pendiente 
cambia con respecto aien un punto P(x, y) es la negati- 
va de la pendiente de la linea tangente en P(x, y). 

17. a) Proporcione el dominio de la funcion y = x 2n . 

b) Encuentre el intervalo I de definicion mas amplio 
sobre el que y = x m es una solucion de la ecuacion 
diferencial 3xy' - 2y = 0. 

18. a) Verifique si la familia de un solo parametro y 2 -2y 

= x 2 - x + c es una solucion implicita de la ecuacion 
diferencial (2y - 2)y' =2x - 1. 

b) Encuentre un miembro de la familia de un solo para¬ 
metro dada en la parte a) que satisfaga la condicion 
inicial y(0) =1. 

c) Use el resultado que obtuvo en la parte b) para en- 
contrar una funcion explicita y = f>{x) que satisfaga 
y(0) = 1. Proporcione el dominio de <f>. ^Es y = 
4>(x) una solucion del problema de valor inicial? Si 
es asi, encuentre su intervalo I de definicion; si no, 
explique. 

2 

19. Dado que y = —- + x es una solucion de la ED xy' + 
y = 2x. Encuentre x 0 y el intervalo I mas amplio para el 
cual y(x) es una solucion del problema de valor inicial. 

xy' + y = 2x, y(x 0 ) = 1. 

20. Suponga que y(x) denota una solucion del problema de 
valor inicial y' = x 2 + y 2 , y( 1) = -1 y que y(x) posee al 
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menos una segunda derivada en x = 1. En alguna cerca- 
nia de x = 1, use la ED para determinar si y(x) es cre- 
ciente o decreciente, y si la grafica de y(x) es concava 
ascendente o concava descendente. 

21. Una ecuacion diferencial puede poseer mas de una fami- 
lia de soluciones. 

a) Grafique los diferentes miembros de las familias y = 
4> ,(x) = x 2 + c 1 yy= <f> 2 (x) =-x 2 + c 2 . 

b) Verifique si y = d>j(x) y y = </> 2 (x) son dos solucio¬ 
nes de la ecuacion diferencial no lineal de primer 
orden (y 1 ) 2 = 4x 2 . 

c ) Construya una funcion definida en forma segmen- 
tada que sea solucion de la ED no lineal de la parte 
b) pero que no sea miembro de cualquier familia de 
soluciones de la parte a). 

22. ^Cual es la pendiente de la tangente en la grafica de la 
solucion de y' = 6Vy + 5.x 3 que pasa por (-1,4)? 

En los problemas 23 a 26, verifique si la funcion indicada es una 
solucion particular de la ecuacion diferencial dada. Proporcione 
un intervalo de definition I para cada solucion. 

23. y" + y = 2 cos x - 2 sen x;y = x sen x + x cos x 

24. y" + y sec x; y = x sen x + (cos x) ln(cos x) 

25. x 2 y" + xy' + y = 0; y = sen(ln x) 

26. x 2 y" + xy' + y = sec(ln jc); 

y = cos(ln x) In (cos(ln x)) + (In x) sen(ln x) 


27. La grafica de una solucion de un problema de valor ini- 
cial de segundo orden d 2 y/dx 2 =/(x, y, y'), y(2) = y 0 , y'(2 ) 
= esta dada en la figura 1.43. Utilice esta grafica para 
estimar los valores de y 0 y y,. 


5 


rl-1-1 l/l l X 

/ 5 


-5 -- 

Figura 1.43 Grafica para el problema 27 


28. Un tanque cilmdrico de 2 pies de radio y altura de 10 
pies se llena a su maxima capacidad. Si inicialmente el 
tanque esta lleno de agua, y el agua gotea por un orificio 
circular con radio de y pulgada ubicado en el fondo, 
determine una ecuacion diferencial para la altura h de 
agua en el tiempo t. Ignore la friccion y la contraccion 
de agua en el orificio. 
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C A P I T U L 0 



Ecuaciones diferenciales 
de primer orden 


Estructura del capitulo 


2.1 

Curvas soLucion sin solucion 


2.2 

2.1.1 Campos de direcciones 

2.1.2 Ecuaciones diferenciales autonomas de primer orden 

Variables separables 


2.3 

Ecuaciones lineales 


2.4 

Ecuaciones exactas 


2.5 

Soluciones por sustitucion 


2.6 

Un metodo numerico 


2.7 

Modelos lineales 


2.8 

ModeLos no LineaLes 


2.9 

ModeLacion con sistemas de ecuaciones diferenciales de primer orden 



Ejercicios de repaso del capituLo 2 

_ J 


Iniciamos nuestro estudio de Las ecuaciones diferenciales con ecuaciones de 
primer orden. En este capitulo presentamos Las tres formas en que pueden 
anaLizarse las ecuaciones diferenciales: cuaLitativa, anaLitica y numerica. 

En la seccion 2.1 analizaremos las ecuaciones diferenciaLes (ED) en la forma 
cuaLitativa. Observaremos que con frecuencia una ED puede proporcionarnos in¬ 
formation sobre eL comportamiento de sus soluciones aun cuando no se tenga 
ninguna solucion disponible. En las secciones 2.2, 2.3 y 2.4 anaLizaremos Las 
ED en la forma anaLitica, lo cual significa que estudiaremos tecnicas especiaLi- 
zadas para obtener soluciones expLicitas e impLicitas. En las secciones 2.7 y 2.8 
apLicaremos estos metodos de solucion a algunos de los modelos matematicos 
presentados en la seccion 1.3. Posteriormente, en la seccion 2.6 revisaremos 
una tecnica sencilla para "resolver" una ED en la forma numerica. Elio significa, 
a diferencia del metodo analitico donde las soluciones representan ecuaciones 
o formulas, que es posible utiLizar una ED para estructurar un modo de obtener 
information cuantitativa acerca de una solucion desconocida. 

EL capitulo finaLiza con una introduction a La modeLacion matematica me- 
diante sistemas de ecuaciones diferenciales de primer orden. 
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a ) /(2, 3) = 1.2 es la pendiente del 
elemento lineal en (2, 3) 



tangente 


H-1-1— * 


b ) curva solucion 
que atraviesa (2, 3) 


Figura 2.1 La curva solucion es 
tangente al elemento lineal en 
(2, 3) 


I 

■ Introduction Algunas ecuaciones diferenciales no cuentan con alguna solucion. Por 
ejemplo, no existe una solucion real que satisfaga a (y') 2 +1=0. Algunas ecuaciones dife¬ 
renciales tienen soluciones que pueden encontrarse en forma analftica, es decir, solucio- 
nes de forma explfcita o implfcita encontradas al implementar un rnetodo de solucion para 
una ecuacion especffica. Estos metodos de solucion pueden implicar ciertas manipulacio- 
nes, como sustituciones, y ciertos procedimientos, como la integration. Algunas ecuacio¬ 
nes diferenciales tienen soluciones a pesar de que la ecuacion diferencial no pueda ser 
resuelta en forma analftica. En otras palabras, cuando afirmamos que existe una solucion 
de la ED, no queremos decir que tambien haya un rnetodo de solucion que genera solucio¬ 
nes explfcitas o implfcitas. En el transcurso de los siglos, los matematicos han desarrolla- 
do procedimientos ingeniosos para resolver ecuaciones muy especializadas; entonces no 
sorprende la existencia de un gran numero de ecuaciones diferenciales que pueden resol- 
verse en forma analftica. Aunque estudiaremos algunos de estos metodos de solucion para 
ecuaciones de primer orden en secciones posteriores del capftulo, por el momento supon- 
gamos tener una ecuacion diferencial de primer orden con la forma normal dy/dx =/(x, y) 
y que no podemos encontrar ni inventar un rnetodo para resolverla en forma analftica. Esto 
puede no ser tan malo como podrfa pensarse, dado que en ocasiones la propia ecuacion 
diferencial puede “senalar” detalles acerca del “comportamiento” de sus soluciones. En la 
section 1.2 vimos que siempre que/(x, y) y df/dy satisfacen ciertas condiciones de conti- 
nuidad, es posible responder algunas preguntas cualitativas acerca de la existencia y la 
unicidad de las soluciones. En esta section observaremos que a menudo pueden respon- 
derse otras preguntas cualitativas acerca de las propiedades de las soluciones —digamos, 
£como se comporta una solucion cerca de cierto punto? o ^como se comporta una solu¬ 
cion cuando x —» oo ?— cuando la funcion/depende unicamente de la variable y. 

Iniciamos nuestro estudio de ecuaciones diferenciales de primer orden con dos for¬ 
mas de analizar una ED de manera cualitativa, las cuales nos permiten determinar, 
aproximadamente, la forma que debe tener la curva solucion sin necesidad de resolver 
la ecuacion. 


2.1 Curvas solucion sin solucion 


2.1.1 


Campos de direcciones 


I Pendiente Iniciemos, sin embargo, con un concepto simple de calculo: la derivada 
dyldx de una funcion diferenciable y = y(x) proporciona la pendiente de las lfneas tan- 
gentes en los puntos sobre su grafica. Dado que una solucion y = y(x) para una ecuacion 
diferencial de primer orden dy/dx = /( x, y) es necesariamente una funcion diferenciable 
sobre su intervalo de definition I, tambien debera ser continua en I. De este modo, la co- 
rrespondiente curva solucion sobre I no debera tener discontinuidades y tendra una lfnea 
tangente en cada punto (x, y(x)). La pendiente de la lfnea tangente en (x, y(x)) sobre una 
curva solucion sera el valor de la primera derivada dy/dx en este punto, y esto lo sabemos 
a partir de la ecuacion diferencial:/(x, y(x)). Ahora supongamos que (x, y) representa un 
punto dentro de una region del piano xy sobre la cual se encuentra definida la funcion/. 
El valor/(x, y) que la funcion/asigna al punto representa la pendiente de una lfnea, o 
como lo concebiremos, de un segmento de lfnea denominado elemento lineal. Por ejem¬ 
plo, considere la ecuacion dy/dx = 0.2xy, donde/(x, y) = 0.2xy. Digamos que, en el punto 
(2,3), la pendiente de un elemento lineal es/(2, 3) = 0.2(2)(3) = 1.2. La figura 2.1 a) muestra 
un segmento de lfnea con pendiente 1.2 que pasa por el punto (2, 3). Como ilustra la figura 
2.1 b), si una curva solucion pasa tambien por (2, 3), hara asf tangente a este segmento de 
lfnea; en otras palabras, el elemento lineal es una lfnea tangente en miniatura en este punto. 


I Campo de direcciones Si evaluamos a/de un modo sistematico sobre una cuadrfcula 
rectangular de puntos dentro del piano xy y trazamos un elemento lineal en cada punto (x, y) 
de la cuadrfcula con pendiente fix, y), entonces el conjunto de todos estos elementos lineales 
se denominara campo de direcciones o campo de pendientes de la ecuacion diferencial 
dy/dx =/(x, y). Visualmente, el campo de direcciones senala la apariencia o forma de una 
familia de curvas solucion para la ecuacion diferencial y, en consecuencia, es posible vi- 
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sualizar de manera rapida ciertos aspectos cualitativos de las soluciones —regiones dentro 
del piano, por ejemplo, donde una solucion presente un comportamiento atfpico—. Una 
sola curva solucion que atraviese un campo de direcciones debera seguir el patron de flujo 
del campo; sera tangente a un elemento de linea cuando interseque un punto dentro de la 
cuadrfcula. 


Ejemplo 1 Campo de direcciones 

El campo de direcciones para la ecuacion diferencial dy/dx = 0.2xy mostrado en la figura 
2.2 a) se obtuvo utilizando un programa de computadora en el que se definio una cuadrfcula 
de puntos de 5 X 5 (mh, nh ), siendo m y n enteros, al configurar -5 £ m £ 5, -5 £ n £ 5 
y h = 1. En la figura 2.2 a), advierta que en cualquier punto situado sobre el eje x (y = 0) y el 
eje y (x = 0) las pendientes son/(x, 0) = 0 y/(0, y) = 0, respectivamente, de modo que los 
elementos lineales son horizontales. Ademas, en el primer cuadrante, observe que para un 
valor fijo de x los valores d ef(x, y) = 0.2xy se incrementan a medida que y aumenta; de 
forma similar, para una y fija, los valores dcf(x, y) = 0.2xy aumentan cuando lo hace x. Esto 
significa que a medida que x y y se incrementan, los elementos lineales practicamente se 
vuelven verticales y tienen pendiente positiva (f(x, y) = 0.2 xy > 0 para x > 0, y > 0). En el 
segundo cuadrante \f(x, y)l aumenta cuando \x\ y y se incrementan, y de nuevo los elemen¬ 
tos lineales se vuelven practicamente verticales, pero esta vez tienen pendiente negativa 
(f(x, y) = 0.2xy < 0 para x < 0, y < 0). De izquierda a derecha, imagine una curva solucion 
que inicia en un punto del segundo cuadrante, se desplaza rapidamente hacia abajo, se vuel- 
ve plana a medida que cruza el eje y, y luego, conforme ingresa al primer cuadrante, se 
desplaza rapidamente hacia arriba —en otras palabras, su forma serfa concava hacia arriba, 
similar a una herradura. A partir de esto podrfa deducirse que y —> oo cuando x —» ± oo. 
Ahora bien, en el tercero y cuarto cuadrantes, dado que/(x, y) = 0.2xy > 0 yf(x, y) = 0.2xy 
< 0, respectivamente, la situation se invierte; una curva solucion crece y luego desciende 
conforme nos desplazamos de izquierda a derecha. En la expresion (1) de la section 1.1 
vimos que y = e 0Axl es una solucion explfcita de la ecuacion diferencial dy/dx = 0.2xy; usted 
debera verificar que una familia de soluciones de un parametro para la misma ecuacion esta 
dada por y = ce 0 lxl . Para efectos de comparacion con la figura 2.2 a), algunas graficas repre- 
sentativas de los miembros de esta familia se muestran en la figura 2.2 b). 


Ejemplo 2 Campo de direcciones 

Utilice un campo de direcciones para trazar una curva solucion aproximada para el pro- 
blema de valor inicial dy/dx = sen y, y(0) = — §. 

I Solution Antes de continuar, recuerde que a partir de la continuidad def(x, y) = sen y 
y df/dy = cos y, el teorema 2.1 garantiza la existencia de una sola curva solucion que pasa por 
cualquier punto especificado (jc 0 , y 0 ) en el piano. Nuevamente configuramos nuestro progra¬ 
ma de computadora para una region rectangular de 5 X 5 y especificamos (debido a la con¬ 
dition inicial) puntos en dicha region con separation vertical y horizontal de \ unidad —es 
decir, en puntos ( mh , nh), h = \,my n enteros de forma que -10 £ m £ 10, -10 £ n £ 10. 
El resultado se muestra en la figura 2.3. Dado que el extremo derecho de dy/dx = sen y es 0 
en y = 0 y en y = - it . los elementos lineales son horizontales en todos los puntos cuyas se- 
gundas coordenadas son y = 0 o y = -tt. Resulta logico entonces que una curva solucion que 
cruza el punto inicial (0, — §) presente la forma ilustrada a color en la figura. 

I Creciente y decreciente La interpretation de la derivada dy/dx como una funcion 
que proporciona la pendiente juega el papel principal en la construction de un campo de 
direcciones. A continuation se utilizara otra propiedad de la primera derivada, a saber: si 
dy/dx > 0 (o dy/dx < 0) para toda x en un intervalo 7, entonces la funcion diferenciable y = 
y{x) sera creciente (o decreciente) en I. 
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Figura 2.2 Campo de direcciones 
y curvas solucion 
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Figura 2.3 Campo de direcciones 
para dy/dx = sen y 


Comentarios 


Trazar un campo de direcciones a mano es sencillo pero laborioso; probablemente se 
trata de una de esas tareas sobre las que puede argumentarse que solo se hace una o 
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dos veces en la vida, ya que en terminos generales se lleva a cabo mas eficientemente 
usando un programa de computadora. Previo a las calculadoras, computadoras per- 
sonales y programas de computo, se utilizaba el metodo de isoclinas para facilitar el 
trazado de un campo de direcciones a mano. Para la ED dy/dx =f(x, y), todo miembro 
de la familia de curvas f(x, y) = c, siendo c una constante, se denomina isoclina. Los 
elementos lineales que se trazan a traves de los puntos sobre una isoclina especffica, 
digamos,/(x, y) = c u tienen la misma pendiente c,. En el problema 15 de los ejercicios 
2.1 se le presentaran dos oportunidades de trazar un campo de direcciones a mano. 


2.1.2 


Ecuaciones diferenciales autonomas 
de primer orden 


■ Ecuaciones diferenciales sin variable independiente En la seccion 1.1 dividi- 
mos la categoria de ecuaciones diferenciales ordinarias en dos tipos: lineales y no lineales. 
Ahora consideraremos brevemente otro tipo de clasificacion para las ecuaciones diferencia¬ 
les ordinarias, una clasificacion que es de particular importancia en el analisis cualitativo 
de las ecuaciones diferenciales. Se dice que una ecuacion diferencial ordinaria en la que la 
variable dependiente no aparece explicitamente es autonoma. Si el sfmbolo x identifica a 
la variable independiente, entonces una ecuacion diferencial autonoma de primer orden 
puede expresarse como F(y, y') = 0 o en la forma normal como 


dy 

/tv). (1) 

A lo largo del siguiente analisis asumiremos que/en (1) y su derivada/' son funciones 
continuas de y sobre cierto intervalo I. Las ecuaciones de primer orden 


/GO /(*,)0 

I i 


dy 

dx 


i + y 2 y 


dy 

dx 


0.2xy 


son autonoma y no autonoma, respectivamente. 

Muchas ecuaciones diferenciales que aparecen en aplicaciones o representando modelos 
de leyes fisicas que no cambian con el tiempo son autonomas. Como hemos visto en la sec¬ 
cion 1.3 en un contexto de aplicacion, con frecuencia se utilizan sfmbolos distintos de y y 
x para representar a las variables dependiente e independiente. Por ejemplo, si el tiempo se 
representa como t, entonces el analisis de 


dA 

dt 


= kA, 


dx 

dt 


lex (n + 1 — x), 


dT 

dt 


k(T - T m ), 


dA 1 

— = 6-A, 

dt 100 


donde k, n y 7„, son constantes, muestra que cada ecuacion es independiente del tiempo. Por 
ello, todas las ecuaciones diferenciales de primer orden presentadas en la seccion 1.3 son 
independientes del tiempo y, por lo tanto, autonomas. 


I Puntos criticos Los ceros de la funcion/en la ecuacion (1) son de especial importancia. 
Se dice que un numero real c es un punto critico de la ecuacion diferencial autonoma (1) si 
representa un cero de / es decir, /(c) = 0. Un punto critico tambien se denomina punto de 
equilibrio o punto estacionario. Ahora observe que si sustituimos la funcion constante y(x) = 
c en (1), entonces ambos lados de la ecuacion equivalen a cero. Esto significa que: 


Si c es un punto critico de (1), entonces y(x) = c es una solution constante de la 
ecuacion diferencial autonoma. 

A la solucion constante y(x) = c de (1) se le denomina solucidn de equilibrio; las de equi¬ 
librio son las micas soluciones constantes de (1). 

Como ya se menciono antes, es posible saber cuando una solucion no constante y = y(x) 
de (1) es creciente o decreciente mediante la determinacion del signo algebraico de la deri¬ 
vada dyldx', para el caso de (1), esto se hace al identificar los intervalos sobre el eje y para 
los cuales la funcion/(y) es positiva o negativa. 
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Ejemplo 3 Una ecuacion diferencial autonoma 

La ecuacion diferencial 


* = na ~ bp) - 

donde a y b son constantes positivas, presenta la forma normal dP/dt = f(P), la cual 
equivale a (1) con t y P actuando como x y y, respectivamente y, por lo tanto, es autono¬ 
ma. A partir de/(P) = P(a - bP) = 0, observamos que 0 y alb son puntos crfticos de la 
ecuacion, y en consecuencia las soluciones de equilibrio son Pit) = 0 y P(t) = alb. A1 
colocar los puntos crfticos sobre una linea vertical, dividimos la linea en tres intervalos: 
-oo <P <0, 0 <P < alb, alb < P < oo . Las flechas trazadas sobre la lrnea que se mues- 
tra en la figura 2.4 indican el signo algebraico d ef(P) = P(a - bP) en estos intervalos y si 
una solucion no constante P(t) es creciente o decreciente en un intervalo. La tabla 
siguiente explica la figura. 


ejeP 

a_ 

b 

-- 0 

Figura 2.4 Retrato fase 
de dP/dt = P(a - bP) 


Intervalo 

Signo de/(P) 

Pit) 

Flecha 

(-oo,0) 

negativo 

decreciente 

apunta hacia abajo 

(0, alb) 

positivo 

creciente 

apunta hacia arriba 

(alb, oo) 

negativo 

decreciente 

apunta hacia abajo 


La figura 2.4 se denomina retrato fase de una dimension o simplemente retrato fase 
para la ecuacion diferencial dPIdt = P(a - bP). La linea vertical se denomina linea de 
fase. 


I Curvas solucion Sin tener que resolver una ecuacion diferencial autonoma, por lo 
general es posible obtener informacion importante acerca de sus curvas solucion. Ya que la 
funcion/en (1) es independiente de la variable x, podemos considerar que/esta defmida en 
el intervalo -oo <x< oo o en 0 < x < oo. Ademas, dado que tanto/como su derivada/' 
son funciones continuas de y sobre cierto intervalo I del eje y, las conclusiones fundamen¬ 
tals del teorema 1.1 se mantienen en cierta franja horizontal o region R en el piano xy co- 
rrespondiente a 7, y de esta manera solo una curva solucion de (1) pasa por cualquier punto 
(jco, }'o) en R. Observe la figura 2.5 a). Para efectos del analisis, supongamos que (1) posee 
exactamente dos puntos crfticos, cq y c 2 , y que Cj < c 2 . Las graficas de las soluciones de 
equilibrio y(x) = c l y y(x) = c 2 son lineas horizontales, las cuales segmentan la region R en 
tres subregiones R h R 2 y 77 3 , segun ilustra la figura 2.5 b). Sin comprobarlas, presentamos 
algunas conclusiones que podemos extraer acerca de una solucion no constante y{x) de (1): 
Si (x 0 , y 0 ) se encuentra dentro de una subregion 7?„ i = 1, 2, 3, y y(x) representa una 
solucion cuya grafica cruza por este punto, entonces y(x) permanecera dentro de la 
subregion 77, para toda x. Tal como lo ilustra la figura 2.5 b), la solucion y{x) en R 2 esta 
limitada en la parte inferior por c, y en la parte superior por c 2 , es decir, c, < y(x) < c 2 
para toda x. La curva solucion permanecera dentro de R 2 para toda x debido a que la 
grafica de una solucion no constante de (1) no puede cruzar la grafica de ninguna solu¬ 
cion de equilibrio y(x) = cy o y(x) = c 2 . Revise el problema 33 de los ejercicios 2.1. 
Para efectos de continuidad de /, debemos contar con f(y) > 0 o f(y) < 0 para toda x 
localizada dentro de una subregion 77„ i = 1,2, 3. En otras palabras,/(y) no puede cam- 
biar de signo dentro de una subregion. Revise el problema 33 de los ejercicios 2.1. 
Dado que dyldx =f(y{x)) es positiva o negativa dentro de una subregion 77„ i = 1,2,3, una 
solucion y{x) sera estrictamente monotona —es decir, y(x) sera creciente o decreciente 
dentro de una subregion 77,. Por lo tanto, y(x) no puede ser oscilatoria ni tener un extremo 
relativo (maximo o mmimo). Revise el problema 33 de los ejercicios 2.1. 

Si y(x) esta limitada en su parte superior por un punto crftico (como en una sub- 
region 77j donde y(x) < c 2 para toda x), entonces su grafica debe aproximarse a la 
grafica de la solucion de equilibrio y(x) = c, cuando x —> oo o cuando x -oo. Si y(x) 
se encuentra limitada —esto es, acotada en sus partes superior e inferior por dos pun¬ 
tos crfticos consecutivos (como dentro de una subregion 77 2 donde c, < y(x) < c 2 para 
toda x)—, entonces su grafica debera aproximarse a las graficas de las soluciones de 




Figura 2.5 Las Lineas y(x) = c t 
yy(x) = c 2 dividen a R en tres 
subregiones horizontales 
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li'nea de fase piano tP 


Figura 2.6 Retrato fase y curvas 
solucion en cada una de Las tres 
subregiones 


equilibrio v(x) = c, y v(x ) = c 2 , una cuando x —> oo y la otra cuando x —» -oo . Si y{x) 
esta limitada en la parte inferior por un punto crftico (como en la subregion R 3 , donde 
c 2 < yix) para toda x), entonces su grafica debe aproximarse a la grafica de la solucion 
de equilibrio yix) = c 2 cuando x —> oo o cuando x —* -oo. Vea el problema 34 en los 
ejercicios 2.1. 

Con la information anterior en mente, examinemos de nuevo la ecuacion diferencial 
del ejemplo 3. 


Ejemplo 4 VueLta al ejempLo 3 

Los tres intervalos determinados en el eje P o linea de fase por los puntos crfticos P = 0 
y P = alb ahora corresponded en el piano tP, a las tres subregiones: 

Rp. -oo < P < 0, R 2 : 0 < P < alb, Ry. alb < P < oo, 

donde -oo < t < oo. El retrato fase de la figura 2.4 nos dice que P(t) es decreciente en 
R u creciente en R 2 y decreciente en R 3 . Si P( 0) = P 0 es un valor inicial, entonces, en R h 
R 2 y R 3 tenemos, respectivamente, lo siguiente: 

i ) Para P 0 < 0, P(t) esta acotada por arriba. Dado que Pit) es decreciente, Pit) dis- 
minuye sin acotamiento para t creciente, y de igual modo Pit) —> 0 cuando 
t — » - oo . Esto significa que el eje t negativo, la grafica de la solucion de equi¬ 
librio P(t) = 0, representa una asintota horizontal para una curva solucion. 

ii ) Para 0 < P 0 < alb, P(t ) esta acotada. Como Pit) es creciente, Pit) —> alb cuan¬ 
do t —> oo y Pit) —> 0 cuando t —> - oo . Las graficas de las dos soluciones de 
equilibrio Pit) = 0 y Pit) = alb son lineas horizontales que representan asinto- 
tas horizontales para cualquier curva solucion que inicie en esta subregion. 

iii) Para P 0 > alb. Pit) esta acotada en la parte inferior. Como Pit) es decreciente. 
Pit) —» alb cuando t — > oo . La grafica de la solucion de equilibrio Pit) = alb 
representa una asintota horizontal para una curva solucion. 

En la figura 2.6, la linea de fase es el eje P en el piano tP. Para que resulte mas claro, 
la linea de fase original de la figura 2.4 se reproduce a la izquierda del piano en el cual 
estan sombreadas las subregiones R u R 2 y R 3 . Las graficas de las soluciones de equili¬ 
brio Pit) = a/b y Pit) = 0 (el eje t) se muestran en la figura como lineas discontinuas; 
los trazos solidos representan graficas tipicas de Pit) que ilustran los tres casos recien 
analizados. □ 

En una subregion tal como R, en el ejemplo 4, donde Pit) es decreciente y sin acota¬ 
miento por abajo, necesariamente debemos tener Pit) —> -cxd. No interpretar que esta 
expresion significa que Pit) — » - oo cuando t —* oo ; podriamos tener P(f) — » - cxd cuan¬ 
do t —¥ T, donde T > 0 es un numero fmito que depende de la condicion inicial Pit,)) = P 0 . 
Si pensamos en terminos dinamicos. Pit) podria “dispararse” en tiempo fmito; en termi- 
nos graficos. Pit) podria tener una asintota vertical en t = T> 0. Un comentario similar se 
aplicaria a la subregion K ,. 

La ecuacion diferencial dy/dx = sen y en el ejemplo 2 es autonoma y tiene un numero 
infinito de puntos crfticos dado que sen y = 0 en y = n it, n es un entero. Ademas, ahora 
sabemos que la solucion y(x) que atraviesa (0, - §) esta acotada arriba y abajo por dos 
puntos crfticos consecutivos (-n < yix) < 0) y es decreciente (sen v < 0 para -— < y < 0), 
la grafica de yix) debe aproximarse a las graficas de las soluciones de equilibrio como 
asintotas horizontales: yix) —> -tt cuando x —> oo y yix) —> 0 cuando x —> -oo. 


Ejemplo 5 Curvas solucion de una ecuacion diferencial autonoma 

La ecuacion autonoma dy/dx = (y - l) 2 posee el punto crftico 1. A partir del retrato fase 
de la figura 2.1a), concluimos que una solucion yix) es una funcion creciente en las sub¬ 
regiones - oo < y < I yl <y < cxj , por donde -oo < x < oo. Para una condicion inicial 


40 


CAPITUL0 2 Ecuaciones diferenciales de primer orden 







y(0) = y 0 < I, una solucion y(x) es creciente y esta acotada en su parte superior por 1 y, en 
consecuencia, v(x) —» 1 cuando x —* oo; para y(0) = v 0 > 1, una solucion y(x) sera cre¬ 
ciente y no estara acotada. 

Ahora y(x) = 1 - l/(x + c) es una familia uniparametrica de soluciones para la ecuacion 
diferencial (vea el problema 4 en los ejercicios 2.2). Una condition initial dada determina 
un valor para c. Para las condiciones iniciales, digamos, y(0) = -1 < 1 y y(0) = 2 > 1, encon- 
tramos, a su vez, que y(x) = 1 - l/(x + \ ) y as! y{x) = 1 - l/(x - 1). Como se muestra en las 
figuras 2.1b) y c), la grafica de cada una de estas funciones rationales posee una asmtota 
vertical. Pero tenga presente que las soluciones de los problemas de valor initial 

Y = (y - l) 2 , v(0) = -1 y Y = (y - l) 2 , y(0) = 2 

ax ax 

estan definidas sobre intervalos especiales. Estos intervalos son, respectivamente, 

, , 11 , N 1 

y(x) = 1-r, — < x < oo y y(x) = 1-, —oo < x < 1. 

x + 2 2 x — 1 

En las figuras 2.1b) y c), las curvas solucion son los segmentos de las graficas mos- 
trados en trazo solido. Como lo pronostico el retrato fase, para la curva solucion de la 
figura 2.1b), y(x) —> 1 cuando x —> oo; para la curva solucion de la figura 2.7c), y(x) —> oo 
cuando r^ooa partir de la izquierda. 



a) Lfnea de fase b ) Plano xy c) Plano xv 

y(0) < 1 >-(0) > 1 

Figura 2.7 Comportamiento de soluciones cerca dey = 1 


□ 


I Atractores y repulsores Suponga que y(x) representa una solucion no constante 
de la ecuacion diferencial autonoma dada en (1) y que c es un punto crftico de la ED. 
Basicamente existen tres tipos de comportamiento que y(x) puede exhibir cerca de c. En 
la figura 2.8 hemos colocado a c sobre cuatro lineas de fase verticales. Cuando ambas 
puntas de flecha en cualquier lado del punto senalado como c apuntan hacia c, como en 
la figura 2.8a), todas las soluciones y(x) de (1) que empiezan desde un punto inicial (x 0 , 
y 0 ) lo bastante cerca de c exhiben el comportamiento asintotico lmr, >00 >’(x) = c. Por esta 
razon, se dice que el punto crftico c es asintoticamente estable. Si usamos una analogia 
ffsica, una solucion que inicia cerca de c es parecida a una particula cargada que, en el 
transcurso del tiempo, es arrastrada hacia una particula de carga opuesta; por lo tanto, a c 
tambien se le conoce como atractor. Cuando ambas puntas de flecha en cualquier lado del 
punto rotulado como c apuntan al lado contrario de c, como en la figura 2.8 b), todas las 
soluciones y(x) de (1) que empiezan desde un punto inicial (x 0 , yo) se alejan de c a medida 
que x aumenta. En este caso, se dice que el punto crftico c es inestable. A un punto crftico 
inestable tambien se le llama repulsor, por razones obvias. El punto crftico c ilustrado en 
las figuras 2.8c) y d) no es atrayente ni repelente, pero como c exhibe caracterfsticas tanto 
de un atrayente como de un repelente —es decir, una solucion que empieza desde un punto 
inicial (x 0 , y 0 ) lo bastante cerca de c es atraida hacia c de un lado y repelida del otro—, se 



• ^0 

1 y 0 

1 C ( 

> C < 

1 C ( 

rfo 




a) b ) c ) d ) 


Figura 2.8 EL punto critico c es: 
un atrayente en a), un repelente 
en b), y semiestable en c) y d) 
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Figura 2.9 Campo de direcdones 
para una ecuadon diferendal 
autonoma 


dice que el punto crftico c es semiestable. En el ejemplo 3, el punto crftico b es asintotica- 
mente estable (un atractor) y el punto crftico 0 es inestable (un repulsor). En el ejemplo 
5, el punto crftico 1 es semiestable. 

■ Ecuaciones diferenciales autonomas y campos directores Si una ecuacion di¬ 
fferencial de primer orden es autonoma, entonces observamos, partiendo del lado derecho 
de su forma normal dyldx = f(y), que las pendientes de los elementos lineales que pasan 
por los puntos localizados en el cuadriculado rectangular utilizado para construir el campo 
de direcciones de la ecuacion diferencial dependen unicamente de la coordenada y de los 
puntos. En otras palabras, los elementos lineales que atraviesen los puntos de cualquier 
llnea horizontal deben tener la misma pendiente; las pendientes de los elementos lineales 
ubicados a lo largo de cualquier linea vertical, por supuesto, variaran. Esto se puede apre- 
ciar mediante la observation de la banda gris horizontal y la banda vertical coloreada de la 
figura 2.9. Esta figura exhibe un campo de direcciones para la ecuacion autonoma dyldx = 
2y - 2. Con estos datos en mente, vuelva a examinar la figura 2.3. 


EJERCICIOS 2.1 Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-2. 


2.1.1 


Campos de direcciones 


En los problemas 1 a 4, reproduzca el campo de direcciones 
dado generado por computadora. Despues trace a mano una 
curva solucion aproximada que atraviese cada uno de los pun¬ 
tos indicados. Utilice diferentes lapices de color para cada 
curva solucion. 


1. 


dy 

dx 


x 2 - yr 


a) y(-2) = 1 

c) y( 0) = 2 


b) y( 3) = 0 
d) y(0) = 0 
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Figura 2.11 Campo de direcciones para el probLema 2 


dv 

— = 1 
dx 


a) 

c) 
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y(2) : 


- xy 

0 

2 


b) 

d) 


v(—1) = 0 
y(0) = -4 
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d) y(8) = -4 


Figura 2.12 Campo de direcciones para el probLema 3 
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a) y(-6) = 0 
c) y(0) = -4 
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4. 


dy 

dx 

a) 

c) 


= (sen*) cosy 

y(0) = 1 

}’(3) = 3 


b) y(l) = 0 
d) >’(0) = - 2 
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Figura 2.13 Campo de direcciones para el problema 4 


En los problemas 5 a 12, utilice un programa de computo para 
obtener un campo de direcciones de la ecuacion diferencial 
dada. Trace a mano una curva solucion aproximada que atra- 
viese cada uno de los puntos dados. 


5. y’ = * 

a) y( 0) = 0 

b) y(0) = -3 

7 dy 
7. y—=~x 

dx 

a) y(l) = 1 

b) >’(0) = 4 
dy 

9. — = 0.2* 2 + y 
dx 

a) y(0) = \ 

b) y(2) = -1 

11 . y’ =y 


77 

cos—* 

2 


a) y(2) = 2 

b) y(-l) = 0 


6. y’ = * + y 

a) y(-2) = 2 

b) y(l) = -3 

dy 1 
8 . — = — 
dx y 

a) y(0) = 1 

b) y(-2) = -1 
dy 

10 . — = xe y 
dx 

a) y( 0) = -2 

b) y(l) = 2.5 


12 . 


= 1 


dy 

dx 
a) y\ 


y 

x 


= 2 


b) 


*2 -° 


En los problemas 13 a 14, las figuras dadas representan la gra- 
fica de/(y) y /(*), respectivamente. Trace a mano un campo de 
direcciones sobre una cuadricula adecuada para dy/dx = /(y) 
(problema 13) y despues para dy/dx =/(*) (problema 14). 


13. 



Figura 2.14 Grafica para el problema 13 

14. 



Figura 2.15 Grafica para el problema 14 

15. En las partes a) y b), trace isoclinas/(*, y) = c (vea el 
apartado de Comentarios de las paginas 37 y 38) para 
la ecuacion diferencial dada usando los valores de c in- 
dicados. Construya un campo de direcciones sobre una 
cuadricula y, cuidadosamente, trace ahi los elementos li- 
neales con la pendiente adecuada en los puntos elegidos 
sobre cada isoclina. En cada caso, use este campo direc- 
cional aproximado y trace una curva solucion aproxima¬ 
da para el problema de valor inicial que consiste en la 
ED y la condicion inicial y(0) = 1. 

a) dy/dx = * + y;cesunenteroquesatisfacea-5Sc<5 

b) dy/dx = x 2 + y 2 ; c = | c = 1, c = §, c = 4 

Problemas de analisis 

16. a) Considere el campo de direcciones de la ecuacion 

diferencial dy/dx = *(y - 4) 2 - 2, pero no utilice tec- 
nologia para obtenerlo. Describa las pendientes de 
los elementos lineales presentes en las lmeas * = 0, 
y = 3y = 4yy = 5. 

b ) Considere el problema de valor inicial dy/dx = 
x(y - 4) 2 - 2, y(0) = y 0 , donde y 0 < 4. ^Puede una so¬ 
lucion y(x) —> 00 cuando * —> 00 ? Analice esta pro- 
puesta a partir de la information dada en la parte a). 

17. Para una ED de primer orden dy/dx = /(*, y), una curva 
localizada en el piano definido por/(x, y) = 0 se deno- 
mina isoclina nula de la ecuacion, dado que un elemen- 
to lineal ubicado en un punto de la curva tiene pendiente 
cero. Use un programa de computo para obtener un 
campo de direcciones sobre un cuadriculado rectangular 
de puntos para dy/dx = x 2 - 2y y despues sobreponga la 
grafica de la isoclina nula y - \x 2 en el campo de direc¬ 
ciones. Analice el comportamiento de las curvas solu¬ 
cion en regiones del piano defmidas por y < \x 2 y por 
y > \x 2 . Trace algunas curvas solucion aproximadas. 
Intente generalizar sus observaciones. 


2.1 Curvas solucion sin soLucion 
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30. 


18. a) Identifique las isoclinas nulas (vea el problema 17) 

en los problemas 1, 3 y 4. Con un lapiz de color, 
encierre en un cfrculo cualquier elemento lineal 
presente en las figuras 2.10, 2.12 y 2.13 que usted 
considere pueda ser un elemento lineal en un punto 
sobre una isoclina nula. 

b ) ^Cuales son las isoclinas nulas de una ED autonoma 
de primer orden? 

WrV.wm Ecuaciones diferenciales 

autonomas de primer orden 

19. Considere la ecuacion diferencial autonoma de primer 
orden dy/dx = y - y 3 y la condicion inicial y(0) = y 0 . 
Trace a mano la grafica de una solucion tlpica y(x) cuan- 
do y 0 tiene los valores dados. 

a) y 0 > 1 b) 0 < y 0 < 1 

c) -1 < y 0 < 0 d) y 0 < -1 

20. Considere la ecuacion diferencial autonoma de primer 
orden dy/dx = y 1 - y 4 y la condicion inicial y(0) = y 0 . 
Trace a mano la grafica de una solucion tlpica y(x ) cuan- 
do y 0 tiene los valores dados. 

a) y 0 > 1 b) 0 < v 0 < 1 

c) -1 < y 0 < 0 d) y 0 < -1 

En los problemas 21 a 28, encuentre los puntos crlticos y el re- 
trato fase de la ecuacion diferencial autonoma de primer orden 
dada. Clasifique cada punto crltico como asintoticamente esta- 
ble, inestable o semiestable. Trace a mano las curvas solucion 
tlpicas en las regiones en el piano xy determinadas por las gra- 


ficas de las soluciones de equilibrio. 


dy , 

21. — = f~ 3 y 
dx 

22. 

dy 

, = y ~ r 

dx 


24. 

dy , 

- = 10 + 3y - y 2 
dx 

25. ~ = y 2 (4 — y 2 ) 
ax 

26. 

SX La. 
* 1^ 

II 

'To 

1 

1 

dy 

27. — = yln(y + 2) 
ax 

28. 

dy ye y ~~ 9y 

dx e y 


En los problemas 29 y 30, considere la ecuacion diferencial 
autonoma dy/dx =f(y), donde esta dada la grafica de/. Use 
esta grafica para ubicar los puntos crlticos de cada ecuacion 
diferencial. Trace un retrato fase de cada ecuacion diferencial. 
Bosqueje a mano las curvas solucion tlpicas en las subregiones 
determinadas en el piano xv por las graficas de las soluciones 
de equilibrio. 



Figura 2.16 Grafica para el problema 29 



Figura 2.17 Grafica para el problema 30 

Problemas de analisis 

31. Considere la ED autonoma dy/dx = (2/7r)v - sen y. Deter¬ 
mine los puntos crlticos de la ecuacion, y analice una forma 
de obtener su retrato fase. Clasifique los puntos crlticos 
como asintoticamente estables, inestables o semiestables. 

32. Se dice que un punto crltico c de una ED autonoma de 
primer orden esta aislado si existe algun intervalo abier- 
to que contenga a c pero a ningun otro punto crltico. 
^Puede existir una ED autonoma en la forma dada en (1) 
para la cual todo punto crltico sea no aislado? Analice; 
no es necesario un pensamiento profundo. 

33. Suponga que y(x) es una solucion no constante de la ecua¬ 
cion autonoma dy/dx =f(y) y que c es un punto crltico de 
la ED. Analice. 6 Por que la grafica de v(x) no puede cru- 
zar la grafica de la solucion de equilibrio y = c? (.Por que 
f(y) no puede cambiar de signos en una de las subregiones 
analizadas en la pagina 39? (.Por que y(x) no puede ser os- 
cilatoria o tener un extremo relativo (maximo o mlnimo)? 

34. Suponga que v(x) es una solucion de la ecuacion auto¬ 
noma dy/dx = f{y) y esta acotada en sus partes superior 
e inferior por dos puntos crlticos consecutivos c t < c 2 , 
como en la subregion R 2 de la figura 2.5 b). Si f(y) > 0 en 
la region, entonces llm^^y/x) = c 2 . Analice por que no 
puede existir un numero L <c 2 tal que lim, >00 y(x) = L. 
Como parte de su analisis, considere lo que le sucede a 
y'(x) conforme x —> oo. 

35. Mediante la ecuacion autonoma (1), analice como es 
posible obtener information acerca de donde se ubican 
los puntos de inflexion de una curva solucion. 

36. Considere la ED autonoma dy/dx = y 2 — y — 6. Utilice sus 
ideas sobre el problema 35 y encuentre intervalos en el 
eje y para los cuales las curvas solucion sean concavas 
hacia arriba e intervalos donde tales curvas sean conca¬ 
vas hacia abajo. Analice por que cada curva solucion 
de un problema de valor inicial presentado en la forma 
dy/dx = y 2 -y - 6, y(0) = y 0 , donde -2 < y 0 < 3 tiene un 
punto de inflexion con la misma coordenada y. (i Que es 
esa coordenada y? Trace con cuidado la curva solucion 
para la cual y(0) = -1. Repita para y(2) = 2. 

37. Suponga que la ED autonoma dada en (1) no tiene puntos 
crlticos. Analice el comportamiento de las soluciones. 
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Modelos matematicos 

38. Modelo poblacional La ecuacion diferencial del ejem- 
plo 3 es un reconocido modelo poblacional. Suponga 
que tal ED se cambia a 

dP 

* ~ p( “ p ~ 

donde ay b son constantes positivas. Analice que le su- 
cede a la poblacion P a medida que el tiempo t aumenta. 

39. Velocidad terminal La ecuacion diferencial autonoma 

dv 

m — = me — kv, 
dt 6 

donde k es una constante positiva de proporcionalidad y 
g es la aceleracion debida a la gravedad, es un modelo 
de la velocidad v de un cuerpo de masa m que esta ca- 
yendo bajo la influencia de la gravedad. Como el termi- 
no -kv representa la resistencia del aire, la velocidad de 
un cuerpo que cae desde una gran altura no aumenta sin 
lfmite a medida que aumenta el tiempo t. 

a) Utilice un retrato fase de la ecuacion diferencial 
para encontrar la velocidad limitante, o terminal, del 
cuerpo. Explique su razonamiento. 


b ) Encuentre la velocidad terminal del cuerpo si la 
resistencia del aire es proporcional a v 2 . Vea las pa- 
ginas 26 y 30. 

40. Reacciones qufmicas Cuando se combinan ciertas 
clases de quimicos, la velocidad a la cual se forma un 
nuevo compuesto esta regida por la ecuacion diferencial 
dX 

= % - W - X), 

donde k > 0 es una constante de proporcionalidad y /3 > 
a > 0. Aqui X(t) denota la cantidad en gramos del nuevo 
compuesto formado en el tiempo t. Vea la pagina 24. 

a ) Utilice un retrato fase de la ecuacion diferencial para 
predecir el comportamiento de X cuando t —» oo. 

b) Considere el caso en que a = /3. Utilice un retrato 
fase de la ecuacion diferencial para predecir el com¬ 
portamiento de X conforme t—> oo cuando X(0) < a 
y cuando X(0) > a. 

c ) Compruebe que una solution explfcita de la ED para 
cuando £ = 1 y a = /3 es X(i) = a - l/(f + c). Encuentre 
una solution que satisfaga a X(0) = a/2. Encuentre una 
solution que satisfaga a X(0) = 2a. Grafique estas dos 
soluciones.El comportamiento de las soluciones cuan- 
do t —¥ oo concuerda con sus respuestas de la parte b)2 


I 


se puede resolver por integration. Si g(x) es una funcion continua, al integrar ambos 
lados de (1) se produce la solution y - f g(x) dx = G(x) + c, donde G(x) es una anti- 
derivada (integral indefinida) de g(x). Por ejemplo, si dv/dx = 1 + e 2x , entonces 
y = f (1 + e 2t )dx o y = x + e lx + c. 

I Una definition La ecuacion (1), asi como su metodo de solution, es solo un caso es¬ 
pecial en el que/en dy/dx =f(x, y) es un producto de una funcion de x y una funcion de y. 



2.2 Variables separables 


H Introduction Considere las ecuaciones de primer orden dy/dx =/(x, y). Cuando/no 
depende de la variable y, es decir,/(x, y) = g(x), la ecuacion diferencial 

dy 


dx 


= gC^) 


( 1 ) 


Observe que al dividir entre la funcion h(y), una ecuacion separable se puede expresar 
como 

p(y) -y = g(x), ( 2 ) 

dx 

donde, por conveniencia, hemos denotado 1 /h(y) mediante p(y). En esta ultima forma 
podemos darnos cuenta de inmediato que (2) se reduce a (1) cuando h(y) = 1. 

Ahora, si y = 4>(x) representa una solution de (2), debemos tener p((/>(x))</>'(x) = g(x) 
y, por lo tanto, 


p{4>(xj)4>' (x) dx 


g{x) dx. 


(3) 


2.2 Variables separates 
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Pero dy = <f>' (x) dx v entonces (3) sera lo mismo que 


3 


Al resolver ecuaciones 
diferenciales de primer 
orden, utilice solo una 
constante. 


p(y) dy 


g(x) dx o H(y) = G(x) + c. 


(4) 


donde H(y) y G( x) son antiderivadas de p(y) = I /h(y) y g(x), respectivamente. 

I Metodo de solucion La ecuacion (4) seiiala el procedimiento empleado para resol¬ 
ver ecuaciones separables. Una familia de soluciones de un parametro, dada por lo general 
en forma implfcita, se obtiene al integral' ambos lados de p(y)dy = g(x) dx. 

No hay necesidad de usar dos constantes en la integracion de una ecuacion separable, 
porque si escribimos H(y) + r, = G(x) + c 2 , entonces la diferencia de c, - c 2 puede reem- 
plazarse por una sola constante c, como en la expresion (4). En muchos casos a lo largo 
de los capftulos siguientes, renombraremos las constantes de una forma que convenga a 
cada ecuacion. Por ejemplo, los multiplos de constantes o las combinaciones de constan¬ 
tes algunas veces pueden reemplazarse por una sola constante. 


Ejemplo 1 Resolution de una ecuacion diferencial separable 

Resuelva (1 + x) dy - y dx = 0. 

I Solution Si dividimos entre (1 + x)y, podremos escribir dy/y = dxK I + x), a partir de 
lo cual se deduce que 

dy dx 

. y J i + x 


ln|y| = In 11 + x| + c. 


y — e ln |l +d + c i — g ln |l+-'1 . g c i me 


= [1 + xle c ‘ 

= ±e c >(l + x). 


f|i + x\ = l + x, xa?-i 
l|i + ^| = -(i + x), X<~1 


Si se renombra ±e r > como c entonces se tiene v = c(l + x). 

I Solucion alternativa Como cada integral da como resultado un logaritmo, una 
eleccion cuidadosa de la constante de integracion serfa In I c I en lugar de c. Al escribir de 
nuevo la segunda linea de la solucion como In ly I = In I I + x I + In IcI es posible combinar 
los terminos del lado derecho mediante las propiedades de los logaritmos. A partir de In 
I v I = In lc(l +x)l, podemos obtener inmediatamente y = c(l +x). Aun cuando las integrates 
indefinidas no sean todas logaritmos, todavfa puede resultar ventajoso usar In I c I. Sin em¬ 
bargo, no se puede dar una regia. 

En la section 1.1 estudiamos que una curva solucion puede ser solo un segmento o un 
arco de la grafica de una solucion implfcita G(x, y) = 0. 


Ejemplo 2 Curva solucion 

dy x 

Resuelva el problema de valor inicial — = —, v(4) = —3. 

dx y 

I Solucion Al escribir de nuevo la ecuacion como y dy = -x dx obtenemos 


ydy = 


xdx 


/ _ 

2 2 Cy 


Podemos escribir el resultado de la integracion como x 2 + y 2 = c 2 al reemplazar la cons¬ 
tante 2c, por c 2 . Esta solucion de la ecuacion diferencial representa una familia de cfrcu- 
los concentricos centrados en el origen. 

Ahora, cuando x = 4, y = -3, de forma que 16 + 9 = 25 = c 2 . Por lo tanto, el problema 
de valor inicial determina el cfrculo 2 + y 2 = 25 con radio de 5. Debido a su simplicidad. 
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podemos resolver esta solucion implfcita para obtener una solucion explfcita que satis- 
faga la condition inicial. En el ejemplo 3 de la seccion 1.1, vimos esta solucion como 
v = 4 * 2<X) 0 • Una curva solucion es la grafica de una 

funcion diferenciable. En este caso, la curva solucion sera el semici'rculo inferior, mos- 
trado a color en la figura 2.18, que contiene al punto (4, -3). 

I Perdida de una solucion Debemos tener cuidado al separar variables, dado que los 
divisores de las variables pueden ser cero en algun punto. En particular, si r es un cero de 
la funcion h(y), sucede entonces que la sustitucion de y = r en dyldx = g(x)h(y ) convierte 
a ambos lados en cero; en otras palabras, y = r es una solucion constante de la ecuacion 
diferencial. Pero despues de separar las variables, observe que el lado derecho de dylh(y) 
= g(x) dx no esta definido en r. En consecuencia, y-r puede no mostrarse en la familia de 
soluciones que se obtenga luego de aplicar la integracion y simplification. Recuerde, tal 
solucion se denomina solucion singular. 



Figura 2.18 Curva solucion para el 
problema de valor inicial del ejemplo 2 


Ejemplo 3 Perdida de una solucion 

Resuelva dyldx = y 2 -4. 


Solucion Escribimos la ecuacion en la forma 
dy 


Y 


- 4 


= dx o 


- 2 


+ 2 


dy = dx. 


(5) 


En (5), la segunda ecuacion es el resultado de usar fracciones parciales en el lado iz- 
quierdo de la primera ecuacion. Al integrar y aplicar las leyes logarftmicas se tiene 


— Inly — 21 —-Inly + 21 = x + c, 

4 - 4 


o In 


y + 2 


= 4 x + c 2 o 


y + 2 


Aqui hemos reemplazado 4 c 1 por c 2 . Por ultimo, despues de reemplazar e c2 por c y resol¬ 
ver la ultima ecuacion para y, se obtiene la familia de soluciones de un parametro 

1 + ce Ax 

>’ = 2 --( 6 ) 


1 


ce 


Ahora, si factorizamos el lado derecho de la ecuacion diferencial como dyldx = (y - 2)(y 
+ 2) sabremos, por el analisis realizado en la seccion 2.1, que y = 2 y y = -2 son dos solu¬ 
ciones constantes (de equilibrio). La solucion y = 2 es miembro de la familia de solucio¬ 
nes definidas por (6) que corresponden al valor c = 0. No obstante, v = -2 es una solucion 
singular; no se puede obtener a partir de (6) para ninguna election del parametro c. Esta 
ultima solucion se perdio en las primeras etapas del proceso de solucion. Una revision de 
(5) indica con claridad que debimos excluir a y = ±2 en estos pasos. 


Ejemplo 4 Problema de valor inicial 

Resuelva el problema de valor inicial 

dy 

cos x(e 2y — y) — = e y sen 2x, y(0) = 0. 


Solucion Al dividir la ecuacion entre e y cos x se tiene 

e 2y — y sen 2x 
-- —dy = - dx. 


cos x 


Antes de integrar, usamos una division adecuada de terminos en el lado izquierdo y la 
identidad trigonometrica sen 2x = 2 sen x cos x en el lado derecho. Entonces 


integracion por partes —> 


(e y — ye y ) dy 


2 


sen.rrfv 


produce 


e y + ye y + e y = —2cosx + c. 


(7) 


2.2 Variables separables 


47 





















y 



Figura 2.19 Curvas de nivel de 
G(x, y) = c, donde G(x, y) = e y + ye~ y 
+ e _y + 2 cos x 


y 



Figura 2.20 Curvas de nivel de c 
= 2 y c = 4 



Figura 2.21 SoLudones de (9) 
definidas por segmentos 


La condicion inicial y = 0 cuando x = 0 implica que c = 4. Por lo tanto, una solucion del 
problema de valor inicial es 


e y + ye y + e y = 4 — 2cosx. (8) □ 

M Uso de computadoras En el recuadro de Comentarios incluido al final de la seccion 
1.1 mencionamos que puede resultar dificil usar una solucion implicita G(x, y) = 0 para 
encontrar una solucion explfcitay = c/>(x). La ecuacion (8) muestra que la tarea de resolver 
y en terminos de x puede presentar mas problemas que la ardua labor de intercambiar sfm- 
bolos —jesto simplemente no es posible!— Soluciones implicitas como la (8) son un poco 
frustrantes; ni la grafica de la ecuacion ni el intervalo sobre el cual una solucion que satis- 
faga y(0) = 0 esta definida son evidentes. El problema de “ver” cual es la apariencia de una 
solucion implicita puede superarse en algunos casos mediante la tecnologia. Una forma de 
hacerlo* es utilizar la aplicacion de graficos de contomo de un sistema computacional al- 
gebraico (CAS, por sus siglas en ingles). Recuerde de sus conocimientos de calculo multi- 
variable que para una funcion de dos variables z = G(x, y), las curvas bidimensionales 
definidas por G(x, y) = c, donde c es constante, se llaman curvas de nivel de la funcion. Con 
ayuda de un CAS, en la figura 2.19 ilustramos algunas curvas de nivel de la funcion G(x, y) 
= e y + ve~ y + e~ y + 2 cos x. La familia de soluciones definidas por la expresion (7) son las 
curvas de nivel G(x, y) = c. La figura 2.20 ilustra, a color, la curva de nivel G(x, y) = 4, 
la cual representa la solucion particular (8). La otra curva mostrada en la figura 2.20 es la 
curva de nivel G(x, y) = 2, y es el miembro de la familia G(x, y) = c que satisface a 
y(ir/ 2) = 0. 

Si una condicion inicial lleva a una solucion particular mediante la determinacion de un 
valor especffico del parametro c en una familia de soluciones para una ecuacion diferencial 
de primer orden, es natural que la mayorfa de los estudiantes (y profesores) se relajen y 
conformen con esto. No obstante, quiza una solucion de un problema de valor inicial no 
sea linica. En el ejemplo 4 de la seccion 1.2 vimos que el problema de valor inicial 

X = V /2 ’ >’(0) = 0, (9) 

ax 

tiene al menos dos soluciones, y = 0 y y = x 4 /16. Ahora estamos en position de resolver 
la ecuacion. Al separar las variables e integrar y 1/2 dx = xdx resulta 


2y m = y + «■ o ? = + 

Cuando x = 0, entonces y = 0 y, por lo tanto, necesariamente c = 0. Luego, y = x 4 /16. La 
solucion trivial y = 0 se perdio al dividir entre y 1/2 . Ademas, el problema de valor inicial 
(9) posee infmitamente mas soluciones, puesto que para cualquier option del parametro 
a a 0, la funcion definida en segmentos 

JO, x < a 

y \(x 2 — a 2 ) 2 / 16, x a a 

satisface tanto la ecuacion diferencial como la condicion inicial. Vea la figura 2.21. 


Comentarios 


0 Si g es una funcion continua sobre un intervalo I que contiene a x 0 entonces, con base 
en el teorema fundamental del calculo, tenemos 


d_ 

dx . 


En otras palabras. 


g{t) dt = g(x). 

0 

g(t) dt es una antiderivada de la funcion g. Hay ocasiones en 


*En la seccion 2.6 analizamos otros tipos de procedimientos basados en el concepto de un metodo numerico. 
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que esta forma es conveniente. Por ejemplo, si g es continua sobre un intervalo 7 que 
contiene a x 0 , entonces la solucion del problema simple de valor inicial dyldx = g(x), 
y(x o) = y 0 , defmido en /, estara dada por 


y(x) 


Jo + 


g(t) dt. 



Debera comprobar esto por usted mismo. Dado que una antiderivada de una funcion 
continua no siempre se puede expresar en terminos de funciones elementales, quiza 
esto sea lo mejor que podremos hacer para obtener una solucion explicita de un proble¬ 
ma de valor inicial. 

ii ) En algunos de los ejemplos anteriores vimos que en una familia de soluciones de un 
parametro para una ecuacion diferencial de primer orden la constante se puede renom- 
brar cuando sea conveniente. Ademas, facilmente puede suceder que dos individuos 
que resuelven la rnisma ecuacion de manera correcta obtengan expresiones diferentes 
en sus respuestas. Por ejemplo, mediante separacion de variables, podemos mostrar que 
las familias de soluciones de un parametro para la ED (1 + y 2 )dx + (1 + x 2 )dy = 0 son 


x + y 

arctan x + arctan y = c o -— = c. 

1 — xy 


Conforme avance por las siguientes secciones, tenga en cuenta la probabilidad de 
que las familias de soluciones sean equivalentes en el sentido de que una familia puede 
obtenerse a partir de otra, ya sea mediante aplicacion de algebra y trigonometrfa o por 
volver a nombrar la constante. Yea los problemas 27 y 28 en los ejercicios 2.2. 


EJERCICIOS 2.2 Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-2. 


En los problemas 1 a 22, resuelva la ecuacion diferencial dada 
mediante separacion de variables. 


dy 

1. — = sen 5x 
dx 

3. dx + e 3x dy = 0 
dy 


2. *-<,+ y 

ax 

4. dy — (y — ifdx = 0 


5. x 


dx 


7 dy 
7. — = e 

dx 


% 

dy 

6. — + 2xy 2 = 0 
dx 

,3x + 2 y 

dy 

8. e x y—= e~ y + 
dx 


-2x—y 


dx 

9. vlnx — = 

dy 


10 . 


dy 


dx 


' y + i 

X 

11. cscy dx + sec 2 x dy = 0 

12. sen 3 xdx + 2ycos 3 3x<7y = 0 

13. (e v + 1 fe~ y dx + (e x + 1 fe~ x dy = 0 

14. x(l + y 2 ) l/2 dx = y(l + x 2 ) l/2 dy 


2 y + 3 N2 
4x + 5, 


dS , r , 

15. — = kS 
dr 

dP , 

17. — = P - P 2 
dt 

dy xy + 3x — y 

19. — = 


d(Q 

is- ^ = KQ- 7 °) 

18. — + N = Nte ,+ 1 
dt 


20 . 


dx xy — 2x + 4y — 8 
dy xy + 2y — x — 2 
dx xy — 3y + x — 3 


21. — = xV 1 - v 2 22. (e x + e~ x ) — = y 2 
dx ' dx 

En los problemas 23 a 28, encuentre una solucion implicita y 

una explicita para el problema de valor inicial dado. 


dx /i \ / i \ 

23. — = 4(x 2 + 1), x(7t/4) = 1 
dt 


dy y 2 - 1 

24. — = - 


dx 


f 


y(2) = 2 


25 - x 2 -^ = y~xy, y(-l) = -1 
dy 5 

26. ~ + 2, - 1. ,(») - J 

A / Q 

27. V1 - y 2 dx - Vl - x 2 dy = 0, y(0) = — 

28. (1 + x 4 )dy + x(l + 4 y 2 )dx = 0, _y(l) = 0 

29. a) Encuentre una solucion del problema de valor ini¬ 

cial consistente en la ecuacion diferencial del ejem¬ 
plo 3 y las condiciones iniciales y(0) = 2, y(0) = -2, 
J(?)=l- 

b ) Encuentre la solucion de la ecuacion diferencial del 
ejemplo 4 cuando In c t se utiliza como la constan¬ 
te de integracion situada en el lado izquierdo de la 
solucion y 4 In cq es reemplazada por In c. Despues 
resuelva los mismos problemas de valor inicial de la 
parte a). 
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30. 


Encuentre una solucion de x 
los puntos indicados. 


dy 

dx 


= y 2 — y que atraviese 


a) (0,1) b) (0,0) c) (M) d) (2,|) 


31. Encuentre una solucion singular del problema 21 y del 
problema 22. 

32. Demuestre que una solucion implicita de 

2x sen 2 y dx - (x 2 + 10) cos y dy = 0 
esta dada por ln(x 2 + 10) cosec y = c. Encuentre las so- 
luciones constantes, si las hubiera, que se hayan perdido 
en la solucion de la ecuacion diferencial. 


Con frecuencia un cambio radical en la forma de la solucion 
de una ecuacion diferencial corresponde a un cambio muy 
pequeno en la condicion inicial o en la propia ecuacion. En 
los problemas 33 a 36, encuentre una solucion explfcita para 
el problema de valor inicial dado. Utilice una herramienta de 
graficacion para trazar la grafica de cada solucion. Compare 
cada curva solucion en las inmediaciones de (0, 1). 

33. y- = (y ~ l) 2 , ><0) = 1 

dx 

34. C y = {y~ l) 2 , ><0) = 1.01 
dx 

dy 

35. — = (y - l) 2 + 0.01, y(0) = 1 
dx 

dy 

36. , = (y - l) 2 - 0.01, y(0) = 1 


37. Toda ecuacion autonoma de primer orden dyldx =f(y) es 
separable. Encuentre las soluciones explfcitas y\(x), 
y 2 (x), y 3 (x) y y A (x) de la ecuacion diferencial dyldx = y — 
y 3 que satisfaga, a su vez, las condiciones iniciales y 1 (0) 
= 2, v 2 (0) = \, y 3 (0) = y y 4 (0) = -2. Use una herra¬ 
mienta de graficacion para trazar las graficas de cada 
solucion. Compare estas graficas con las pronosticadas 
en el problema 19 de los ejercicios 2.1. Proporcione el 
intervalo de definicion exacto para cada solucion. 

38. a) La ecuacion diferencial autonoma de primer orden 

dyldx = 1 l(y - 3) no tiene puntos crfticos. No obs¬ 
tante, coloque el 3 sobre una linea de fase y obtenga 
un retrato fase de la ecuacion. Obtenga d 2 yldx 2 para 
determinar donde son concavas hacia arriba las cur- 
vas solucion y donde son concavas hacia abajo (vea 
los problemas 35 y 36 en los ejercicios 2.1). Use el 
retrato fase y la concavidad para trazar a mano algu- 
nas curvas solucion tfpicas. 


b ) Encuentre las soluciones explfcitas y^x), y 2 (x), y 3 (x) y 
y A (x) de la ecuacion diferencial de la parte a) que satis- 
fagan, a su vez, las condiciones iniciales y r (0) = 4, y 3 (0) 
= 2, y 3 (l) = 2 y y 4 (-l) = 4. Bosqueje cada solucion y 
comparela con sus graficas de la parte a). Proporcione 
el intervalo de definicion exacto para cada solucion. 

39. a) Encuentre una solucion explfcita del problema de 
valor inicial 

dy _2x + \ 
dx 2 y 


y{~ 2) = -i. 


b ) Use una herramienta de graficacion para trazar la 
grafica de la solucion de la parte a). Utilice la gra¬ 
fica para calcular el intervalo de definicion / de la 
solucion. 

c) Determine el intervalo exacto I de definicion em- 
pleando metodos analfticos. 

40. Repita las partes a), b ) y c) del problema 39 para el PVI 
que consiste en la ecuacion diferencial del problema 7 y 
la condicion y(0) = 0. 


Problemas de analisis 

41. a) Explique por que el intervalo de definicion de la so¬ 

lucion explfcita y=4> i( x ) del problema de valor ini¬ 
cial del ejemplo 2 es el intervalo abierto -5 <x <5. 

b) ^Es posible que cualquier solucion de la ecuacion 
diferencial atraviese el eje x? ^Considera usted que 
x 2 + y 2 = 1 es una solucion implicita del problema de 
valor inicial dyldx = -x/y, y(l) = 0? 

42. a) Si a > 0, analice las diferencias, si las hubiera, entre 

las soluciones de problemas de valor inicial que 
consistan en la ecuacion diferencial dyldx = x/y y 
cada una de las condiciones iniciales y(a) = a, y(a) 
= -a, y(-a) = a y y(-a) = -a. 

b) ^Tiene solucion el problema de valor inicial dyldx = 
x/y, y(0) = 0? 

c) Resuelva dv/dx = x/y, y(l) = 2 y proporcione el in¬ 
tervalo exacto / de definicion de su solucion. 


43. En los problemas 37 y 38 vimos que toda ecuacion diferen¬ 
cial autonoma de primer orden dyldx =f(y ) es separable. 
( ',Este hecho ayuda en la solucion del problema de valor 

inicial — = A/i + y 2 sen 2 y, y(0) = * ? Analice. Trace 
dx 

a mano una posible curva solucion para el problema. 

44. Sin usar tecnologfa, ( ;como resolverfa usted 

x + x) — = Vy + >’? 
dx 


Ponga en practica sus ideas. 

45. Encuentre una funcion cuyo cuadrado mas el cuadrado 
de su derivada sea 1. 

46. a) La ecuacion diferencial del problema 27 es equiva- 

lente a la forma normal 

dy = / l -y 2 
dx V 1 — x 2 


en la region cuadrada del piano xy definida por 
Ixl < 1, \y I < 1. Pero la cantidad situada baj o el radical es 
positiva tambien en las regiones defmidas por Ixl > 1, 
I y I > 1. En el piano xy, trace todas las regiones para 
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las cuales esta ecuacion diferencial contiene solu- 
ciones reales. 

b ) Resuelva la ED de la parte a) en las regiones defi- 
nidas por IjcI > 1, Ivl > 1. Despues, encuentre una 
solucion implfcita y otra explicita de la ecuacion 
diferencial sujeta a y(2) = 2. 

Modelo matematico 

47. Puente colgante En la ecuacion (17) de la section 1.3 
vimos que un modelo matematico para la forma de un 
cable flexible tendido entre dos soportes verticales es 


dy _ W 
dx 7\’ 


( 10 ) 


donde W denota la portion de la carga vertical total 
entre los puntos P t y P 2 mostrados en la figura 1.26. La 
ED (10) es separable bajo las siguientes condiciones que 
describen un puente colgante. 

Supongamos que los ejes x y y son como indica la 
figura 2.22, es decir, el eje x corre a lo largo de la carre - 
tera horizontal y el eje y atraviesa el punto (0, a), que es 
el punto mas bajo de un cable tendido sobre el tramo de 
puente, y coincide con el intervalo [-LI2, U 2], En el 
caso de un puente colgante, el supuesto acostumbrado 
es que la carga vertical en (10) es solo una carretera uni¬ 
forme distribuida a lo largo del eje horizontal. En otras 
palabras, se asume que el peso de todos los cables es 
insignificante en comparacion con el peso de la carrete¬ 
ra, y que el peso por unidad de longitud de la carretera 
(digamos, libras por pie horizontal) es una constante p. 
Utilice esta information para formular y resolver un 
problema adecuado de valor inicial a partir del cual se 
determine la forma (una curva con ecuacion y=(f> (x)) de 
cada uno de los dos cables tendidos en un puente col¬ 
gante. Exprese su solucion del PVI en terminos de altura 
h y longitud L. Vea la figura 22. 



Tareas para el laboratorio de computo 

48. a) Utilice un programa CAS y el concepto de cur- 
vas de nivel para trazar graficas representativas 
de los miembros de la familia de soluciones de la ecua- 
dy 8x + 5 

cion diferencial — =-;-. Experimente con 

dx 3 y 2 + 1 v 


diferentes cantidades de curvas de nivel, asi como 
con diversas regiones rectangulares definidas por 

b) En ejes coordenados separados, trace las graficas de 
las soluciones particulares que correspondan a las 
condiciones iniciales: y(0) = -1; y(0) = 2; _y(—1) = 4; 
y(-l) = -3. 

49. a) Encuentre una solucion implfcita del PVI: 

(2 y + 2)dy — (4x 3 + 6 x)dx = 0, y(0) = — 3. 

b) Use la parte a) para encontrar una solucion explicita 
y = 4>(x) del PVI. 

c) Considere su respuesta a la parte b) solo como una 
funcion. Utilice una herramienta de graficacion o 
un CAS para trazarla, y despues use la grafica para 
calcular su dominio. 

d) Con ayuda de la aplicacion busqueda de rafces de un 
CAS, determine el intervalo I de definicion mas 
largo aproximado de la solucion y = (f> ( x ) calculada 
en la parte b). Utilice una herramienta de grafica¬ 
cion o un CAS para trazar en este intervalo la curva 
solucion para el PVI. 

50. a) Utilice un CAS y el concepto de curvas de nivel para 

trazar las graficas representativas de los miembros 
de la familia de soluciones de la ecuacion diferencial 
dy *(1 - x) 

— = — -Experimente con diferentes can- 

dr y{—2 + y) 

tidades de curvas de nivel, asf como con diversas 
regiones rectangulares en el piano xy hasta que su 
resultado se parezca a la figura 2.23. 



Figura 2.23 Curvas de nivel para el problema 50 

b) En ejes coordenados separados, trace la grafica de 
la solucion implfcita que corresponda a la condicion 
inicial y(0) = §. Utilice un lapiz de color para definir 
aquel segmento de la grafica que corresponda a la cur¬ 
va solucion de una solucion </> que satisfaga la con¬ 
dicion inicial. Con ayuda de una aplicacion para 
localizar rafces de un CAS, determine el intervalo de 
definicion I mas largo aproximado de la solucion tf>. 
[Sugerencia: Primero encuentre los puntos sobre la 
curva de la parte a) donde la tangente sea vertical.] 

c) Repita la parte b) para la condicion inicial y(0) = -2. 
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2.3 Ecuaciones lineales 


I Introduccion Continuamos con nuestra busqueda de soluciones para ecuaciones 
diferenciales de primer orden, por lo que examinaremos las ecuaciones lineales. Las ecua¬ 
ciones diferenciales lineales son una familia de ecuaciones diferenciales especialmente 
“amistosa” en cuanto a que, dada una ecuacion lineal, ya sea de primer orden o de orden 
superior, siempre hay una buena posibilidad de encontrar alguna clase de solucion de la 
ecuacion que podamos considerar. 


I Una definicion La forma de una ED lineal de primer orden se presento en la ecua¬ 
cion (7) de la section 1.1. Esta forma, el caso en que n = 1 en la expresion (6) de esa sec- 
cion, se reproduce aquf por comodidad. 



Cuando g(x) = 0, se dice que la ecuacion lineal (1) es homogenea; de lo contrario, es 

no homogenea. 


I Forma estandar A1 dividir ambos lados de (1) entre el primer coeficiente a t (x) obte- 
nemos una forma todavfa mas util, la forma estandar de una ecuacion lineal 

dy 

— + P(x)y=f(x). (2) 

dx 

Buscamos una solucion de (2) sobre un intervalo / para el cual ambas funciones, P y f, 
sean continuas. 

En el analisis siguiente, ilustramos una propiedad y un procedimiento y fmalizamos 
con una formula representativa de la forma que toda solucion de (2) debe tener. Pero mas 
que la formula, la propiedad y el procedimiento son importantes, pues estos dos concep- 
tos se aplican tambien a las ecuaciones lineales de orden superior. 


I La propiedad La ecuacion diferencial (2) tiene la propiedad de que su solucion es 
la suma de las dos soluciones, y = y c + y p , donde y c es una solucion de la ecuacion ho¬ 
mogenea asociada 

dy 

— + P(x)y = 0 (3) 

dx 

y y p es una solucion particular de la ecuacion (2) no homogenea. Para apreciar esto, 
observe 


d_ 

dx 


he + y P \ + p {x)hc + y P ] 


dy c , 


'dy„ 

— + P(x)y c 

+ 

U + p(x) A 


■v- - sr~ 

o f{x) 


= /(*)• 


Ahora la ecuacion homogenea (3) tambien es separable. Este hecho nos permite encon¬ 
trar y c si escribimos (3) como 


dy_ 

y 


+ P(x) dx = 0 
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e integramos. A1 resolver para y se tiene y c = ce^ r,x ' dx . Por conveniencia, establezcamos 
y c = cy^x), donde y, = e r^ p<x,dx . El hecho es que dy x ldx + P(x)y l = 0 sera de utilidad des¬ 
pues para determinar y p . 


I El procedimiento Ahora podemos calcular una solution particular de la ecuacion (2) 
mediante un procedimiento conocido como variation de parametros. La idea basica es 
encontrar una funcion u de manera que y p = u{x)y x (x) = u(x) e^ Pix)dx sea una solution de (2). 
En otras palabras, nuestro supuesto para y p es el mismo que para y c = cy t (x) salvo que c es 
reemplazada por el “parametro variable” u. A1 sustituir y p = uy l en (2) se tiene 


regia del producto 

I 

+ P(x)uyi = f(x) o 

dx ax 


cero 

i 

dy i . , 

— + P(x)y l 


du . , 

+ yi~r= f(x) 

ax 


asi que 


dU N 

yi-r /(*)• 

dx 


A1 separar las variables e integrarlas despues se tiene 

f(x ) 

du = —— dx y u — 




/(*) 

VlW 


dx. 


Con base en la definition de yi(x), vemos que l/vi(-r) = e^ F{x)dx . Por lo tanto, 

' fix) 


y P = «>’i 


yM 


dx \ e -S p M dx = e~W x)dx 


e^ x)dx f(x) dx. 


y = y c + y„ = ceS*®* + e~^ dx 


eS p(x)dx f{x) dx. 


(4) 


En consecuencia, si (2) tiene una solution, debe ser de la forma (4). Por otro lado, com- 
probar que (4) constituye una familia de soluciones de un parametro de la ecuacion (2) 
es un ejercicio facil. 

No se debe memorizar la formula dada en (4). Existe una forma equivalente pero mas 
sencilla para resolver (2). Si (4) se multiplica por 



e SP(x)dx 

(5) 

y despues 

e iPx)dx y = c + 

. 

e^ x)dx f{x) dx 

(6) 

se deriva, 

— [eFW-fc-y] = 
dx L 

e f p W dx f(x), 

(7) 

obtenemos + p^ e {P{x)dx y = 

dx 

A1 dividir el ultimo resultado entre * se obtiene (2). 

(8) 


I Metodo de solution El metodo recomendado para resolver (2) consiste en rea¬ 
lidad en (6)-(8) desarrollado en sentido inverso. En otras palabras, si (2) se multiplica 
por (5), se obtiene (8). El lado izquierdo de (8) se conoce como la derivada del producto 
de e^ x) dx por y. Esto nos da (7). Despues integramos ambos lados de (7) para obtener 
la solution (6). Debido a que podemos resolver (2) mediante la integration despues de 
multiplicar por , esta funcion se conoce como factor integrante de la ecuacion 

diferencial. Por conveniencia, resumimos estos resultados. Nuevamente, enfatizamos que 
no debe memorizar la formula (4), sino cada vez realizar el siguiente procedimiento. 
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SoLucion de una ecuacion Lineal de primer orden 


0 Convierta una ecuacion lineal de la forma (1) a la forma estandar (2), y des¬ 
pues determine P(x) y el factor integrante e^ p(x> dx . 

ii) Multiplique (2) por el factor integrante. El lado izquierdo de la ecuacion resul- 
tante es automaticamente la derivada del factor integrante y de y: escriba 

[e^^y] = 

y despues integre ambos lados de esta ecuacion. 

_ J 


Ejemplo 1 SoLucion de una ecuacion diferencial Lineal 

dv 

Resuelva '— 3v = 6. 
dx 


I SoLucion Esta ecuacion lineal puede resolverse mediante separation de variables. Por 
otra parte, como la ecuacion ya esta en su forma estandar (2), vemos que el factor integran¬ 
te es * = e~ 3x . Multiplicamos la ecuacion por su factor y observamos que 


dl 

dx 


3e 3x y = 6e 3x es lo mismo que — [e 3j: y] = 6e 


dx 


Cuando se integran ambos lados de la ultima ecuacion se obtiene e "~y ■ 
que una solucion de la ecuacion diferencial es y = -2 + re 3 ', -cso < x < oo. 


Cuando en la expresion (1) a h a 0 y g son constantes, la ecuacion diferencial es auto¬ 
noma. En el ejemplo 1, usted puede comprobar a partir de la forma dy/dx = 3(y + 2) que 
-2 es un punto crftico y que es inestable y un repulsor. Asf, una curva solucion con un 
punto inicial por arriba o abajo de la grafica de la solucion de equilibrio y = -2 se aleja de 
esta lrnea horizontal conforme x aumenta. 

I Constante de integration En el analisis general y en el ejemplo 1 observe que 
hemos hecho caso omiso de una constante de integracion al evaluar la integral indefinida 
en el exponente de e^‘‘ x)dx . Si recuerda las leyes de los exponentes y el hecho de que el 
factor integrante multiplica ambos lados de la ecuacion diferencial, podra estar en condi- 
ciones de responder por que es innecesario escribir fP(x)dx + c. Vea el problema 44 en los 
ejercicios 2.3. 

I Solucion general Suponga de nuevo que en (2) las funciones P y/son continuas 
en un intervalo comun 7. En los pasos que llevan a (4) mostramos que si (2) tiene una 
solucion en 7, tal solucion debe tener la forma dada en (4). Por el contrario, verificar 
que toda funcion de la forma dada en (4) es una solucion de la ecuacion diferencial 
(2) en 7 es un ejercicio de diferenciacion sencillo. En otras palabras, (4) es una fami- 
lia de soluciones de un solo parametro de la ecuacion (2) y toda solucion de (2) defmi- 
da en 7 es miembro de esta familia. En consecuencia, tenemos razones para denominar 
a (4) la solucion general de la ecuacion diferencial en el intervalo 7. Ahora, al expre- 
sar (2) en la forma normal y' = F(x, y) podemos identificar F(x, y) = -P(x)y + fix) y 
dF/dy = -P(x). A partir de la continuidad de P y /en el intervalo I, se desprende que F 
y dF/dy son tambien continuas en /. Con el teorema 1.1 como justification, concluimos 
que existe una y solo una solucion para el problema de valor inicial 

7 - + p(x) y = /M> y( x o) = yo (9) 

dx 

defmido en cierto intervalo 7 0 que contiene a x {] . Pero cuando x 0 esta en /, encontrar una so¬ 
lution de (9) solo es cuestion de encontrar un valor apropiado de c en (4); es decir, a cada x 0 
en I le corresponde una c distinta. En otras palabras, el intervalo 7 0 de existencia y unicidad 
expresado en el teorema 1.1 para el problema de valor inicial (9) es el intervalo entero 7. 
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Ejemplo 2 Solucion general 

dy 

Resuelva x-4v = x e\ 

dx 

I Solucion Al dividir entre x obtenemos la forma estandar 

dy 4 . 

-f-y=xV. (10) 

dx x 

A partir de esta forma identificamos P(x) = -4/x y fix) = x 5 e* y observamos que P y/son 
continuas en (0, oo). Por lo tanto, el factor integrante es 

podemos usar In x en lugar de In I x I dado que x > 0 

i 

£—4 fdx/x — £-41nA- _ ^lnx 4 _ ^.-4 

Aquf hemos usado la identidad basica b ,og t N = N, N> 0. Ahora multiplicamos (10) por x -4 , 

x~ 4 -f -4x~ 5 y = xe*, y obtenemos — [x^ 4 )/] = xe*. 

dx ' dx 

De la integration por partes se deduce que la solucion general definida en (0, oo) es 

x*y = xe*-e* + cov = xV - xV + cx 4 . 


Salvo en el caso de que el primer coeficiente sea 1, la reformulacion de la ecuacion 
(1) en la forma estandar (2) requiere que se divida entre afx). Los valores de x para los 
cuales a , (x) = 0 se denominan puntos singulares de la ecuacion. Los puntos singulares 
son potencialmente problematicos. Especfficamente en (2), si P(x) (formada al dividir 
a 0 (x ) entre afx)) es discontinua en un punto, la discontinuidad puede trasladarse a las 
soluciones de la ecuacion diferencial. 


Ejemplo 3 Solucion general 


Encuentre la solucion general de ( x 2 — 9) 


dy 

dx 


+ 


xy = 0. 


I Solucion Escribimos la ecuacion diferencial en la forma estandar 




( 11 ) 


e identificamos P(x) = x/(x 2 - 9). Aunque P es continua en (-oo, -3), en (-3, 3) y en 
(3, oo), debemos resolver la ecuacion en los intervalos primero y tercero. En estos inter- 
valos el factor integrante es 


e fxdx/(p- 9) _ gi f2xdx/(P-9) — giln fr 2 —9| _ \f£■ — 9 


Despues de multiplicar la forma estandar (11) por este factor, obtenemos 

— [\/x 2 — 9y] =0, y al integrar resulta A/.x 2 — 9 y = c. 
dx 


Asf, para x > 3 o x < -3, la solucion general de la ecuacion es 


x 2 - 9. 


□ 


Observe en el ejemplo anterior que x = 3 y x = -3 son puntos singulares de la ecuacion 
y que toda funcion incluida en la solucion general y = c/\/x 2 — 9 es discontinua en 
estos puntos. Por otro lado, x = 0 es un punto singular de la ecuacion diferencial dada 
en el ejemplo 2, pero la solucion general y = xV - x 4 e r + cx 4 es digna de mencionar en 
cuanto a que toda funcion presente en esta familia de un parametro es continua en x = 0 
y esta definida en el intervalo (-oo, oo) y no solo en (0, oo) como se expresa en la solu¬ 
cion. No obstante, la familia y = x 5 ^ - x 4 e x + cx 4 definida en (-oo, oo) no se puede 
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considerar como solucion general de la ED, dado que el punto singular x = 0 sigue oca- 
sionando un problema. Yea el problema 39 en los ejercicios 2.3. 



__ L _ L __ L _i_ 

-4 -2 0 2 4 


Figura 2.24 Algunas soluciones 
de y' +y = x 


Ejemplo 4 Un problema de valor inicial 

dy 

Resuelva el problema de valor inicial-F- y = 

dx 


x, y(0) = 4. 


I Solucion La ecuacion se encuentra en su forma estandar, y P(x) = 1 y f(x) = x son 
continuas en (-oo, oo). El factor integrante es eJ d>: = e x y, por lo tanto, al integrar 

d , [<V] = xe* 
dx 

se obtiene e x y = xe : -e x + c. Resolver esta ultima ecuacion para y produce la solucion general 
y = x - 1 + ce~ x . Pero de la condition inicial se desprende que y = 4 cuando x = 0. Sustituir 
estos valores en la solucion general resulta en c = 5. Por lo tanto, la solucion del problema es 

y = x-l+5e~ x , — oo < x < oo. (12) □ 

Recuerde que la solucion general de toda ecuacion diferencial lineal de primer orden 
es una suma de dos soluciones especiales: y c , la solucion general de la ecuacion homoge- 
nea asociada (3), y y p , una solucion particular de la ecuacion no homogenea (2). En el 
ejemplo 4 identificamos y c = ce~ x y y p = x - 1. La figura 2.24, obtenida con ayuda de una 
herramienta graficadora, muestra a (12) en color remarcado junto con otras soluciones 
representativas de la familia y = x - 1 + ce~ x . Es interesante observar que conforme x se 
hace mas grande, las graficas de todos los miembros de la familia se acercan a la grafica 
de y p =x - 1, la cual se muestra en color negro remarcado en la figura 2.24. Esto se debe 
a que la contribution de y c = ce~ x a los valores de una solucion se vuelve insignificante 
para valores crecientes de x. Decimos que y c = ce~ x es un termino transitorio dado que 
y c —¥ 0 cuando x —» oo. Mientras que este comportamiento no es caracterfstico de todas 
las soluciones generates de ecuaciones lineales (vea el ejemplo 2), la notion de un tran¬ 
sitorio muchas veces resulta importante en problemas aplicados. 


I Coeficientes discontinuos En aplicaciones, los coeficientes P(x) yf(x) incluidos en 
(2) pueden ser continuos por tramos. En el siguiente ejemplo,/(x) es continuo por tramos 
en [0, oo) con una sola discontinuidad, es decir, una discontinuidad de salto (finita) en x = 
1. Resolvemos el problema en dos partes correspondientes a los dos intervalos sobre los 
cuales/esta defmida. Entonces es posible agrnpar las dos soluciones en x = 1 de manera 
que y(x) sea continua en [0, oo). 



Figura 2.25 La/(x) discontinua 
mencionada en el ejemplo 5 


Ejemplo 5 Un problema de valor inicial 

dy 

Resuelva — + y = f(x), y(0) = 0 donde /(x) = 
dx 

I Solucion La grafica de la funcion discontinua/se muestra en la figura 2.25. 
Resolvemos la ED para y(x) primero en el intervalo 0 < x < 1 y despues en el intervalo 
1 < x < oo. Para 0 < x £ 1 tenemos 

dy d 

— + y = 1 o, de manera equivalente, — [e x y\ = e*. 
dx dx 


(l, 0 < x < 1 

\0, x > 1. 


Al integrar esta ultima ecuacion y resolver para y se tiene y = 1 + c t e x . Dado que y(0) = 0, 
debemos tener q = -1 y, por lo tanto, y = 1 - e7 x , 0 < x < 1. Luego, para x > 1, la ecuacion 


dy 

dx 


+ y = 0 


lleva a y = c 2 e x . En consecuencia, podemos escribir 


(1 - e~ x , 0 < x < 1 
\c 2 e x , x > 1. 
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Si recurrimos a la definition de continuidad en un punto, es posible determinar c 2 de ma- 
nera que la funcion anterior sea continua eni= 1. El requerimiento de que lfrrq ^ 1+ y(x) 
= y(l) implica que c 2 e _1 = 1 - e~ l o c 2 = e - 1. Como se ve en la figura 2.26, la funcion 


f 1 - e~ x , 0 < x < 1 
\(e — l)e~ x , x > 1. 


(13) 


y 



es continua en [0, oo). 

Vale la pena considerar a (13) y a la figura 2.26 un poco mas; le recomendamos leer y 
resolver el problema 42 en los ejercicios 2.3. 


Figura 2.26 Grafica de la funcion 
en (13) 


H Funciones definidas por integrales Algunas funciones simples no poseen anti- 
derivadas que sean funciones elementales, y las integrales de estas clases de funciones se 
llaman no elementales. Por ejemplo, quiza haya visto en calculo que fe xl dx y /sen x 2 dx 
son integrales no elementales. En matematicas aplicadas, algunas funciones importantes 
estan definidas en terminos de integrales no elementales. Dos funciones de este tipo son la 
funcion de error y la funcion de error complementaria: 


erf(jc) 



erfc(x) 



(14) 


Dado que ( 2j\fjr ) 


r dt = 1 a partir de (14) se observa que la funcion de error 


J o 

erfOc) y la funcion de error complementaria erfc(x) estan relacionadas mediante erf’(x) 
+ erfc(.r) = 1. Debido a su importancia en areas como probabilidad y estadfstica, la fun¬ 
cion de error se ha tabulado ampliamente. Observe que erf(0) = 0 es un valor funcional 
evidente. Los valores de erf(x) tambien se pueden encontrar mediante un CAS. Antes de 
trabajar en el siguiente ejemplo, se le recomienda volver a leer la section i) del apartado 
Comentarios incluido al final de la section 2.2. 


Ejemplo 6 La funcion de error 

d\ 

Resuelva el problema de valor initial —-2 xy = 2, y(0) = 1. 

dx 


I Solution Dado que la ecuacion ya esta en su forma estandar, vemos que el factor in¬ 
tegrate es e x , y a partir de 


— [e r ] = 2e * obtenemos y = 2^ 
dx 


e ''dt + ce x \ 


(15) 


J o 


Al aplicar y(0) = 1 a la ultima expresion se tiene que c = 1. Por lo tanto, la solution al 
problema es 


y = 2ti 2 


e r dt + e* 2 = 


e?\_\ + \4 : erf(x)]. 


J o 

La grafica de esta solution, mostrada en color en la figura 2.27 entre otros miembros de la 
familia definida por (15), se obtuvo con ayuda de un sistema computacional de algebra. □ 



Figura 2.27 Algunas sotuciones 
de y' - 2 xy = 2 


I Uso de computadoras Algunos sistemas computacionales algebraicos son capaces 
de producir soluciones explicitas para ciertas clases de ecuaciones diferenciales. Por ejem¬ 
plo, para resolver la ecuacion y' + 2y = x, usamos los comandos de entrada 

DSolve[y'[x] + 2 y[x] == x, y[x], x] (en Mathematica) 

y dsolve(diff(y(x), x) + 2*y(x) = x, y(x)); {en Maple) 

Traducido a simbolos estandar, el resultado de cada programa es 

1 1 — 2 x 

y = -1— x + ce 2 . 

4 2 
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Comentarios 


0 En ocasiones, una ecuacion diferencial de primer orden no es lineal en una varia¬ 
ble pero lo es en la otra. Por ejemplo, la ecuacion diferencial 

dy _ 1 

dx x + y 2 

no es lineal en la variable y, pero su recfproco 


dx 

dy 


X + V 2 o 



y 


2 


se reconoce como lineal en la variable x. Debera verificarse que el factor integrante 
e f ( - 1)dy = e~ y y la integration por partes produzcan una solucion impllcita de la pri- 
mera ecuacion: x = -y 2 -2y-2 + ce y . 

if) Debido a que los matematicos pensaron que eran descriptivas, “adoptaron” 
ciertas palabras empleadas en ingenierfa y se las apropiaron. La palabra transito- 
rio, usada antes en esta section, es uno de esos terminos. En analisis futuros, los 
terminos entrada y salida apareceran ocasionalmente. La funcion / incluida en la 
expresion (2) se llama entrada o funcion impulsora; una solucion de la ecuacion 
diferencial para determinada entrada se denomina salida o respuesta. 


EJERCICIOS 2.3 Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-2. 


En los problemas 1 a 24, encuentre la solucion general de la 
ecuacion diferencial dada. Proporcione el intervalo mas largo 
sobre el cual esta definida la solucion general. Determine si 
existe algun termino transitorio en la solucion general. 


dy 

2 . + 2y = 0 

dx 

dy 

4. 3— + 12y = 4 
dx 

6. y' + 2xy = x 3 
8. y' = 2y + x 2 + 5 


dy 

’• i * 5 - v 

3. ± + ,-* 
dx 

5. y' + 3x 1 y = x 2 

7. x 2 y' + xy = 1 

dy dy 

9. x- — y = xsenx 10. x -h 2y = 3 

dx " dx 

dy 

11. x -b 4y = x — x 

dx 

, , dy , 

12 . (1 + x) - xy = x + x 2 

dx 

13. x 2 y' + x{x + 2)y = e x 

14. xy' + (1 + x)y = e~'sen2x 

15. ydx - 4(x + y 6 )dy = 0 

16. ydx = (ye v — 2 x)dy 

dy 

1 7 . cos x — + (sen x)y = 1 

dx 

, dy 

18. cos x sen x -h (cos x)y = 1 

dx 

dy 

19. (x + 1) — + (x + 2 )y = 2xe x 

dx 


20. (x + 2f — = 5 - 8y - 4xy 

dx 

dr 

21. -b rsec 6 = cos 9 

d9 

dP 

22. — + 2tP = P + At - 2 
dt 

23. x^+ (3x + l)y = e~ 3x 

dx 

24. (x 2 - 1) — + 2y = (x + l) 2 

dx 

En los incisos 25 a 30, resuelva el problema de valor inicial 
dado. Proporcione el intervalo 1 mas largo sobre el cual esta 
definida la solucion. 

25. xy' + y = e\ y(l) = 2 

26. tj-x = 2y 2 , y(l) = 5 

dy 

di 

27. L -h Ri = E\ /'(()) = i o, L, R, E e i 0 son constantes 

dt 

dT 

28. — = k(T — 7 ra ); 7(0) = T 0 , K, T m y T 0 

dt 

son constantes 
dy 

29. (x + 1) — + y = lnx, v(l) = 10 

dx 

30. y' + (tanx)y = cos 2 x, y(0) = — 1 

En los problemas 31 a 34, siga el procedimiento del ejemplo 5 
para resolver el problema de valor inicial dado. Use una herra- 
mienta graficadora para trazar la funcion continua y(x). 
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31. 


dy 

dx 


dy 


+ 2y = fix), y(0) = 0, donde 


fix) = 


{i 


0 < x < 3 
x > 3 


32. — + y =f(x),y( 0) = 1, donde 
dx 


fix) = 




0 < X < 1 
x > 1 


dy 


33. — + 2xv = fix), y(0) = 2, donde 
dx 


fix) = 


(x, 

to, 


0 < x < 1 

X a 1 


dy 


34. (1 + x 2 )— + 2 xy = f{x), y(0) = 0, donde 
dx 


fix) = 


t: 


0 < X < 1 

X & 1 


35. 


Proceda igual que en el ejemplo 5 para resolver el pro- 
blema de valor inicial y' + P(x)y = 4x, y(0) = 3, donde 


(2, 0 < x < 1 

1 — 2/x, x > 


Use una herramienta graficadora para trazar la funcion 
continua y(x). 


36. Considere el problema de valor inicial y' + e x y =/(x), 
y(0) = 1. Exprese la solucion del PVI para x > 0 como 
una integral no elemental cuando f(x ) = 1. ( ',Cual es la 
solucion cuando/(x) = 0? cuando/(x) = e*? 


37. Exprese la solucion del problema de valor inicial 
y' - 2xy = 1, y(l) = 1, en terminos de erf(x). 


Problemas de analisis 

38. Vuelva a leer el analisis que sigue al ejemplo 1. Cons- 
truya una ecuacion diferencial lineal de primer orden 
para la cual todas las soluciones no constantes se acer- 
quen a la asfntota horizontal y = 4 cuando x —¥ oo . 

39. Vuelva a leer el ejemplo 2 y despues analice, con base 
en el teorema 1.1, la existencia y unicidad de una solu¬ 
cion del problema de valor inicial constituido por xy' 
-4y = xV y la condicion inicial dada. 

a) y(0) = 0 

b ) >’(0) = y 0 , y 0 > 0 

c) y(x 0 ) = y 0 , x 0 > 0, y 0 > 0 

40. Vuelva a leer el ejemplo 3 y despues encuentre la solucion 
general de la ecuacion diferencial en el intervalo (-3, 3). 

41. Vuelva a leer el analisis que sigue al ejemplo 4. Cons- 
truya una ecuacion diferencial lineal de primer orden 
para la cual todas las soluciones sean asintoticas con 
respecto a la linea y = 3x - 5 cuando x —> oo. 

42. Vuelva a leer el ejemplo 5 y despues analice por que es 
tecnicamente incorrecto decir que la funcion expresada 
en (13) es una solucion del PVI presente en el intervalo 
[0, oo). 


43. a) Construya una ecuacion diferencial lineal de primer 

orden de la forma xy' + a 0 (x)y = g(x) para la cual y c 
= c/x 3 y y p = x 3 . Proporcione un intervalo en el cual 
y = x 3 + c/x 3 sea la solucion general de la ecuacion 
diferencial. 

b) Proporcione una condicion inicial y(x 0 ) = y 0 para la 
ED encontrada en la parte a) de manera que la solu¬ 
cion del PVI sea y = x 3 - 1/x 3 . Repita la operation si 
la solucion es y = x 3 + 2/x 3 . Proporcione un interva¬ 
lo de definition / para cada una de estas soluciones. 
Grafique las curvas solucion. (,Hay algun problema de 
valor inicial cuya solucion este definida en (-oo, oo)? 

c) ^Cada PVI que se encuentra en la parte b ) es unico? Es 
decir, ^puede haber mas de un PVI para el cual, diga- 
mos, y=x 3 - 1/x 3 , x en algun intervalo I, sea la solucion? 

44. Al determinar el factor integrante (5), no usamos una 
constante de integration para evaluar JP(x)dx. Explique 
por que usar JP(x)dx + c no tiene efecto sobre la solucion 
de (2). 

45. Suponga que P(x) es continua en algun intervalo / y que 
a es un numero incluido en I. ,'Que se puede decir acerca 
de la solucion del problema de valor inicial y' + P(x)x = 0, 
y(a) = 0? 


Modelos matematicos 

46. Series de decaimiento radiactivo El siguiente sistema 
de ecuaciones diferenciales se encuentra en el estudio 
del decaimiento de un tipo especial de series de elemen- 
tos radiactivos: 


dy 

dt 


A[X - A 2 y, 


donde y \ 2 son constantes. Analice como resolver 
este sistema sujeto a x(0) = x 0 , y(0) = y 0 . Ponga en prac- 
tica sus ideas. 

47. Marcapasos cardiaco Un marcapasos para el corazon 
consta de un interruptor, una baterfa de voltaje constante 
E 0 , un capacitor con capacitancia constante C y el cora¬ 
zon como un resistor con resistencia constante R. Cuando 
el interruptor se cierra, el capacitor carga; cuando el in¬ 
terruptor se abre, el capacitor descarga, enviando un es- 
tfmulo electrico al corazon. Durante el tiempo en que el 
corazon esta siendo estimulado, el voltaje E que pasa por 
el corazon satisface la ecuacion diferencial lineal 


dE 1 

— =- E. 

dt RC 

Resuelva la ED sujeta a E( 4) = E 0 . 


Tareas para el laboratorio de computo 

48. a) Exprese la solucion del problema de valor inicial y' 
- 2xy = -1, y(0) = \Z~ttI2, en terminos de erfc(x). 
b ) Utilice tablas o un CAS para encontrar el valor de 
y(2). Use un CAS para graficar la curva solucion 
para el PVI (-oo, oo). 
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49. a) La funcion integral seno se define mediante 
' sen t 


Si(jvr) = 


dt, donde el integrando esta definido 


J o 


como 1 en t = 0. Exprese la solucion y(x) del proble- 
ma de valor inicial x’y' + 2 x 2 y = 10 sen x, y( 1) = 0, en 
terminos de Si(jtr). 


b ) Utilice un CAS para graficar la curva solucion del 
PVI para x > 0. 

c) Utilice un CAS para encontrar el valor del maximo 
absoluto de la solucion y{x) para x > 0. 

50. a) La integral senode Fresnel sc define mediante .S’(A) = 


sen I — t 2 ) dt. Exprese la solucion v(x) del pro- 
-o V2 / 

blema de valor inicial y' - (sen x 2 )y = 0, y(0) = 5, en 
terminos de S(x). 


b) Use un CAS para trazar la grafica de la curva solu¬ 
cion para el PVI sobre (- 00 , oo). 

c) Se sabe que Six) —» \ cuando x —> oo y Six) —> 
cuando x —> -oo. <,Hacia donde se aproxima la so¬ 
lucion y(x) cuando x —> oo ? cuando x —> - oo ? 


d) Utilice un CAS para encontrar los valores del maximo 
absoluto y del rrunimo absoluto de la solucion v(a). 


2.4 Ecuaciones exactas 


Hi Introduction Aunque la ecuacion diferencial simple ydx + xdy = 0 es separable, 
podemos resolverla de manera altemativa si reconocemos que el lado izquierdo es equiva- 
lente al diferencial del producto de x por y, es decir, ydx + xdy = dixy). A1 integrar ambos 
lados de la ecuacion obtenemos de inmediato la solucion implicita xy = c. 


■ Diferencial de una funcion de dos variables Si z =f(x, y ) es una funcion de dos 
variables con primeras derivadas parciales continuas en una region R del piano xy, enton- 
ces su diferencial (tambien llamado diferencial total) es 


df df 

dz = — dx H- dy. 

dx dy 

Ahora, si/(x, y) = c, a partir de (1) se deduce que 


( 1 ) 


— dx H—— dy = 0. (2) 

dx dy 

En otras palabras, dada una familia de curvas de un parametro fix, y) = c, podemos gene- 
rar una ecuacion diferencial de primer orden al calcular el diferencial. Por ejemplo, si x 2 
- 5xy + y 3 = c, entonces (2) resulta en 


(2x - 5_v) dx + (-5x + 3 y 2 ) dy = 0. (3) 

Para cumplir nuestros propositos resulta mas importante modificar el problema; es decir, 
dada una ED de primer orden como (3), ^podemos reconocer que es equivalente al dife¬ 
rencial dix 2 - 5xy + y 3 ) = 0? 


DEFIN ICI0N 2.3 


Ecuacion exacta 


Una expresion diferencial Mix, y) dx + Nix, y) dy es una diferencial exacta en una 
region R del piano xy si corresponde al diferencial de alguna funcion fix, y). Se dice 
que una ecuacion diferencial de primer orden de la forma 

Mix, y) dx + Nix, y) dy = 0 

es una ecuacion exacta si la expresion del lado izquierdo es una diferencial exacta. 


Por ejemplo, la ecuacion x 1 y 3 dx + x 3 y 2 dy = 0 es exacta, debido a que el lado izquier¬ 
do es J(|.A 3 y 3 ) = x 2 y 3 dx + x 3 yrdy. Observe que si Mix, y) = x?y 3 y Nix, y) = x 3 y 2 , entonces 
dM/dy = 3x 2 y 2 = dN/dx. El teorema 2.1 muestra que la igualdad de estas derivadas 
parciales no es una coincidencia. 
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TEOREMA 2.1 


Criterio para una diferencial exacta 


Digamos que M(x, y) y N(x, y ) son continuos y tienen primeras derivadas parciales 
continuas en una region rectangular R defmida por a < x < b, c <y < d. Entonces, 
una condition necesaria y suficiente para que M{x, y) dx + N(x, y) dy sea una dife¬ 
rencial exacta es 


m 

dy 


BN 

dx 


(4) 


Prueba de la necesidad 

En aras de la sencillez, asumamos que M(x, y) y N(x, y) tienen primeras derivadas par¬ 
ciales continuas para todo (x, y). Ahora, si la expresion M(x, y) dx + N(x, y) dy es exacta, 
existe alguna funcion/de forma tal que para toda x en R, 


df df 

M(x, y) dx + N(x, y) dy = — dx H- dy. 

dx dy 


Por lo tanto. 


M(x, y) 


dx’ 


N(x, y) 


df 

dy’ 


y 

dM _ d f df\ _ d 2 f _ d_( df\ _ dN_ 
dy dy\dxj dydx dx\dyj dx 

La igualdad de las parciales mixtas es consecuencia de la continuidad de las primeras 
derivadas parciales de M(x, y) y N(x, y). □ 


La parte de suficiencia del teorema 2.1 consiste en mostrar que existe una funcion/para 
la cual dfldx = M(x, y) y df/dy = N(x, y) siempre que se cumpla (4). La construction de la 
funcion/refleja en realidad un procedimiento basico para resolver ecuaciones exactas. 


I Metodo de solution Dada una ecuacion de la forma Mix, y)dx + Nix, y)dy = 0, deter¬ 
mine si se cumple la igualdad en (4). Si lo hace, entonces existe una funcion/para la cual 

df , 

— = M{x, y). 
dx 

Podemos encontrar/al integrar M(x , y) con respecto ax, mientras y se mantiene constante: 


f(*,y) = 


M{x, y) dx + g(y). 


(5) 


donde la funcion arbitraria g(y) es la “constante” de integration. Ahora, al derivar (5) con 
respecto a y y asumir df/dy = N(x, y): 


df_ _ _d_ 
dy dy) 


M(x, y) dx + g'(y) = N(x, y). 


Esto da 


g'(v) = N(x, y) ~— 

dyj 


M(x, y) dx. 


( 6 ) 


Por ultimo, integramos (6) con respecto a y y sustituimos el resultado en (5). La solution 
implfcita de la ecuacion es fix, y) = c. 

Aqui resulta pertinente apuntar algunas observaciones. Primero, es importante darse 
cuenta de que en (6) la expresion N(x, y) - (d/dy) f M(x, y) dx es independiente de x, 
debido a que 


d 

dx 


N(x, y) 


d 

dy. 


M(x, y) dx 


dN 

dx 


d 

dy 



M(x, y) dx 


dN _ dM 
dx dy 
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Segundo, tambien podrfamos comenzar el procedimiento anterior con el supuesto de que 
df/dy = N(x, y). Despues de integrar N con respecto a y y diferenciar entonces ese resulta- 
do, encontranamos los analogos de (5) y (6), respectivamente, como 


f(x, y ) 


N(x,y) dy + h(x) y h'(x) = M(x,y) 


d 

dx . 


N(x, y) dy. 


En cualquier caso, ninguna de estas formulas debe memorizarse. 



Observe la forma 
de la solucion. Es 

/(*/ y) = c. 


Ejemplo 1 Solucion de una ecuacion diferenciaL exacta 

Resuelva 2xy dx + (x 2 - 1) dy = 0. 


I Solucion Con M(x, y) = 2xy y N(x, y) = x 2 - 1 tenemos 


dM dN 

-= 2x = —. 

dy dx 

Por lo tanto, la ecuacion es exacta y, en consecuencia, por el teorema 2.1, existe una 
funcion/(x, y) tal que 


df _ df 

= 2xy y — = x 


1 . 


dx dy 

De la primera de estas ecuaciones obtenemos, despues de integral', 

fix, y) = x 2 y + g(y). 


Si tomamos la derivada parcial de la ultima expresion con respecto a v y establecemos el 
resultado igual a N(x, y) resulta 

— = x 2 + g'(y) = x 2 — 1. 
dy 

Se deduce que g'(y) = —1 y g(y) = -y. 

Por consiguiente,/(x, y) = xry - y, y asi la solucion de la ecuacion en forma implfcita es 
x 2 y - y = c. Facilmente puede advertirse que la forma explfcita de la solucion es y = 
c/( I - x 2 ) y esta definida sobre cualquier intervalo que no contenga x = 1 ni x = -1. 


La solucion de la ED del ejemplo 1 no es fix, y) = x 2 - y, sino fix, y) = c; o si utilizamos 
una constante en la integracion de g'iy), podremos escribir la solucion como fix, y) = 0. 
Observe, tambien, que la ecuacion podria resolverse por separation de variables. 


Ejemplo 2 Solucion de una ecuacion diferencial exacta 

Resuelva ie 2y - y cos xy) dx + (2xe 2y - x cos xy + 2y) dy = 0. 

I Solution La ecuacion es exacta debido a que 


dM „ 2v dN 

- = 2e + xy sen xy — cos xy = —. 

dv • dx 

De modo que existe una funcion/(x, y) para la cual 

df df 

M{x,y) = f y N{x,y) = f. 

dx dy 

Para variar, comenzaremos ahora con el supuesto de que df/dy = Nix, y); 


que es, 


— = 2xe 2y — xcos xy + 2y 
dy 


/(x, y) = 2x 


e 2y dy — x 


cos xy dy + 2 


y dy. 
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Recuerde: la razon por la cual x puede aparecer frente al sfmbolo f es que, en la integra- 
cion con respecto a y, se trata a x como una constante ordinaria. De esto se deriva 

f(x,y) = xe 2y — sen xy + y 2 + h(x) 

— = e 2y - ycosxy + h'(x) = e 2y - ycosxy 

por lo tanto, h'(x ) = 0 o h(x) = c. En consecuencia, una familia de soluciones es 

xe 2y - sen xy + y 2 + c = 0 . □ 


Ejemplo 3 Un probLema de valor inicial 

„ , , ,, , , .... dy xy 2 — cosxsenx 

Resuelva el problema de valor inicial — = —---, y(0) = 2. 

dx y(l — x 2 ) 

I Solucion Al escribir la ecuacion diferencial en la forma 

(cos x sen x - xy 2 ) dx + y(l - x 2 ) dy = 0 

reconocemos que la ecuacion es exacta porque 

dM dN 

-= — 2xy = —. 

dy dx 


Ahora 


y = y( i - x*) 

dy 

y 2 

f(x,y) = ~{i - x 2 ) + h{x) 

— = —xy 2 + h'(x ) = cosxsenx — xy 2 . 
dx 


La ultima ecuacion implica que h'(x ) = cos x sen x. Al integrar se obtiene 


h{x) = — (cosx)(— senxdx) = —cos 2 x. 

J 2 

y 2 ^ 1 n ^ ^ 

Por lo tanto, — (1 — x 2 ) — — cos 2 x = c, o y 2 (l — x 2 ) — cos 2 x = c, 


( 7 ) 


donde 2c l se ha reemplazado por c. La condicion inicial y = 2 cuando x = 0 demanda que 
4(1) - cos 2 (0) = c; por lo tanto, c = 3. Una solucion implfcita del problema sera entonces 

y 2 (l - x 2 ) - cos 2 x = 3. 

La curva solucion del PVI forma parte de una interesante familia de curvas y es la 
curva ilustrada a color en la figura 2.28. Las graficas de los miembros de la familia de 
soluciones de un parametro dadas en (7) pueden obtenerse de varias formas, dos de las 
cuales son: mediante programas computacionales para graficar las curvas de nivel, tal 
como se analizo en la seccion anterior, o con una herramienta de graficacion y trazando 
cuidadosamente las funciones explfcitas obtenidas para diferentes valores de c al resolver 
y 2 = (c + cos 2 x)/(l - x 2 ) para y. □ 


I Factores de integracion Recuerde que en la seccion previa a esta vimos que el 
lado izquierdo de la ecuacion lineal y' + P(x)y =/(x) puede transformarse en una derivada 
cuando multiplicamos la ecuacion por un factor integrante. La misma idea basica funciona 
ocasionalmente para una ecuacion diferencial inexacta M(x, y)dx + N(x, y)dy = 0. Es decir, 
a veces podemos encontrar un factor integrante «(x, y) de modo que despues de multipli- 
car, el lado izquierdo de 

fi{x, y)M(x, y)dx + n(x, y)N(x, y)dy = 0 (8) 

es una diferencial exacta. En un intento por encontrar u recunimos al criterio (4) para 
obtener mayor precision. La ecuacion (8) es exacta si, y solo si, (p.M) y = {p.N ) x , donde los 
subindices denotan derivadas parciales. Por la regia del producto de la diferenciacion, la 
ultima ecuacion es lo mismo que /.iM y + fi y M = uN x + /t x N o 

fi x N - = (M y - N x )/x. (9) 


y 



Figura 2.28 Algunas curvas 
solucion presentes en La familia 
y 2 (l - x 2 ) - cos 2 x = c 
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Aunque, M, N, M y , N x son funciones conocidas de x y y, la dificultad para determinar la 
nix, y ) incognita a partir de (9) estriba en que necesitaremos resolver una ecuacion diffe¬ 
rencial parcial. Dado que no estamos preparados para hacerlo, elaboraremos un supuesto 
de simplification. Suponga que u es una funcion de una variable, digamos que u depende 
solo de x. En este caso p x = du/dx y (9) pueden escribirse como 


d/jL 

dx 


My ~ N r 


N 


! x - 


( 10 ) 


Aun seguimos en una situation sin solution si el cociente (M y - N x )/N depende tanto de 
x como de y. No obstante, si despues de efectuar todas las simplificaciones algebraicas 
evidentes resulta que el cociente (M y - N x )/N depende solo de la variable x, entonces 
(10) es separable y lineal. De las secciones 2.2 o 2.3 se deriva que p{x) = e^ (iMy ~ Nx>IN) dx . 
Igualmente, de (9) se deduce que si u depende solo de la variable y, entonces 


dp. N x — M y 
dy M 


(ID 


En este caso, si (N x - M y )/M es una funcion de y solo entonces podremos resolver (11) 
para p. 

Resumimos los resultados para la ecuacion diferencial 


Mix, y) dx + N(x, y) dy = 0. 


( 12 ) 


Si ( M y - N x )/N es una funcion solo de x, entonces un factor integrante para la ecuacion 
(11) es 


( 13 ) 

Si (N x - M,)IM es una funcion solo de y, entonces un factor integrante para la ecuacion 
(11) es 


p{y) = e^-dr^'. 


(14) 


Ejemplo 4 Una ecuacion diferencial no exacta convertida en exacta 

La ecuacion diferencial no lineal de primer orden xy dx + (2x 2 + 3 yr - 20) dy = 0 no es 
exacta. Con las identificaciones M = xy, N = 2X 2 + 3y 2 - 20 encontramos las derivadas 
parciales M y = x y N x = 4 X . El primer cociente de (13) no nos lleva a ningun lado puesto 
que 


My ~ N x 


x — 4x ~3x 

2x 2 + 3y 2 - 20 ~ 2x 2 + 3y 2 ■ 


N 2x l + 3y - 20 2x 2 + 3y 2 - 20 

depende de x y de v. No obstante, (14) produce un cociente que depende solo de y: 


N x ~ My 4 X - x 


M 


xy 


3x _ 3 

xy y 


El factor integrante sera entonces e^ 3dy,y = e ?Aay = e Iny 
dada por p(y) = y 3 la ecuacion resultante es 


= y 3 . Despues de multiplicar la ED 


xy 4 dx + (2x z y 3 + 3y 5 - 20y 3 ) dy = 0. 

El estudiante debera verificar que ahora la ultima ecuacion sea exacta y mostrar, aplican- 
do el metodo introducido en esta seccion, que una familia de soluciones es 

— x 2 y 4 + — v 6 - 5y 4 = c. □ 

2 ' 2 ’ 
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Comentarios 


0 Cuando compruebe la exactitud de una ecuacion, asegurese de que esta es de la 
forma precisa M{x, y ) dx + N(x, y) dy = 0. Algunas veces, una ecuacion diferencial se 
escribe como G{x, y) dx = H(x, y) dy. En este caso, primero escrfbala de nuevo como 
G{x, y) dx - H(x, y) dy = 0, y despues identifique M(x, y) = G(x, y) y N(x, y) = -H(x, y) 
antes de usar (4). 

if) En algunos textos sobre ecuaciones diferenciales, el estudio de las ecuaciones exac- 
tas es anterior al de las ecuaciones diferenciales lineales. Si esto fuera asf, el metodo 
para encontrar factores de integration que se acaba de analizar se puede usar para de- 
rivar un factor integrante para y' + P{x)y =/(x). Al volver a escribir la ultima ecuacion 
en la forma diferencial ( P{x)y —f(x)) dx + dy = 0 vemos que 



P(x). 


A partir de (13) llegamos al factor integrante ya conocido e^‘ (x> dx y usado en la section 2.3. 


EJERCICIOS 2.4 Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-2. 


En los problemas 1 a 20, determine si la ecuacion diferencial 
dada es exacta. Si lo es, resuelvala. 

1. ( 2x - 1 ) dx + (3y + 7) dy = 0 

2. (2x + y) dx - (x + 6y) dy = 0 

3. (5x + 4y) dx + (4x - 8y 3 ) dy = 0 

4. (sen y-y sen x) dx + (cos x + x cos y-y) dy = 0 

5. (2xy 2 - 3 )dx + (2x 2 y + 4)dy = 0 


6. ( 2y-f cos3x 


dx x 

7. (x 2 - y 2 ) dx + (x 2 - 2xy) dy = 0 

y 


dy v , 

+ — — 4x 3 + 3y sen 3x = 0 


8. I 1 + lnjr + —J dx = (1 — In x)dy 

9. (x - y 3 + y 2 sen x) dx = (3xy 2 + 2 y cos x) dy 

10. (x 3 + y 3 ) dx + 3xy 2 dy = 0 

11. (ylny — e~ xy ) dx + + xlny^ dy = 0 

12. (3jry + e>) dx + (x 3 + xe> - 2y) dy = 0 

13. x — = 2xe x — y + 6.r 2 

dx 

( 3 \ dy 3 

14. 1 -+ x — + y = - - 1 


y 


dx 


15. I x 2 y 3 


1 


dX t r. 

— + x 3 y 2 = 0 


1 + 9 x 2 J dy 

16. (5y - 2x)y' - 2y = 0 

17. (tan x - sen x sen y) dx + cos x cos y dy = 0 

18. (2y sen x cos x-y + 2y 1 e xyl ) dx = 

( x - sen 2 x - Axye^ ) dy 

19. (4f 3 y -15 t 1 -y)dt+ (/ 4 + 3y 2 -t)dy = 0 


. 1 1 
20 . | - + - 


I 2 t 2 + y 2 


dt + I ye y + 


1 


t 2 + y 2 


dy = 0 


En los ejercicios 21 a 26, resuelva el problema de valor inicial 
dado. 

21. (x + y) 2 dx + (2xy + x 2 - l) dy = 0, y(l) = 1 

22. (e* + y) dx + (2 + x + ye>) dy = 0, y(0) = 1 

23. (4y + 2t - 5) dt + (6y + 4r- 1) Jy = 0, y(-l) = 2 


24. 


3v 2 ™ t 2 \dy t 

77 + 27 -°’ y(1) = 1 


25. (y 2 cos x - 3x 2 y - 2x) dx + (2y sen x - x 3 + In v) dy = 0, 


26. 


y(0) = e 

1 

IT7 

y(o) = i 


+ cosx — 2xv ] — = y(y + sen x) 
dx 


En los problemas 27 y 28, encuentre el valor de k de manera 
que la ecuacion diferencial dada sea exacta. 

27. (y 3 + fcry 4 - 2x) dx + (3xy 2 + 20jry 3 ) dy = 0 

28. (6xy 3 + cos y) dx + (2kx 2 y 2 - x sen y) dy = 0 

En los problemas 29 y 30, compruebe que la ecuacion dife¬ 
rencial dada no sea exacta. Multiplique la ecuacion diferencial 
dada por el factor integrante indicado n(x, y) y verifique si la 
nueva ecuacion es exacta. Resuelva. 

29. (-xy sen x + 2y cos x) dx + 2x cos x dy = 0; fi(x, y) = xy 

30. (x 2 + 2xy - y 2 ) dx + (y 2 + 2xy - x 2 ) dy = 0; 

H(x, y) = (x + y)~ 2 

En los problemas 31 a 36, resuelva la ecuacion diferencial dada 
encontrando, como en el ejemplo 4, un factor integrante apro- 
piado. 

31. (2y 2 + 3x) dx + 2xy dy = 0 

32. y(x + y + 1) dx + (x + 2y) dy = 0 

33. 6xy dx + (4v + 9X 2 ) dy = 0 
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( 2\ 

34. cosxdx + ^1 + —Jsenxdy = C 

35. (10 - by + e~ 3x ) dx - 2 dy = 0 

36. (y 2 + xy 3 ) dx + {5y 2 - xy + y 3 sen y) dy = 0 


En los ejercicios 37 y 38, resuelva el problema de valor inicial dado 
encontrando, como en el ejemplo4, un factor integrante adecuado. 

37. x dx + tfy + Ay) dy = 0, y(4) = 0 

38. (x 2 + y 2 - 5) dx = (y + xy) dy, y(0) = 1 

39. a) Demuestre que una familia de soluciones unipara- 

metrica de soluciones de la ecuacion 

(4xy + 3X 2 ) dx + (2v + 2x 2 ) dy = 0 
es x 3 + 2 x z y +y 2 = c. 

b) Demuestre que las condiciones iniciales y(0) = -2 y 
y(l) = 1 determinan la misrna solucion implicita. 

c) Encuentre las soluciones explicitas Vi(x) y y 2 (x) de 
la ecuacion diferencial dada en la parte a), de mane- 
ra que y,(0) = -2 y y 2 (l) = 1. Use una herramienta 
graficadora para trazar y t (x) y y 2 (x). 


Problemas de analisis 

40. Considere el concepto del factor integrante usado en los 
problemas 29 a 38. ^Las dos ecuaciones M dx + Ndy = 0 
y fiM dx + /iN dy = 0 son necesariamente equivalentes en 
el sentido de que la solucion de una es tambien solucion 
de la otra? Analice. 


41. Vuelva a revisar el ejemplo 3 y despues analice por que 
podemos concluir que el intervalo de definition de la so¬ 
lucion expllcita del PVI (la curva coloreada de la figura 
2.28) es (-1, 1). 


42. Analice como se pueden encontrar las funciones M{x, y) 
y N(x, y) de manera que cada ecuacion diferencial sea 
exacta. Ponga en practica sus ideas. 


a) M(x, y) dx + I xe^ + 2xy + — J dy = 0 

b) ( x- 3 V 2 d— 9 - ) dx + N(x, y) dy = 0 

V x 2 + yj 


43. Algunas veces las ecuaciones diferenciales se resuelven 
gracias a una idea ingeniosa. Aqui le presentamos un pe- 
queno ej ercicio de ingenio: aunque la ecuacion diferencial 

(x — A/x 2 + y 2 ) dx + y dy = 0 no es exacta, demues¬ 
tre la forma en que el reacomodo (xdx+y dy)/ ViH/ 
= dx y la observation \ d(x 2 + y 2 ) = x dx + y dy pueden 
llevarnos a resolverla. 


44. Verdadero o falso: toda ecuacion separable de primer 
orden dy/dx = g(x)h(y) es exacta. 


Modelo matematico 

45. Cadena cayendo Un segmento de una cadena unifor¬ 
me de 8 pies de longitud esta enredado holgadamente 
alrededor de una clavija situada a la orilla de una pla- 
taforma horizontal elevada, y la parte restante de la ca¬ 
dena cuelga en reposo sobre la orilla de la plataforma. 


Vea la figura 2.29. Asuma que la longitud de la cadena 
colgante es de 3 pies, que la cadena pesa 2 lb/ft, y que la 
direction positiva es hacia abajo. En 1 = 0 segundos, el 
peso de la portion colgante ocasiona que sobre la plata¬ 
forma la cadena se desenrolle suavemente y caiga hacia 
el piso. Si x(t) denota la longitud de la cadena colgante 
que sobresale de la plataforma en el momento t > 0, 
entonces su velocidad es v = dx/dt. Cuando se ignoran 
todas las fuerzas resistivas, es posible demostrar que un 
modelo matematico que relaciona a v con x esta dado 
por 


xv-1- v 2 = 32x. 

dx 

a) Vuelva a escribir este modelo en la forma diferen¬ 
cial. Proceda como en los problemas 31 a 36 y re¬ 
suelva la ED para v en terminos de x encontrando un 
factor integrante adecuado. Encuentre una solucion 
expllcita v(x). 

b) Determine la velocidad a la cual la cadena abandona 
la plataforma. 


clavija 



Figura 2.29 Cadena desenrollandose, probLema 45 

Tareas para el laboratorio de computo 

46. a) La solucion de la ecuacion diferencial 
2.ry 

- dx 

(.X 2 + y 2 ) 2 

es una familia de curvas que se pueden interpretar 
como lineas de corriente de un flujo de fluido en 
torno a un objeto circular cuyo li'mite esta descrito 
por la ecuacion x 2 + y 2 = 1. Resuelva esta ED y ob¬ 
serve que la solucion es/(x, y) = c para c = 0. 

b) Use un CAS para trazar las lineas de corriente para c 
= 0, ±0.2, ±0.4, ±0.6 y ±0.8 en tres formas diferen- 
tes. Primero, use la curva del contorno de un CAS. 
Segundo, resuelva para x en terminos de la variable 
y; trace las dos funciones de y resultantes para los 
valores dados de c, y entonces combine las graficas. 
Tercero, use el CAS para resolver una ecuacion cu- 
bica para y en terminos de x. 


1 + 


2 2 
y ~ x 


(x 2 + V 2 ) 2 


dy = 0 
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.5 Soluciones por sustitucion 


I Introduction Por lo general, resolvemos una ecuacion diferencial al reconocerla 
como cierto tipo de ecuacion (digamos, separable) y llevando a cabo entonces un proce- 
dimiento, constituido por pasos matematicos especlficos para la ecuacion, que produzca 
una funcion que satisfaga la ecuacion. Muchas veces, el primer paso para resolver una 
ecuacion diferencial determinada consiste en transformarla en otra ecuacion diferencial 
mediante una sustitucion. Por ejemplo, suponga que deseamos transformar la ecuacion 
de primer orden dy/dx = f(x, y) mediante la sustitucion de y = g(x, u). donde u se consi- 
dera como una funcion de la variable x. 

Si g posee primeras derivadas parciales, entonces la regia de la cadena da 

dy du 

, = g x {x, u) + g u {x, u) 
dx dx 

Al reemplazar dy/dx por f(x, y) y y por g(x, u) en la derivada anterior, obtenemos la ecua¬ 
cion diferencial de primer orden 

fix, g(x, u)) = g x (x, u) + g„(x, u) Cl ^, 

dx 

que, despues de resolver para du/dx, tiene la forma du/dx = F(x, u). Si podemos determi- 
nar una solucion u = <f> (x) de esta segunda ecuacion, entonces una solucion de la ecua¬ 
cion diferencial original es y = g(x, <p(x)). 

I Ecuaciones homogeneas Si una funcion/posee la propiedad f(tx, ty ) = t"f(x, y) 
para algun numero real a, entonces se dice que/es una funcion homogenea de grado a. 
Por ejemplo,/( jc, y) = x 3 + y 3 es una funcion homogenea de grado 3 dado que 

f(tx, ty) = (tx) 3 + (ty) 3 = t’ix 3 + y 3 ) = t 3 f(x, y), 

mientras qu ef(x, y) = x 3 + v 3 + 1 es considerada no homogenea. Una ED de primer 
orden escrita en la forma diferencial 

M(x, y) dx + Nix, y) dy = 0 (1) 

se dice que es homogenea si ambos coeficientes My N son funciones homogeneas del 
mismo grado. En otras palabras, (1) es homogenea si 

M(tx, ty) = fM(x, y) y N(tx, ty) = fW(x, y). 

Aquf la palabra “homogenea” no significa lo mismo que en la seccion 2.3. 

Si M y N son funciones homogeneas de grado a, tambien podemos escribir 

M(x, y) = xfM( 1, u) y N(x, y) = x n N( I, u), donde u = ytx (2) 

y M(x, y) = y a M(v, 1) y N(x,y) = y a N(v, 1), donde v = x/y (3) 

Vea el problema 31 en los ejercicios 2.5. Las propiedades (2) y (3) sugieren las susti- 
tuciones que se pueden emplear para resolver una ecuacion diferencial homogenea. En 
especffico, cualquiera de las dos sustituciones y = ux o x = vy, donde uyv sean nuevas 
variables dependientes, reducira una ecuacion homogenea a una ecuacion diferencial 
separable de primer orden. Para demostrar esto observe que, como una consecuencia 
de (2), una ecuacion homogenea M(x, y) dx + N(x, y) dy = 0 se puede volver a escribir 
como 



Una ecuacion diferen¬ 
cial lineal de primer or¬ 
den ED a 1 y' + o 0 y = g(x) 
es homogenea cuando 
g(x) = 0. 


x a M(l, u)dx + x a N(l, u)dy = 0 o M(l, u) dx + N(l, u) dy = 0, 

donde u = y/x oy = ux. Al sustituir el diferencial dy = udx + xdu en la ultima ecuacion 
y acomodar terminos, obtenemos una ED separable en las variables u y x: 

M( 1, u) dx + N( 1, u)[u dx + x du] = 0 
[M( 1, u) + uN( 1, u)] dx + xN(\, u) du = 0 
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o 


dx Ml, u) du 

-h-----= 0. 

x M( 1, u) + uN(l, u) 

Nos apresuramos a senalar que la formula anterior no debe memorizarse; en vez de eso, 
el procedimiento debe realizarse en cada ocasidn. La prueba de que las sustituciones x = 
vy y dx = vdy + ydv tambien llevan a una ecuacion separable se sigue en forma semejante 
a partir de (3). 


Ejemplo 1 Solucion de una ecuacion diferencial homogenea 

Resuelva ( x 2 + y 2 ) dx + ( x 2 - xy) dy = 0. 


I Solucion La inspection de M(x, y) = x 1 + y 2 y N(x, y) = x 2 - xy muestra que estos 
coeficientes son funciones homogeneas de grado 2. Si establecemos y = ux, entonces dy = 
udx + x du, por lo que, despues de sustituir, la ecuacion dada se convierte en 

(x 2 + m 2 x 2 ) dx + (x 2 - ux 2 )[u dx + x du] = 0 
x 2 (l + u) dx + x 3 ( 1 - u) du = 0 


1 — u dx 

- du H-= 0 

1 + u x 


1 + u 


dx 

du H-= 0. 

x 


<— division larga 


Luego de la integration, la ultima linea da 

—u + 2 In II + u\ + In Ixl = In Id 


y 

- - + 21n 

x 


l+ y - 

X 


+ In|x| — 111 jc'|. al volver a sustituir it = y/x 


Mediante las propiedades logantmicas, podemos escribir la solucion anterior como 
(x + y) 2 


In 


cx 


= - o (x + y) 2 = cxe y/x . 
x ' 


□ 


Aunque cualquiera de las sustituciones indicadas puede usarse para toda ecuacion di¬ 
ferencial homogenea, en la practica intentamos con x = vy siempre que la funcion M(x, y) 
sea mas simple que N(x, y). Tambien podria suceder que, despues de usar una sustitu- 
cion, nos podamos encontrar con integrales diflciles o imposibles de evaluar en forma 
cerrada; alternar sustituciones puede dar como resultado un problema facil. 

I Ecuacion de Bernoulli La ecuacion diferencial 

dy 

-j- + P( x )y = (4) 

dx 

donde n es cualquier numero real, se llama ecuacion de Bernoulli. Observe que para 
n-0yn = 1, la ecuacion (4) es lineal. Para n A 0 y n d 1, la sustitucion u = y 1 ~ n reduce 
cualquier ecuacion de la forma (4) a una ecuacion lineal. 


Ejemplo 2 Solucion de una ecuacion diferencial de Bernoulli 

dy 

Resuelva x-1- y = xy. 

dx 


I Solucion Primero escribimos de nuevo la ecuacion como 


dy 1 

— + -y 
dx x 


= xy 


2 
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al dividir entre x. Con n = 2, sustituimos luego y = u y 

<— Regia de la cadena 


dy 2 du 


dx dx 

en la ecuacion dada y simplificamos. El resultado es 

du 1 

- u — —x. 

dx x 

El factor integrante para esta ecuacion lineal en, digamos, (0, oo) es 

e Sdx/x _ g-lnx _ gin- 1 " 1 = x ~ l 


Al integrar — [x ! m] = — 1 

dx 

se tiene x~ l u = —x + c o u = -x 2 + cx. Como u = y _1 tenemos y = 1/m, y entonces una 
solucion de la ecuacion dada es y = l /(—Jt 2 + cx). □ 


Observe que no hemos obtenido la solucion general de la ecuacion diferencial origi¬ 
nal no lineal planteada en el ejemplo 2, puesto que y = 0 es una solucion singular de la 
ecuacion. 

Una ecuacion diferencial de la forma 

(5) 

siempre se puede reducir a una ecuacion con variables separables mediante sustitucion 
m = Ax + By + C, B A 0. El ejemplo 3 ilustra esta tecnica. 


■ Reduccion para separation de variables 

dy 

— = f(Ax + 


Ejemplo 3 Un problema de valor inicial 


dy , 

Resuelva el problema de valor inicial — = {-2x + y) - 7, y(0) = 0. 

dx 


I Solucion Si establecemos u = -2x + y, entonces dutchc = -2 + dy/dx , y asf la ecua¬ 
cion diferencial se transforma en 

du , du r. 

— + 2 = m 2 — 7 o — = m 2 — 9. 
dx dx 


La ultima ecuacion es separable. Si usamos fracciones parciales, 

1 1 


du 1 

--ry-- = dx O — 

(u — 3 )(u + 3) 6 


it — 3 u + 3 


du = dx 


e integramos, resulta 

1 u ~ 3 
— In 
6 


u + 3 


= X + Cl o 


u — 3 
u + 3 


— -,6* +6c, _ 

— e — te . i — reemplace e por c 


Al resolver la ultima ecuacion para u y despues volver a sustituir se obtiene la solucion 

3(1 + ce 6 *) „ , 3(1 + ce 6 *) 

« = —-o y = 2x + —-(6) 


1 - ce 


1 - ce" 


Por ultimo, al aplicar la condicion inicial >'(()) = 0 a la ultima ecuacion de (6) resulta 
c = -1. Con ayuda de una herramienta de graficacion, en la figura 2.30 mostramos la 
grafica de la solucion particular 


y 


2x + 


3(1 - e 6x ) 
1 + e 6x 


en color solido junto con las graficas de algunos otros miembros de la familia de solucio- 
nes (6). 


y 



Figura 2.30 Algunas soLuciones 
de y’ = ( -2x +y) 2 - 1 
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EJERCICIOS 2.5 Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-3. 


En los problemas 1 a 14, cada ED es homogenea. 

En los problemas 1 a 10, resuelva cada ecuacion diferencial 
mediante una sustitucion apropiada. 

1. (x — y) dx + xdy = 0 2. ( x + v) dx + xdy = 0 

3. xdx + (y — 2x) dy = 0 4. ydx = 2(x + y) dy 

5. (y 2 + yx) dx - x 2 dy = 0 6. (y 2 + yx) dx + x 2 dy = 0 

x 


= y _ 

dx y + x 


dy x + 3v 

8 . — = -- 

dx 3x + y 


9. — y dx + (x + Vxy) dy = 0 

dy = y + Vx 2 - y 2 , x > 0 


10. x 


dx 


dx 


dx 


dy 1 

15- x— + y = 
dx y 

17. Y = y(xy 2 
dx 


16 . 


dx 


x 2 

y = ey 


1) 


dy 


18. x —— (1 + x)y = xy 2 
dx 


dy 

dt 


19. + y 2 = ty 


1) 


2 dy 


M \ 


23. ^ = (x + y + l) 2 
dx 

^y 

25. — = tan~(x + y) 
dx 


dy 
dx 

28. % = 1 + e y ~ x+s 
dx 


y 


dy 1 — x — 

24. — = - 

dx x + y 

dy 

26. — = sen(x + v) 
dx 


27. — = 2 + Vy - 2x + 3 
dx 


En 29 y 30, resuelva el problema de valor inicial dado. 
dy 

29. — = cos(x + y), y(0) = 7 t/4 

dx 


dy 3x + 2y 

30. — = ---, 

dx 3x + 2y + 2 


y(~ i) = -i 


En los ejercicios 11 a 14, resuelva el problema de valor inicial 
dado. 

11. xy 2 - = y i - x 3 , y(l) = 2 


12. (x 2 + 2y 2 ) — = xy, y(- 1) = 1 

dy 

13. (x + ye ylx ) dx - x<? ,x dy = 0, y(l) = 0 

14. y dx + x(ln x - In y — 1) dy = 0, y( 1) = e 

En los problemas 15 a 22, cada ED es una ecuacion de Bernoulli. 
En los problemas 15 a 20, resuelva cada ecuacion diferencial 
mediante una sustitucion apropiada. 

dy 


20. 3(1 + t 1 )^ t =2ty(y 3 

En los ejercicios 21 y 22, resuelva el problema de valor inicial 
dado. 


21. x 2 — - 2xv = 3/, 

dx 

22. y 1 / 2 -y- + y 3 / 2 = 1, y(0) = 4 

dx 

En los problemas 23 a 30, cada ED es de la forma presentada 
en la expresion (5) de esta seccion. 

En los problemas 23 a 28, resuelva cada ecuacion diferencial 
mediante la sustitucion apropiada. 


Problemas de analisis 

31. Explique por que siempre es posible expresar cualquier 
ecuacion diferencial homogenea M(x, y) dx + N(x, y) 
dy = 0 en la forma 

•E - F ( 

dx \xj 

Podrfa usted empezar demostrando que 

M(x, y) = x a M(l, y/x) y N(x, y) = x a N{ 1, y/x). 

32. Escriba la ecuacion diferencial homogenea 

(5x 2 - 2y 2 ) dx-xy dy = 0 
en la forma dada en el problema 31. 

33. a) Determine dos soluciones singulares para la ED del 

problema 10. 

b) Si la condicion inicial y(5) = 0 es como se establece 
en el problema 10, entonces <;,cual sera el intervalo 
mas largo 1 sobre el cual se define la solucion? Use 
una herramienta graficadora para trazar la curva so¬ 
lucion del problema de valor inicial. 

34. En el ejemplo 3, la solucion y(x) se vuelve ilimitada 
cuando x —» ± oo. No obstante, y(x) es asintotica con 
respecto a una curva cuando x —» - oo y con respecto a 
una curva diferente cuando x —» oo. Encuentre las ecua- 
ciones de esas curvas. 

35. La ecuacion diferencial 

-j- = P{x) + Q{x)y + R{x)y 2 
dx 

se conoce como ecuacion de Riccati. 

a) Una ecuacion de Riccati se puede resolver mediante 
la sucesion de dos sustituciones siempre y cuando 
conozcamos una solucion particular >'| de la ecua¬ 
cion. Demuestre que la sustitucion y = y x + u reduce 
la ecuacion de Ricatti a una ecuacion de Bernoulli 
(4) con n = 2. La ecuacion de Bernoulli puede re- 
ducirse entonces a una ecuacion lineal mediante la 
sustitucion de w = u~ l . 

b) Encuentre una familia de soluciones de un parame- 
tro para la ecuacion diferencial 

dy 4 1 

& y~x y + y - 

donde y, = 2/x sea una solucion conocida de la ecua¬ 
cion. 

36. Disene una sustitucion adecuada para resolver 

xy' = y ln(xy). 
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Modelos matematicos 

37. Cadena cayendo En el problema 45 de los ejercicios 
2.4, vimos que un modelo matematico apropiado para 
calcular la velocidad v de una cadena resbalandose por 
la orilla de una plataforma horizontal elevada es 

dv 9 

xv - b v 2 = 32 jc. 

dx 

En ese problema se le pidio a usted que resolviera la ED 
convirtiendola en una ecuacion exacta mediante un fac¬ 
tor integrante. Esta vez, resuelva la ED asumiendo que 
se trata de una ecuacion de Bernoulli. 


38. Crecimiento poblacional En el estudio de la dinamica 
poblacional, uno de los modelos mas famosos de una po- 
blacion creciente pero acotada es la ecuacion logistica 

dP 

* = ^ - bn 

donde a y b son constantes positivas. Aunque regresa- 
remos a esta ecuacion y la resolveremos con un metodo 
alternative en la seccion 3.2, resuelvala esta primera vez 
considerando que se trata de una ecuacion de Bernoulli. 


I 

I Introduction En la seccion 2.1 vimos que es posible recabar information cualitativa 
a partir de una ecuacion diferencial de primer orden, en lo que respecta a sus soluciones, 
incluso antes de intentar resolverla. En las secciones 2.2 a 2.5 examinamos ecuaciones 
diferenciales de primer orden de manera anali'tica, es decir, desarrollamos procedimientos 
para obtener soluciones explfcitas e implfcitas reales. Pero muchas ecuaciones diferencia¬ 
les poseen soluciones imposibles de obtener analfticamente. En estos casos, “resolvemos” 
la ecuacion diferencial de manera numerica; esto significa usar la ED como base de un al- 
goritmo para aproximar la solucion desconocida. Es practica cornun referirse al algoritmo 
como un metodo numerico, a la solucion aproximada como una solucion numerica y a la 
grafica de una solucion numerica como una cur\’a solucion numerica. 

En esta seccion solo vamos a considerar los metodos numericos mas simples. En el 
capftulo 6 presentamos un extenso tratamiento del tema. 


2.6 Un metodo numerico 


I Uso de La linea tangente Asumamos que el problema de valor inicial de primer orden 

y’=f(x,y), y(x 0 )=y 0 (1) 

posee una solucion. Una de las tecnicas mas simples para aproximar esta solucion es 
usar li'neas tangentes. Por ejemplo, digamos que y(x) representa la solucion desconocida 
del problema de valor inicial de primer orden y' = 0.1 Vy + QAxr, y(2) = 4. No es 
posible resolver directamente la ecuacion diferencial no lineal aplicando los metodos 
considerados en las secciones 2.2, 2.4 y 2.5; sin embargo, aun podemos encontrar valo- 
res numericos aproximados de la funcion y(x) desconocida. Especfficamente, suponga 
que deseamos saber el valor de y(2.5). El PVI tiene una solucion y, como lo sugiere el 
flujo del campo de direcciones en la figura 2.31a), una curva solucion debe tener una 
forma similar a la curva mostrada en color. 

El campo de direcciones de la figura 2.31a) se genero de manera que los elementos 
lineales atraviesan los puntos de una cuadrfcula con coordenadas enteras. A medida que 
la curva solucion atraviesa el punto inicial (2, 4), en este punto el elemento lineal es una 


y 



a) Campo de direcciones para y > 0 b) Elemento lineal en (2, 4) 

Figura 2.31 AmpLiacion de las inmediaciones del punto (2, 4) 
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Figura 2.32 Aproximacion de 
y(xj) mediante una linea tangente 


Tabla 2.1 

o 

II 

x„ 

y„ 

2.00 

4.0000 

2.10 

4.1800 

2.20 

4.3768 

2.30 

4.5914 

2.40 

4.8244 

2.50 

5.0768 

Tabla 2.2 

h = 0.05 

*„ 

y„ 

2.00 

4.0000 

2.05 

4.0900 

2.10 

4.1842 

2.15 

4.2826 

2.20 

4.3854 

2.25 

4.4927 

2.30 

4.6045 

2.35 

4.7210 

2.40 

4.8423 

2.45 

4.9686 

2.50 

5.0997 


linea tangente con la pendiente dada por/(2, 4) = 0.1 V4 + 0.4(2) 2 = 1.8. Como puede 
verse en la figura 2.31a) y en el “acercamiento” mostrado en la figura 2.316), cuando x 
se acerca a 2 los puntos ubicados en la curva solucion se acercan a los puntos localizados 
sobre la Knea tangente (el elemento lineal). Usando el punto (2, 4), la pendiente/(2, 4) = 
1.8 y la forma punto-pendiente de una linea, encontramos que una ecuacion de la linea 
tangente es y = L{x), donde lix) = 1.8x + 0.4. Esta ultima ecuacion, llamada linealiza¬ 
cion de y(x) en x = 2, se puede usar para aproximar valores y(x) localizados en las inme- 
diaciones de x = 2. Si y l = L(xj) denota el valor de una coordenada y sobre la linea 
tangente y y(x,) es la coordenada y en la curva solucion correspondiente a una coordena¬ 
da xx 1 que es cercana a x = 2, entonces y(x,) ~ y x . Si elegimos, digamos, x : = 2.1, enton- 
ces y l = L( 2.1) = 1.8(2.1) + 0.4 = 4.18 y, por lo tanto, y(2.1) ~ 4.18. 

I Metodo de Euler Para generalizar el procedimiento que acabamos de ilustrar, usa- 
mos la linealizacion de la solucion desconocida y(x) de (1) en x = x 0 : 

L{x) = f(x 0 , y 0 )(x - x 0 ) + y 0 (2) 

La grafica de esta linealizacion es una linea recta tangente a la grafica de y = y(x) en el 
punto (x 0 , y 0 ). Ahora hacemos que h sea un incremento positivo del eje x, como indica la 
figura 2.32. Entonces, al reemplazar x por x l =x 0 + h en (2), obtenemos 

L{x 0 = /(x 0 , y 0 )(x 0 + h - x 0 ) + v 0 o yi = y 0 + 6/(xo> yo)> 

donde y 1 = L(x 1 ). En la linea tangente, el punto (x b y^ es una aproximacion al punto (x b 
yfx^) ubicado sobre la curva solucion. Por supuesto, la exactitud de la aproximacion y, ~ 
y(x{) depende en gran medida del tamario del incremento h. Por lo general, debemos ele- 
gir este tamano del paso para ser “razonablemente pequeno”. Ahora repetimos el proceso 
mediante una segunda “linea tangente” en (x b y^.* En el analisis anterior, al reemplazar 
(x 0 , Vo) con un nuevo punto de inicio (x b y{) obtenemos una aproximacion y 2 ~ y(x 2 ) co¬ 
rrespondiente a dos pasos de longitud h desde x 0 , es decir, x 2 = x t + h = x 0 + 2h y 

v(x 2 ) = y(x 0 + 2 h) = y(xi + h) = y 2 = y t + hf{x u y,). 

Si continuamos de esta forma, veremos que y u y 2 , y 3 . . . , pueden definirse de manera 
recursiva mediante la formula general 

y n+ i= y n + hf(x n ,y n ), (3) 

donde x„ = x 0 + nh, n = 0, 1, 2,.... Este procedimiento de usar “lineas tangentes” suce- 
sivas se denomina metodo de Euler. 


Ejemplo 1 Metodo de EuLer 

Considere el problema de valor inicial y' =0.1 Vy + 0 Ax 2 , y(2) = 4. Aplique el metodo de 
Euler para obtener una aproximacion a y(2.5) usando primero h = 0.1 y despues h = 0.05. 

I Solucion Con la identificacion/(x, y) = 0.1 Vy + 0Ax 2 , (3) se convierte en 

y„+i = y„ + h(0.lVy n + 0.4q;). 

Entonces, para h = 0.1, x 0 = 2, y 0 = 4 y n = 0, encontramos 

yi = v 0 + 6(0.1 Vyo + 0.4x 2 ) = 4 + 0.1(0.lV4 + 0.4(2) 2 ) = 4.18, 

la cual, como ya vimos, es una estimacion del valor de v(2.1). No obstante, si usamos el 
tamano del paso minimo h = 0.05, toma dos pasos llegar a x = 2.1. De 

Vi = 4 + 0.05(0.1 V4 + 0.4(2) 2 ) = 4.09 
y 2 = 4.09 + 0.05(0.1 V4W + 0.4(2.05) 2 ) = 4.18416187 

tenemos yj ~ y(2.05) y y 2 ~ y(2.1). El resto de los calculos se llevo a cabo mediante un 
programa de computo; los resultados se resumen en las tablas 2.1 y 2.2. En estas tablas 


*Esta no es una lmea tangente real dado que (jq, yi) descansa sobre la primera tangente y no en la curva 
solucion. 
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vemos que toma cinco pasos con h = 0.1 y 10 pasos con h = 0.05, respectivamente, llegar 
a x = 2.5. Tambien, cada entrada debe redondearse a cuatro lugares decimales. 

En el ejemplo 2 aplicamos el metodo de Euler a una ecuacion diferencial para la 
cual ya hemos encontrado una solucion. Hacemos esto para comparar los valores de las 
aproximaciones y n determinados en cada paso con los valores reales de la solucion y(x n ) 
del problema de valor inicial. 


Ejemplo 2 Comparacion entre valores exactos y aproximados 

Considere el problema de valor inicial y' = 0.2xy, y( I) = 1. Aplique el metodo de Euler 
para obtener una aproximacion a y( 1.5) usando primero h = 0.1 y despues h = 0.05. 

I Solucion Con la identification/(x, y) = 0.2ry, (3) se convierte en 

y n + i = y„ + h(0.2x„y n ), 

donde x 0 = I y y 0 = 1. Una vez mas, con ayuda de un programa de compute obtenemos 
los valores presentados en las tablas 2.3 y 2.4. 



Tabla 2.3 

O 

II 



Tabla 2.4 

h = 0.05 


x„ 

y„ 

Valor 

real 

Error 

absoluto 

% relativo 

de error 

x„ 

yn 

Valor 

real 

Error 

aboluto 

% relativo 

de error 

1.00 

1.0000 

1.0000 

0.0000 

0.00 

1.00 

1.0000 

1.0000 

0.0000 

0.00 

1.10 

1.0200 

1.0212 

0.0012 

0.12 

1.05 

1.0100 

1.0103 

0.0003 

0.03 

1.20 

1.0424 

1.0450 

0.0025 

0.24 

1.10 

1.0206 

1.0212 

0.0006 

0.06 

1.30 

1.0675 

1.0714 

0.0040 

0.37 

1.15 

1.0318 

1.0328 

0.0009 

0.09 

1.40 

1.0952 

1.1008 

0.0055 

0.50 

1.20 

1.0437 

1.0450 

0.0013 

0.12 

1.50 

1.1259 

1.1331 

0.0073 

0.64 

1.25 

1.0562 

1.0579 

0.0016 

0.16 


1.30 

1.0694 

1.0714 

0.0020 

0.19 

1.35 

1.0833 

1.0857 

0.0024 

0.22 

1.40 

1.0980 

1.1008 

0.0028 

0.25 

1.45 

1.1133 

1.1166 

0.0032 

0.29 

1.50 

1.1295 

1.1331 

0.0037 

0.32 


□ 


En el ejemplo 1, los valores verdaderos se calcularon a partir de la solucion conocida 
y = e 0 Ux ') (verificar). Tambien, el error absolute se define como 

I valor verdadero — aproximacion I . 

El error relativo y el porcentaje de error relativo se definen a su vez, como: 

error absoluto error absoluto 

y 

I valor verdadero\ I valor verdadero\ 

A1 comparar las dos ultimas columnas de las tablas 2.3 y 2.4, resulta evidente que la 
precision de las aproximaciones mejora a medida que disminuye el tamano del paso 
h. Tambien, vemos que aunque el porcentaje relativo de error aumenta con cada paso, 
ello no parece ser tan malo. Pero usted no debe dejarse enganar por un ejemplo. Si en el 
ejemplo 2 simplemente cambiamos el coeficiente localizado al lado derecho de la ED de 
0.2 a 2, entonces aumenta en forma alarmante el porcentaje relativo de errores en x„ = 
1.5. Vea el problema 4 en los ejercicios 2.6. 

El metodo de Euler es solo una de muchas formas diferentes en que una ecuacion di¬ 
ferencial puede aproximarse. Aunque es atractivo por su simplicidad, el metodo de Euler 
rara vez se usa en calculos serios. Hemos presentado el tema solo para darle una idea 
de los metodos numericos. Los metodos que aportan una precision significativamente 


2.6 Un metodo numerico 










mayor, en especial el metodo de Runge Kutta de cuarto orden incluido en el capftulo 
6, se estudiaran y analizaran con mas detalle. Nos referiremos a este importante procedi- 
rniento como el metodo RK4. 



Figura 2.33 Comparacion 
de metodos numericos 


y 



Figura 2.34 Curva solucion 
no muy util 


I Solucionadores numericos No importa si realmente podemos encontrar una solu¬ 
cion explfcita o implfcita, cuando existe una ecuacion diferencial, representa una curva 
uniforme en el piano cartesiano. La idea basica en que se fundamenta cualquier metodo 
numerico para resolver ecuaciones diferenciales ordinarias es aproximar de algun modo 
los valores y de una solucion para valores preseleccionados de x. Comenzamos en un punto 
inicial especificado (x 0 , y 0 ) sobre una curva solucion y procedemos a calcular paso por paso 
una secuencia de puntos (x b yq), (x 2 , y 2 ), ■ ■ ■, (x„, y n ) cuyas coordenadas y y ; se aproximen 
a las coordenadas y y(x,-) de los puntos (x b ylxj)), (x 2 , y(x 2 )), . . . , (x„, y(x„)) situados en la 
grafica de la solucion v(x) generalmente desconocida. A1 tomar las coordenadas x juntas 
(es decir, para valores de h) y unir los puntos (x b y,), (x 2 , y 2 ),..., (x„, y n ) con segmentos de 
lrnea cortos, obtenemos una curva poligonal que aparenta ser uniforme y cuyas caracterfs- 
ticas cualitativas esperamos se asemejen a las de una curva solucion real. El trazado de las 
curvas es una tarea adecuada para una computadora. Un programa de computo disenado 
para implementar un metodo numerico o trazar una representation visual de una curva 
solucion aproximada que se ajuste a los datos numericos producidos por este metodo se 
conoce como programa de solucion numerica. Existen muchos programas de solucion 
numerica en el mercado, ya sea como parte de un paquete computational mas grande 
—digamos, el de un sistema algebraico de computo— o como programa independiente. 
Algunos de estos programas simplemente trazan las aproximaciones numericas generadas, 
mientras que otros generan tanto datos numericos duros como las correspondientes curvas 
solucion numericas o aproximadas. Un ejemplo de como se conectan esencialmente los 
puntos de las graficas generadas por un programa de solucion numerica son las dos graficas 
poligonales negras de la figura 2.33, que son curvas solucion numericas para el problema 
de valor inicial y' = 0.2xy, y(0) = 1, sobre el intervalo [0,4] obtenido a partir del metodo de 
Euler y del metodo RK4 empleando un tamano del paso h = 1. La curva coloreada mas 
fluida es la grafica de la solucion exacta y = e° l l ~ del problema de valor inicial. Note que 
en la figura 2.33, aun con un salto tan ridfculamente grande como h = 1, el metodo RK4 
produce la “curva solucion” mas crefble. La curva solucion numerica obtenida con el me¬ 
todo RK4 es difitil de distinguir de la curva solucion real trazada sobre el intervalo [0, 4] 
cuando se utiliza un tamano del paso mas normal de h = 0.1. 

■ Uso de un programa de solucion numerica No es necesario tener conocimiento 
de metodos numericos diversos para usar un programa de solucion numerica. Esta herra- 
mienta necesita, por lo general, que la ecuacion diferencial se exprese en su forma normal 
dy/dx = fix, y). Los programas de solucion numerica que solo generan curvas requieren 
normalmente que usted les proporcione la funcion/(x, y) y los datos iniciales x 0 y y 0 , y que 
especifique el metodo numerico deseado. Si la idea es aproximar el valor numerico de y{a), 
entonces el programa puede requerir ademas que se le especifique un valor para h, o, de 
manera equivalente, el numero de pasos que deseamos dar para llegar a x = a a partir de 
x = x 0 . Por ejemplo, si deseamos aproximar y(4) para el PVI ilustrado en la figura 2.33, si 
comenzamos en x = 0, se necesitan cuatro pasos para llegar a x = 4 con un tamano del paso 
de h = 1; 40 pasos son equivalentes a un tamano del paso dc h = 0.1. Aunque no es nuestra 
intention explorar aqui los diferentes problemas que podemos encontrar cuando intenta- 
mos aproximar cantidades matematicas, usted debe estar consciente al menos de que un 
programa de solucion numerica puede descomponer ciertos puntos o dar un panorama 
incompleto o equivocado cuando se aplica a algunas ecuaciones diferenciales de primer 
orden expresadas en la forma normal. La figura 2.34 ilustra la curva solucion numerica 
obtenida al aplicar el metodo de Euler a cierto problema de valor inicial de primer orden 
dy/dx = f(x, y), y(0) = 1. Resultados equivalentes se obtuvieron cuando se utilizaron 
tres programas de solucion numerica comerciales distintos, la grafica aun representa di- 
ffcilmente una curva solucion verosfmil. (^Por que?) Cuando un programa de solucion 
numerica tiene dificultades, quedan muchos recursos de los cuales servirse; tres de los mas 
obvios son: diminution del tamano del paso, usar otro metodo numerico o intentar con un 
programa de solucion numerica diferente. 
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EJERCICIOS 2.6 Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-3. 


En los problemas 1 y 2, utilice el metodo de Euler para obte- 
ner una aproximacion de cuatro decimales del valor indicado. 
Lleve a cabo el metodo recursivo de (3) a mano, primero con 
h = 0.1 y despues con h = 0.05. 

1. y' = 2x- 3y + 1, y(l) = 5; y(1.2) 

2. y' = x + y 2 , y(0) = 0; y(0.2) 

En los problemas 3 y 4, use el metodo de Euler para obtener 
una aproximacion de cuatro decimales del valor indicado. 
Primero utilice h = 0.1 y despues h = 0.05. Encuentre una so¬ 
lution explicita para cada problema de valor inicial y despues 
elabore tablas similares a las tablas 2.3 y 2.4. 

3. y'=y, y(0) = 1; y(1.0) 

4. y'=2xy, y(l) = 1; y(1.5) 

En los problemas 5 a 10, use un programa de solucion numerica y 
el metodo de Euler para obtener una aproximacion de cuatro deci¬ 
males del valor indicado. Primero use h = 0.1 y despues h = 0.05. 

5. y' = e~\ y(0) = 0; y(0.5) 

6. y'= x 2 +y 2 , y(0)= 1; y(0.5) 

7. y' = (x-y) 2 , y(0) = 0.5; y(0.5) 

8. y'=xy+Vy, y(0) = 1; y(0.5) 


9. y' = xy 2 - —, y(l) = 1; v(1.5) 

X 

10. y' =y-y 2 , y(0) = 0.5; y(0.5) 

En los problemas 11 y 12, use un programa de solucion nume¬ 
rica para obtener una curva solucion numerica para el proble¬ 
ma de valor inicial dado. Primero aplique el metodo de Euler 
y despues el metodo RK4; establezca h = 0.25 en cada caso. 
Superponga ambas curvas solucion sobre los mismos ejes de 
coordenadas. Si es posible, utilice un color diferente para cada 
curva. Repita, con h = 0.1 y h = 0.05. 

11. y'= 2(cos x)y, y(0) = 1 

12. y' = y(10 - 2y), y(0) = 1 

Problemas de analisis 

13. Emplee un programa de solucion numerica y el metodo 
de Euler para aproximar y(l, 0), donde y(x) es la solu¬ 
cion a y' = 2xv 2 , y(0) = 1. Primero use h = 0.1 y despues 
h = 0.05. Repita con el metodo RK4. Analice cual podrfa 
ser la causa de que las aproximaciones a y( 1.0) difieran 
tan to. 


2.7 Modelos lineales 


H Introduction En esta seccion resolveremos algunos de los modelos lineales de pri¬ 
mer orden presentados en la seccion 1.3. 

■ Crecimiento y decamiento El problema de valor inicial 

~ -< r o) = x Q , (1) 

at 

donde k es la constante de proporcionalidad, sirve como un modelo para diversos fe- 
nomenos que implican crecimiento o decamiento. En la seccion 1.3 hemos visto que 
en biologfa, durante periodos cortos, se observa que la tasa de crecimiento de ciertas 
poblaciones (bacterias, animales pequenos) es proporcional a la poblacion presente en 
el tiempo t. Si se conoce la cantidad de poblacion presente en algun momenta inicial 
arbitrario t 0 , entonces puede usarse la solucion de (1) para pronosticar la poblacion fu- 
tura —es decir, en los tiempos t > t 0 . En (1), la constante de proporcionalidad k puede 
determinarse a partir de la solucion del problema de valor inicial usando una medicion 
posterior de x en algun tiempo t t > t 0 . En ffsica y quimica, (1) es vista en forma de una 
reaction de primer orden, esto es, una reaccion cuya tasa o velocidad dxldt es directa- 
mente proporcional a la primera potencia de la concentracion de reactivo x en un tiempo 
t. La descomposicion o decamiento del U-239 (uranio) por accion de la radiactividad en 
Th-234 (torio) es una reaccion de primer orden. 


Ejemplo 1 Crecimiento bacterial 

Cierto cultivo tiene inicialmente un numero P 0 de bacterias. En t = 1 h, la cantidad rnedi- 
da de bacterias es de § P 0 . Si la tasa de crecimiento es proporcional a la cantidad de bac¬ 
terias P(t) presentes en el tiempo t, determine el tiempo necesario para que las bacterias 
se tripliquen. 

I Solucion Resolvemos primero la ecuacion diferencial en (1) al reemplazar el sfmbolo 
x por P. Con t 0 = 0, la condicion inicial es P( 0) = P 0 . Entonces, usamos la observation em- 
pfrica de que P( I) = § P 0 para determinar la constante de proporcionalidad k. 


2.7 Modelos Lineales 


75 








Figura 2.35 Tiempo en que 
la pobLacion se triplica 


Observe que la ecuacion diferencial clPIdt = kP es tanto separable como lineal; y 
cuando se escribe en la forma estandar de una ED lineal de primer orden. 


dP 


- kP = 0, 

dt 


podemos observar por inspection que el factor integrante es e kt . Si multiplicamos ambos 
lados de la ecuacion por este termino de inmediato da 


d 

dt 


[e~ k, P] 


= 0 . 


A1 integral' ambos lados de la ecuacion resulta e~ k 'P = c o Pit) = ce kt . En t = 0 se deduce 
que P 0 = ce° = c y, por lo tanto, P(t ) = P 0 e kl . En ? = 1 tenemos § P 0 = P 0 e k o e k = \. A 
partir de la ultima ecuacion obtenemos k = In \ = 0.4055. Asf, Pit) = P t) e" . Para en- 
contrar el tiempo al cual la cantidad de bacterias se triplica, resolvemos 3 P 0 = Poe 0 4055 ' 
para t. Deducimos que 0.4055? = In 3, y asf 


In 3 

f ~~ 0.4055 


2.71 h. 


Yea la figura 2.35. 


□ 



Figura 2.36 Crecimiento (k > 0) 
y decaimiento (k < 0) 


En el ejemplo 1, observe que la cantidad real P 0 de bacterias presentes en el tiempo 
t = 0 no cumple funcion alguna en determinar el tiempo requerido para que la cantidad 
presente en el cultivo se triplique. El tiempo necesario para que una poblacion inicial de, 
digamos, 100 o 1000000 de bacterias se multiplique sigue siendo aproximadamente de 
2.71 horas. 

Como se muestra en la figura 2.36, la funcion exponencial e kt se incrementa conforme 
lo hace t para k> 0, y disminuye a medida que lo hace t para k< 0. Por lo tanto, los pro- 
blemas que describen el crecimiento (ya sea de poblaciones, bacterias o incluso capital) 
estan caracterizados por un valor positivo de k, en tanto los problemas que implican 
decaimiento (como en la desintegracion radiactiva) producen un valor negativo k. En 
consecuencia, decimos que k es o una constante de crecimiento (k > 0) o una constante 
de decaimiento (k < 0). 

I Vida media En ffsica, el termino vida media es una medida de la estabilidad de una 
sustancia radiactiva. La vida media es simplemente el tiempo que le toma desintegrarse a 
la mitad de los atomos presentes en una cantidad inicial A 0 , o transmutar en atomos de otro 
elemento. Cuanto mas larga sea la vida media de una sustancia, tanto mas estable sera. 
Por ejemplo, la vida media del radio altamente radiactivo Ra-226, es de aproximadamente 
1700 anos. En todo este tiempo, la vida media de cierta cantidad de Ra-226 se transmuta 
en radon, Rn-222. El isotopo de uranio que se presenta con mas frecuencia, el U-238, tiene 
una vida media de casi 4500000000 de anos. En alrededor de 4500 millones de anos, la 
mitad de cierta cantidad de U-238 transmutara en plomo, Pb-206. 


Ejemplo 2 Vida media del pLutonio 

Un reactor generador convierte el uranio-238 relativamente estable en un isotopo de 
plutonio-239. Despues de 15 anos se determina que el 0.043% de la cantidad inicial A 0 
del plutonio se ha desintegrado. Encuentre la vida media del isotopo si la tasa de desinte¬ 
gracion es proporcional a la cantidad restante. 

I Solution Suponemos que A(t) denota la cantidad de plutonio restante en cualquier 
tiempo. Como en el ejemplo 1, la solution del problema de valor inicial 

dA 

— = kA, A0 = A 0 , (2) 

dt 

es A(t) = A 0 e kt . Si un 0.043% de los atomos de A 0 se ha desintegrado, entonces el 
99.957% de la sustancia permanece. Para encontrar la constante de decaimiento, k. 
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usamos 0.99957A 0 = A(15), es decir, 0.99957A 0 = A 0 e l5k . A1 resolver para k se tiene k = 
,' 5 ln 0.99957 = -0.00002867. Por lo tanto, A(t) = A 0 e~°- ° 0002867 '. Ahora la vida media es 
el valor correspondiente al tiempo en que A(?) = Aq/ 2. Resolviendo para t se obtiene A 0 /2 
= A 0 <r aooo()2867 ' o \ = e - 0 00002867 ' L a ultima ecuacion da 


In 2 

1 ~ 0.00002867 


24180 anos. 


□ 


I Fechado por carbono Alrededor del ano 1950, el quimico Willard Libby diseno 
un metodo para usar el carbono radiactivo como un medio con el cual determinar la edad 
aproximada de los fosiles. La teorfa de fechado por carbono se basa en que el isotopo de 
carbono-14 (C-14) se produce en la atmosfera por action de la radiacion cosmica sobre 
el nitrogeno. La relation entre la cantidad de C-14 con respecto al carbono ordinario que 
hay en la atmosfera resulta ser una constante y, en consecuencia, la cantidad proporcional 
del isotopo presente en todos los organismos vivientes es igual a la que tiene la atmosfera. 
Cuando un organismo muere, la absorcion de C-14, ya sea por respirar o por comer, se 
detiene. Asi, al comparar la cantidad proporcional del C-14 presente en, digamos, un fosil 
con la relation constante encontrada en la atmosfera, es posible obtener una estimation 
razonable de la edad del fosil. El metodo esta basado en el conocimiento de que la vida 
media del C-14 radiactivo es de unos 5600 anos. Por su trabajo, Libby gano el Premio 
Nobel de qm'mica en 1960. El metodo de Libby se ha usado para fechar el mobiliario de 
madera encontrado en las tumbas egipcias, las envolturas de lino de los rollos del Mar 
Muerto, y la sabana del enigmatico Sudario de Turin. 


Ejemplo 3 Edad de un fosil 

Se encontro que un hueso fosilizado contiene 1/1000 de la cantidad original de C-14. 
Determinar la edad del fosil. 


I Solution El punto de partida es otra vez A(i) = A 0 e kl . Para determinar el valor de la 
constante de decaimiento k tomamos como base que A 0 /2 = A(5600) o A 0 /2 = A 0 e 560 ®. 
A partir de 5 600 k = In § = -In 2 obtenemos entonces k = -(In 2)/5 600 = -0.00012378. 
Por lo tanto, A(t) = A 0 e-° mom781 . Con A(?) = Aq/ 1 000 tenemos AJ 1000 = Aoe -000012378 ' 
de manera que -0.00012378? = In (1/1000) = -In 1000. Asi 


In 1000 

r “ 0.00012378 


55 800 anos. 


□ 


La fecha determinada en el ejemplo 3 en realidad esta en el limite de precision de este 
metodo. La tecnica normal del carbono-14 se limita a casi 9 vidas medias del isotopo, o 
alrededor de 50000 anos. Una razon de ello es que el analisis quimico necesario para ob¬ 
tener una medicion exacta del C-14 restante se vuelve un tanto dificil en torno del punto 
Aq/1 000. Por otro lado, este analisis demanda la destruction de una muestra muy grande 
del especimen. Si esta medicion se lleva a cabo de manera indirecta, con base en la ra- 
diactividad real del especimen, entonces resulta muy dificil distinguir entre la radiacion 
del fosil y la radiacion normal de su entorno. Sin embargo, recientemente, el uso de un 
acelerador de particulas ha permitido a los cientificos separar de manera directa el C-14 
del estable carbono-12 (C-12). Cuando se calcula el valor exacto de la relation de C-14 
con respecto a C-12, la precision del metodo se puede ampliar de 70000 a 100000 anos. 
Otras tecnicas isotopicas, como usar potasio-40 y argon-40, pueden arrojar fechas de 
varios millones de anos. En ocasiones es posible aplicar metodos no isotopicos basados 
en el uso de aminoacidos. 

I Ley de enfriamiento de Newton En la ecuacion (3) de la section 1.3 vimos que la 
formulation matematica de la ley empirica de Newton sobre el enfriamiento de un objeto 
esta dada por la ecuacion diferencial lineal de primer orden 

~r = k{T ~ T m ), (3) 

at 
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donde k es una constante de proporcionalidad, T(t) es la temperatura del objeto para t > 0, 
y T m es la temperatura ambiente —es decir, la temperatura del medio que circunda al 
objeto—. En el ejemplo 4 asumimos que T m es constante. 



a) 


m 

t (min) 

75° 

20.1 

74° 

21.3 

73° 

22.8 

72° 

24.9 

71° 

28.6 

70.5° 

32.3 


b) 


Figura 2.37 La temperatura de 
un pastel enfriandose alcanza La 
temperatura ambiente 


Ejemplo 4 Enfriamiento de un pastel 

Cuando un pastel se retira del homo, tiene una temperatura de 300° F. Tres minutos mas 
tarde, su temperatura es de 200° F. ^Cuanto tiempo le llevara al pastel enfriarse hasta 
llegar a la temperatura ambiente de 70° F? 


I Solution En (3) hacemos la identification T m = 70. Entonces debemos resolver el 
siguiente problema de valor inicial 

—- = k(T — 70), 7T0) = 300 (4) 

dt 

y determinar el valor de k de manera que 7T3) = 200. 

La ecuacion (4) es tanto lineal como separable. Al separar las variables, 


dT 

T - 70 


kdt. 


se tiene In I T - 70 I = kt + c u y por lo tanto T = 70 + c 2 e kt . Cuando t = 0, T = 300, de 
manera que 300 = 70 + c 2 da c 2 = 230, y, en consecuencia, T = 70 + 230e A '. Por ultimo, 
la medicion T( 3) = 200 lleva a e 3k = % o k = f In § = -0.19018. Asf, 

T(t) = 10 + 230<r 019018 '. (5) 


Observamos que (5) no proporciona una solution finita para T(t) = 70 dado que iim, >3C 
T(t) = 70. Sin embargo, de manera intuitiva esperamos que el pastel alcance la tempe¬ 
ratura ambiente despues de un razonablemente largo periodo. ^Cuanto es “largo”? Por 
supuesto, no debemos preocuparnos por el hecho de que el modelo (4) no se ajuste a 
nuestra intuition. Las partes a) y b) de la figura 2.37 muestran claramente que el pastel 
estara cerca de la temperatura ambiente en una media hora. 


I Mezclas La mezcla de dos fluidos algunas veces da origen a una ecuacion diferen- 
cial lineal de printer orden. Cuando en la section 1.3 analizamos la mezcla de dos solu- 
ciones salinas, asumimos que la tasa x'{t) a la cual cambia la cantidad de sal presente en 
el tanque de mezclado era una tasa neta: 

dx ftasa de entrada\ (tasa de salida\ 

JtV delasal 7 V de la sal ) = R ^ad a ~ Kaim- (6) 

En el ejemplo 5 resolvemos la ecuacion (8) de la section 1.3. 


Ejemplo 5 Mezcla de dos soluciones salinas 

Recuerde que el gran tanque considerado en la section 1.3 contenia 300 galones de 
una solucion salina. La sal estaba entrando y saliendo del tanque; una solucion sali- 
na entraba en el tanque a una tasa de 3 galones por minuto, mezclandose con la so¬ 
lution ahf presente, y la mezcla se bombeo a una tasa de 3 galones por minuto. La 
concentration de la sal en el flujo entrante, o solution de ingreso, era de 2 lb/gal, y 
por lo tanto la sal ingresaba al tanque a la tasa de R entmda = (2 lb/gal) ■ (3 gal/min) 
= 6 lb/min y salfa del tanque a una tasa de R sa i ida = (jc/ 300 lb/gal) ■ (3 gal/min) = 
jc/ 100 lb/min. A partir de estos datos y de (6) obtuvimos la ecuacion (8) de la section 1.3. 
Ahora planteemos la siguiente pregunta: si inicialmente habfa 50 libras de sal disuelta en 
los 300 galones, quanta sal habra en el tanque despues de un largo periodo? 


I Solution Para encontrar la cantidad de sal x(t) presente en el tanque en el tiempo it), 
resolvamos el problema de valor inicial 


dx 1 

~dt + Too A 


= 6 , 


jc(0) = 50. 
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Observe aquf que la condition es la cantidad inicial de sal x(0) = 50 en el tanque, y no 
la cantidad inicial de lfquido en el tanque. Ahora, puesto que el factor integrante de la 
ecuacion diferencial lineal es e' /10 °, podemos escribir la ecuacion como 

-[e l ' m x] = 6e'' 100 . 
dt 

A1 integrar la ultima ecuacion y resolver para x se tiene la solucion general x(t) = 600 + 
c£ r ' /l0 °. Cuando l = 0, v = 50, entonces tenemos que c = -550. Por lo tanto, la cantidad 
de sal en el tanque en cualquier tiempo t esta dada por 

x(t) = 600 - 550e _f/100 . (7) 

La solucion (7) se uso para construir la tabla de la figura 238b). Tambien, en (7) y en la 
figura 2.38a) se puede ver que x(t) —» 600 cuando t —* oo. Desde luego, esto es lo que 
esperarfamos en un caso asf; durante un periodo largo, la cantidad de libras de sal pre¬ 
sente en la solucion debe ser (300 gal)(2 lb/gal) = 600 lb. □ 

En el ejemplo 5 asumimos que la velocidad a la cual la solucion se bombea hacia 
dentro es igual a la velocidad de salida. No obstante, esta situation no es necesaria; la 
solucion salina mezclada puede bombearse hacia fuera a una velocidad r saUda mas rapida 
o mas lenta que la r entmda , a la cual la otra solucion salina se bombea hacia dentro. Por 
ejemplo, si la solucion perfectamente mezclada del ejemplo 5 se bombea hacia fuera a la 
velocidad mas lenta de, digamos, r salida = 2 galones por minuto, el lfquido se acumulara 
en el tanque a la velocidad de r entmda -r salida = (3 - 2) gal/min = 1 gal/min. Despues de t 
minutos hay 300 + t galones de salmuera en el tanque y, por lo tanto, la concentration 
del flujo de salida es c(t) = xl( 300 + r). Entonces, la velocidad de salida de la sal es r salida 

C(t) f salida O ^ salida 



/(min) 

x (lb) 

50 

266.41 

too 

397.67 

150 

AH.21 

200 

525.57 

300 

572.62 

400 

589.93 


b) 

Figura 2.38 

Libras de sal 


presentes en el tanque en funcion 
del tiempo 


R 


salida 



(2 gal/min) 


2x 

300 + t 


lb/min. 


Por lo tanto, la ecuacion (6) se convierte en 

dx 2x dx 2 

— =6-o-1- x = 6. 

dt 300 + t dt 300 + t 

Compruebe que la solucion de la ultima ecuacion sujeta a jc( 0) = 50 sea x(t) = 
600 + 2t- (4.95 X 10 7 )(300 + t)~ 2 . Vea el analisis de (8) en la section 1.3, el problema 12 
en los ejercicios 1.3 y los problemas 22 a 26 en los ejercicios 2.7. 


I Circuitos en serie Para un circuito en serie compuesto por solo un resistor y un 
inductor, la segunda ley de Kirchhoff senala que la suma de la cafda de voltaje a traves 
del inductor ( L(dUdt )) y la cafda de voltaje a traves del resistor UR) es igual a la cantidad 
de voltaje suministrado ( E(T )) al circuito. Vea la figura 2.39. 

Por lo tanto, obtenemos la ecuacion diferencial lineal para la corriente i(t), 

L — + Ri = E{t), (8) 

dt 



Figura 2.39 Circuito LR en serie 


donde L y R son constantes conocidas como inductancia y resistencia, respectivamente. 
La corriente i{t) se conoce tambien como respuesta del sistema. 

La cafda de voltaje a traves de un capacitor con capacitancia C esta dada por q(t)/C, 
donde q es la carga sobre el capacitor. Por lo tanto, para el circuito en serie mostrado en 
la figura 2.40, la segunda ley de Kirchhoff da 

Ri + ~q = E(t). (9) 



Figura 2.40 Circuito RC en serie 


Pero la corriente i y la carga q estan relacionadas por i = dqldt, de manera que (9) se 
convierte en la ecuacion diferencial lineal 


dq 1 


( 10 ) 
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Ejemplo6 Circuito en serie 

Una baterfa de 12 volts se conecta a un circuito en serie cuya inductancia es de \ henry 
y su resistencia de 10 ohms. Determine la corriente / si la corriente inicial es cero. 


I Solution A partir de (8) vemos que se debe resolver 


1 di 

2 dt 


+ 10 / = 12 


siempre y cuando i(0) = 0. Primero, multiplicamos la ecuacion diferencial por 2 y escri- 
bimos en ambos lados el factor integrante e 20 '. Entonces obtenemos 

-\e 20 'i] = 24e 20 '. 
dt 

A1 integrar cada lado de la ultima ecuacion y resolver para / se tiene /(f) = f + ce~ 20 '. 
Ahora /( 0) implica que 0 = f + coc = -f. Por lo tanto, la respuesta es /(f) = “ - f e 201 . 

□ 




H-1-t— t 

1 


b) 



Figura 2.41 El crecimiento 
poblacional es un proceso discreto 


Con base en la expresion (4) de la section 2.3 podemos escribir una solution general 
de (8): 


/(f) = 


-(R/L), 


e ( R / L )i + ce 


-(R/L), 


(ID 


en particular, cuando E(t) = E 0 es una constante, (11) se convierte en 


/(f) = ^ + ce~W L \ 
v ’ R 


( 12 ) 


Observe que cuando f —> oo, el segundo termino de (12) se acerca a cero. Tal termino se 
denomina, por lo general, termino transitorio; a cualquier termino restante se le conoce 
como la parte de estado estable de la solution. En este caso, E (l /R tambien se llama co¬ 
rriente del estado estable; entonces, para valores de tiempo grandes, la corriente pre¬ 
sente en el circuito parece estar gobernada simplemente por la ley de Ohm (E = iR). 


Comentarios 


La solution Pit) = P 0 e 0A055 ' para el problema de valor inicial del ejemplo 1 descri¬ 
be la poblacion de una colonia de bacterias en cualquier tiempo f > 0. Por supuesto, 
P(t) es una funcion continua que acepta todos los numeros reales incluidos en el in- 
tervalo P 0 < P < oo. Pero dado que estamos hablando de una poblacion, el sentido 
comun dicta que P solo puede aceptar valores enteros positives. Ademas, no espera- 
riamos que la poblacion crezca de manera continua —es decir, cada segundo, cada 
microsegundo, y asi sucesivamente— como lo pronostica nuestra solution; puede 
haber intervalos [f b f 2 ] durante los cuales no se presente ningun crecimiento. Quiza, 
entonces, la grafica mostrada en la figura 2.41a) sea una description mas realista de 
P que la grafica de una funcion exponencial. Usar una funcion continua que descri- 
ba un fenomeno discreto es mas cuestion de conveniencia que de exactitud. No 
obstante, para algunos propositos puede resultar satisfactoria si nuestro modelo des¬ 
cribe el sistema con mucho detalle cuando se observa a traves del tiempo de manera 
macroscopica, como en las figuras 2.41 £>) y c), y no microscopica, figura 2.41a). 
Tenga en mente que un modelo matematico no es la realidad. 
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EJERCICIOS 2.7 Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-3. 


Crecimiento y decamiento 

1. La poblacion de una comunidad aumenta a una tasa que es 
proporcional al numero de personas presente en el tiempo 
t. Si una poblacion inicial P 0 se ha duplicado en 5 anos, 
6 cuanto tardara en triplicarse?, 6 y en cuadruplicarse? 

2. Se sabe que la poblacion de la comunidad creciente del pro- 
blema 1 es de 10000 individuos despues de 3 anos. ^Cual era 
la poblacion inicial P 0 2 ^Cual sera la poblacion en 10 anos? 
(jC'on cuanta rapidez esta creciendo la poblacion en / = 10? 

3. La poblacion de cierta ciudad crece a una tasa que es 
proporcional a la poblacion presente en el tiempo t. La 
poblacion inicial de 500 individuos aumenta 15% en 10 
anos. ^Cual sera la poblacion en 30 anos? ^Con cuanta 
rapidez esta creciendo la poblacion en t = 30? 

4. En cierto cultivo, la poblacion de bacterias crece a una 
tasa que es proporcional a la cantidad de bacterias pre- 
sentes en el tiempo t. Despues de 3 horas, se observa 
que hay 400 bacterias; luego de 10 horas, 2000. ^Cual 
fue el numero inicial de bacterias? 

5. El isotopo radiactivo del plomo, Pb-209, se deteriora a 
una tasa que es proporcional a la cantidad presente en el 
tiempo t y tiene vida media de 3.3 horas. Si un gramo de 
este isotopo esta presente en un inicio, ^cuanto tiempo 
le tomara descomponerse al 90% del plomo? 

6. En un principio, estaban presentes 100 miligramos de 
cierta sustancia radiactiva. Despues de 6 horas, la masa 
habia disminuido en 3%. Si la tasa de decamiento es pro¬ 
porcional a la cantidad de sustancia presente en el tiempo 
t, encuentre la cantidad restante despues de 24 horas. 

7. Determine la vida media de la sustancia radiactiva des- 
crita en el problema 6. 

8. a) Considere el problema de valor inicial dA/dt = kA, 

/HO) = A 0 , como el modelo del decamiento de una 
sustancia radiactiva. Muestre que, en general, la 
vida media T de la sustancia es T = - (In 2 )/k. 

b) Muestre que la solution del problema de valor inicial 
dado en la parte a) se puede escribir como A(t) = A 0 2~' IT . 

c) Si una sustancia radiactiva tiene la vida media T 
dada en la parte a), ^cuanto le tomara a la cantidad 
inicial A 0 de la sustancia en decaer a | A 0 ? 

9. Cuando un haz vertical de luz atraviesa un medio trans- 
parente, la tasa a la cual su intensidad I disminuye es 
proporcional a 7(f), donde t representa el espesor del 
medio (en pies). En agua marina clara, la intensidad a 3 
pies por debajo de la superficie es el 25% de la intensi¬ 
dad inicial 7 0 del haz incidente. ^Cual sera la intensidad 
del haz a 15 pies por debajo de la superficie? 

10. Cuando el interes se compone de manera continua, la 
cantidad de dinero aumenta a una tasa que es proporcio¬ 
nal a la cantidad S presente en el tiempo /, es decir, dS/dt 
= rS, donde r es la tasa anual de interes. 

a) Encuentre la cantidad de dinero acumulado al final 
de 5 anos cuando se depositen $5 000 en una cuenta 


de ahorros que produzca 5f % de interes anual com- 
puesto de manera continua. 

b ) ^En cuantos anos se habra duplicado la suma inicial 
depositada? 

c) Utilice una calculadora para comparar la cantidad 
obtenida en la parte a) con la cantidad S = 5000 
(1 + |(0.0575)) 5(4) que se acumula cuando el interes 
se compone de manera trimestral. 

Fechado por carbono 

11. Los arqueologos han utilizado piezas de madera quemada, 
o carbon, encontradas en el sitio para datar la antigiiedad 
de pinturas prehistoricas y dibujos plasmados en las pare- 
des y techos de una cueva localizada en Lascaux, Francia. 
Vea la figura 2.42. Use la informacion de la pagina 77 para 
determinar la edad aproximada de una pieza de madera 
quemada si se encontro que el 85.5% del C-14 acumulado 
en los arboles vivos del mismo tipo se habia deteriorado. 


Figura 2.42 

Pintura en la pared 
de una cueva, 
problema 11 

12. Muchas personas creen que el Sudario de Turin, que 
muestra la imagen negativa del cuerpo de un hombre 
aparentemente crucificado, fue el manto mortuorio 
de Jesus de Nazaret. Vea la figura 2.43. En 1988, el 
Vaticano concedio el permiso para que se investigara su 
antigiiedad mediante el fechado por carbono. Tres labo¬ 
ratories cientfficos independientes analizaron las telas y 
concluyeron que el sudario tenia aproximadamente 660 
anos de antigiiedad,* una edad que concordaba con su 
aparicion historica. Con base en esta edad, determine 
cual es el porcentaje de la cantidad original de C-14 que 
permanecia en la tela hasta 1988. 


Figura 2.43 Imagen del 
sudario presentado en el 
problema 12 




*Algunos academicos no estan de acuerdo con este hallazgo. Para obtener 
mas informacion acerca de este fascinante misterio, vea la pagina web del 
Sudario de Turin en http://www.shroud.com. 
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Ley de Newton sobre enfriamiento 
y calentamiento 

13. Un termometro se saca de una habitation donde la tem- 
peratura es de 70° F, y se lleva a un lugar donde la tem- 
peratura del aire es de 10° F. Despues de medio minuto, 
el termometro marca 50° F. ^Cual es la temperatura que 
marcara en t = 1 minuto? 6 Cuanto tiempo le llevara al 
termometro alcanzar los 15° F? 

14. Un termometro se saca de una habitation donde la tem¬ 
peratura del aire es de 5° F. Despues de un minuto el ter¬ 
mometro marca 55° F, y luego de 5 minutos marca 30° F. 
^Cual es la temperatura initial del interior de la habitation? 

15. Una pequena barra metalica, cuya temperatura inicial era 
de 20° C, se deja caer en un gran recipiente que contiene 
agua hirviendo. ^Cuanto tiempo le llevara a la barra al¬ 
canzar los 90° C si se sabe que su temperatura aumento 
2° en un segundo? ^Cuanto le llevara alcanzar los 98° C? 

16. Dos grandes recipientes A y B del mismo tamano se lie- 
nan con diferentes lfquidos. Estos bquidos se mantienen 
a 0° C y 100° C, respectivamente. Una pequena barra de 
metal con temperatura inicial de 100° C se introduce en 
el recipiente A. Despues de un minuto, la temperatura de 
la barra es de 90° C; luego de 2 minutos la barra se saca 
y al instante se transfiere al otro recipiente. Pasado un 
minuto en el recipiente B, la temperatura de la barra se 
eleva en 10°. ^Cuanto tiempo, desde el initio de todo el 
proceso, le llevara a la barra alcanzar los 99.9° C? 

17. Un termometro que marca 70° F se coloca en un homo 
precalentado a temperatura constante. A traves de una 
ventana de vidrio localizada en la puerta del homo, un 
observador registra que el termometro marca 110° F 
despues de i minuto y 145° F luego de un minuto. ^Cual 
es la temperatura del homo? 

18. En t = 0, una probeta sellada que contiene una sustancia 
qui'mica se sumerge en un bano li'quido. En la probeta, la 
temperatura inicial de la sustancia es de 80° F. El bano 
li'quido tiene una temperatura controlada (medida en 
grados Fahrenheit) dada por T m (t) = 100 - 40e“° lr , f > 0, 
donde t se mide en minutos. 

a ) Asuma que k = —0.1 en la expresion (2). Antes de 
resolver el PVI, describa con palabras que espera 
que suceda con la temperatura T(t) en el corto y el 
largo plazos. 

b ) Resuelva el PVI. Use una herramienta graficadora 
para trazar la grafica de 70) en intervalos de tiempo 
de diferente duration. ( \Las graficas coinciden con 
sus predicciones de la parte a)? 

Mezclas 

19. Un tanque contiene 200 litros de fluido en el cual se han 
disuelto 30 gramos de sal. La salmuera, que contiene 
un gramo de sal por litro se bombea hacia el deposito a 
una velocidad de 4 L/min; perfectamente mezclada, la 
solution se bombea hacia fuera a la misma velocidad. 
Encuentre el numero A(t) de gramos de sal presentes en 
el tanque en el tiempo t. 


20. Resuelva el problema 19 asumiendo que se bombea 
agua pura al tanque. 

21. Un tanque grande se llena a toda su capacidad con 500 ga- 
lones de agua pura. Hacia el tanque se bombea salmuera, 
conteniendo 2 libras de sal, a velocidad de 5 galones por 
minuto. Perfectamente mezclada, la solution se bombea 
hacia fuera a la misma velocidad. Encuentre la cantidad 
A(t) de libras de sal presentes en el tanque en el tiempo t. 

22. En el problema 21, ferial es la concentration c(?) de sal 
en el tanque en el tiempo f? ^En t= 5 minutos? ^Cual es 
la concentration de sal en el tanque despues de un largo 
tiempo, es decir cuando t—¥ oo ? 6 En que tiempo la con¬ 
centration de sal en el tanque es igual a la mitad de este 
valor lhnite? 

23. Resuelva el problema 21 bajo el supuesto de que la solu¬ 
tion se bombea hacia fuera a una mayor velocidad de 10 
gal/min. ^Cuando se vaefa el tanque? 

24. En el ejemplo 5, determine la cantidad de sal presente en 
el tanque en el tiempo t si la concentration de sal en el 
flujo de salida es variable y esta dada por c entrada (f) = 2 + 
sen(f/4) lb/gal. Sin graficar realmente, conjeture acerca de 
que apariencia tendrfa la curva solution del PVI. Despues 
use una herramienta graficadora para trazar la grafica de 
la solution en el intervalo [0, 300]. Repita para el interva- 
lo [0, 600] y compare su grafica con la de la figura 2.38a). 

25. Un tanque grande se llena parcialmente con 100 galones 
de fluido en los cuales estan disueltas 10 libras de sal. Al 
tanque se bombea salmuera, conteniendo \ libra de sal 
por galon, a velocidad de 6 gal/min. La solution, perfec¬ 
tamente mezclada, se saca a la menor velocidad de 4 
gal/min. Encuentre la cantidad de libras de sal presentes 
en el tanque despues de 30 minutos. 

26. En el ejemplo 5 no se da el tamano del tanque que contiene 
la mezcla salina. Suponga, como en el analisis del ejem¬ 
plo 5, que la velocidad a la cual se introduce la salmuera 
al tanque es de 3 gal/min, pero que la solution perfecta¬ 
mente mezclada se saca a una tasa de 2 gal/min. Es logico 
pensar: como la salmuera se esta acumulando en el tan¬ 
que a velocidad de 1 gal/min, cualquier tanque fmito debe 
saturarse eventualmente. Ahora suponga que el tanque 
tiene tapa abierta y una capacidad total de 400 galones. 

a) ^En que tiempo se derramara el liquido? 

b) ^Cuantas libras de sal habra en el tanque al instante 
del derrame? 

c) Suponga que aunque el li'quido se esta derramando, 
la solution de salmuera continua entrando a velo¬ 
cidad de 3 galones por minuto y la solution per¬ 
fectamente mezclada sigue saliendo a una tasa de 
2 galones por minuto. Disene un metodo para de- 
terminar la cantidad de libras de sal presentes en el 
tanque en t = 150 minutos. 

cl) Determine cuantas libras de sal hay en el tanque 
cuando t—¥ oo. ( ;,Su respuesta concuerda con lo que 
usted habia intuido? 

e) Use una herramienta de graficacion para trazar la 
grafica A{t) en el intervalo [0, 500). 
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Circuitos en serie 

27. Una fuerza electromotriz de 30 volts se aplica a un cir- 
cuito LR en serie donde la inductancia es de 0.1 henrys y 
la resistencia de 50 ohms. Encuentre la corriente i(t) si 
i( 0) = 0. Determine la corriente cuando t—> oo. 

28. Resuelva la ecuacion (7) bajo el supuesto de que E(t) = 
E 0 sen u>t e /(0) = i 0 . 

29. Una fuerza electromotriz de 100 volts se aplica a un cir- 
cuito RC en serie donde la resistencia es de 200 ohms y la 
capacitancia de 10" 4 farads. Encuentre la carga q(t) sobre 
el capacitor si ^(0) = 0. Determine la corriente i(t). 

30. Una fuerza electromotriz de 200 volts se aplica a un 
circuito RC en serie con resistencia de 1000 ohms y ca¬ 
pacitancia de 5 X 10 -6 farads. Encuentre la carga q(t) 
sobre el capacitor si i(0) = 0.4. Determine la carga y la 
corriente en / = 0.005 s. Determine la carga conforme 
f —> oo. 

31. Una fuerza electromotriz 



se aplica a un circuito LR en serie que tiene inductancia 
de 20 henrys y resistencia de 2 ohms. Encuentre la co¬ 
rriente i(t) si ;(0) = 0. 

32. Suponga que un circuito RC en serie tiene un resistor 
variable. Si en el tiempo t la resistencia esta dada por 
R = &! + k 2 t, donde k x y k 2 se conocen como constantes 
positivas, entonces (9) se convierte en 

(ki + k 2 t) ^ = E(t). 

Si E(t) = E 0 y q(0) = q 0 , donde E 0 y q 0 son constantes, 
demuestre que 

/ k, 

q(t) = E 0 C + (q 0 - £ 0 C)( ^ + k f J ■ 

Diversos modelos matematicos 

33. Resistencia del aire En la expresion (14) de la section 
1.3 vimos que una ecuacion diferencial que describe la 
velocidad v de una masa cayendo sujeta a la resistencia 
del aire, que es proporcional a la velocidad instantanea, es 

dv in 

m — = mg — kv, 
dt 6 

donde k > 0 es una constante de proporcionalidad. La 
direction positiva es hacia abajo. 

a) Resuelva la ecuacion sujeta a la condition inicial 
v(0) = v 0 . 

b) Use la solution de la parte a) para determinar la velo¬ 
cidad limitante o terminal de la masa. En el problema 
39 de los ejercicios 2.1 vimos como determinar la ve¬ 
locidad terminal sin resolver la ecuacion diferencial. 

c) Si la distancia s, medida a partir del punto donde la 
masa fue liberada por encima del suelo, se relaciona 


con la velocidad v de dstdt = v, encuentre una ex¬ 
presion explicita para s(t) si ,v(0) = 0. 

34. cQue tan alto? Sin resistencia del aire Suponga que una 
bala de canon que pesa 16 libras se dispara verticalmente 
hacia arriba con velocidad inicial de v 0 = 300 ft/s. La res- 
puesta a la pregunta “ ( ;,que tan alto puede llegar la bala?” 
depende de si se toma en cuenta la resistencia del aire. 

a) Suponga que ignoramos la resistencia del aire. Si la 
direction positiva es ascendente, entonces el modelo 
para el estado de la bala de canon estara dado por d 2 s/ 
df = -g (ecuacion (12) de la section 1.3). Dado que 
ds/dt=v(t), la ultima ecuacion diferencial es igual a dvl 
dt = -g, de donde tomamos que g = 32 ft/s 2 . Encuentre 
la velocidad v(t) de la bala de canon en el tiempo t. 

b) Use el resultado obtenido en la parte a) para deter¬ 
minar la altura s(t) de la bala de canon medida desde 
el nivel del suelo. Encuentre la altura maxima que 
alcanzo esta bala. 

35. cQue tan alto? Resistencia lineal del aire Repita el 
problema 34, pero esta vez asuma que la resistencia del 
aire es proporcional a la velocidad instantanea. Es logi- 
co pensar que la altura maxima alcanzada por la bala de 
canon debe ser menor que la de la parte b) del problema 
34. Demuestre esto suponiendo que la constante de pro¬ 
porcionalidad es k = 0.0025 [ Sugerencia : Modifique un 
poco la ED del problema 33.] 

36. Paracaidismo Una paracaidista pesa 125 libras, y su 
paracaldas y equipo juntos pesan otras 35 libras. Despues 
de salir del avion a una altitud de 15 000 pies, ella espera 
15 segundos y abre su paracaldas. Asuma que en el mo¬ 
delo del problema 33 la constante de proporcionalidad 
tiene el valor de k = 0.5 durante la calda libre y k = 10 
despues de abrirse el paracaldas. ^Cual es su velocidad 
y cuan lejos se ha trasladado la paracaidista 20 segundos 
despues de abandonar el avion? ^Como se compara su 
velocidad a 20 segundos con su velocidad terminal? ^En 
cuanto tiempo llegara al suelo? [Sugerencia: Piense en 
terminos de dos problemas de valor inicial distintos.] 

37. Gota de lluvia evaporandose A medida que una gota 
de lluvia cae se evapora, pero mientras eso sucede con- 
serva su forma esferica. Si suponemos adicionalmente 
que la velocidad de evaporation de la gota de lluvia es 
proporcional a su area superficial y la resistencia del 
aire es insignificante, entonces un modelo de la veloci¬ 
dad v(t) de la gota sera 

dv 3 (k/p) 

-1-v = Q. 

dt ( k/p)t + r 0 

Aqul p es la densidad del agua, r 0 es el radio de la gota 
de lluvia cuando t = 0, k < 0 es la constante de propor¬ 
cionalidad y la direction hacia abajo se toma como posi¬ 
tiva. 

a) Resuelva para v(t) si la gota cae desde el reposo. 

b ) Lea de nuevo el problema 36 de los ejercicios 1.3 
y entonces demuestre que el radio de la gota en el 
tiempo t es r(t) = ( k/p)t + r 0 . 
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c) Si r 0 = 0.01 ft y r = 0.007 ft 10 segundos despues 
que la gota cae de una nube, determine el tiempo en 
que la gota se evapora por completo. 

38. Poblacion fluctuante La ecuacion diferencial dP/dt 
= (k cos t)P , donde k es una constante positiva, es un 
modelo matematico para una poblacion P(t) que expe- 
rimenta fluctuaciones temporales cada ano. Resuelva la 
ecuacion sujeta a P(0) = P 0 . Use una herramienta grafi- 
cadora para obtener la grafica de la solucion para dife- 
rentes alternativas de P 0 . 

39. Modelo poblacional En cierto modelo de la poblacion 
cambiante P(t) de una comunidad, se asume que 

dP _ dB dD 
dt dt dt' 

donde dB/dt y dD/dt son las tasas de nacimiento y mor- 
tandad, respectivamente. 

a) Resuelva para P(l) si dB/dt = k t P y dD/dt = k 2 P. 

b ) Analice los casos k x > k 2 , k x = k 2 y k t < k 2 . 

40. Memorizacion Cuando el olvido se toma en cuenta, la 
tasa de memorizacion de un sujeto esta dada por 

dA 

— = k)(M - A) - k 2 A, 

donde k t > 0, k 2 > 0, A(t) es la cantidad a ser memorizada 
en el tiempo t, M es la cantidad total a ser memorizada y 
M - A es la cantidad restante a ser memorizada. (Vea los 
problemas 25 y 26 en los ejercicios 1.3.) 

a) Dado que la ED es autonoma, use el concepto de re- 
trato fase de la section 2.1 para encontrar el valor li- 
mitante de Ait) cuando t —» oo. Interprete el resultado. 

b) Resuelva para A(t) sujeto a A(0) = 0. Trace la grafica 
de A(t ) y verifique la prediction que hizo usted en la 
parte a). 

41. Difusion de un medicamento Cierto modelo matema¬ 
tico de la tasa a la que un medicamento se difunde en el 
torrente sanguineo esta dado por dx/dt = r - kx, donde r 
y k son constantes positivas. La funcion x(t) describe la 
concentration del medicamento en el torrente sanguineo 
en el tiempo t. 

a) Dado que la ED es autonoma, use el concepto de 
retrato fase de la section 2.1 para encontrar el valor 
limitante de x(t) cuando t —» oo. 

b) Resuelva la ED sujeta a jc( 0) = 0. Trace la grafica 
de x{t) y verifique la prediction que hizo usted en 
la parte a). ^En que tiempo la concentration es la 
mitad de este valor limitante? 

Problemas de analisis 

42. Enfriamiento y calentamiento Una pequena barra de 
metal se saca de un homo cuya temperatura es una cons¬ 
tante de 300° F dentro de una habitation cuya temperatu¬ 
ra es una constante de 70° F. De manera simultanea, una 
barra de metal identica que estaba en la habitation se colo- 
ca en el homo. Asuma que el tiempo t se mide en minutos. 
Analice: ^por que existe un valor futuro del tiempo, llame- 
lo t* > 0, al cual la temperatura de cada barra es identica? 


43. Marcapasos del corazon Un marcapasos del corazon, 
mostrado en la figura 2.44, esta compuesto de un inte¬ 
rrupter, una baterfa, un capacitor y el corazon como un 
resistor. Cuando el interrupter S esta en P, el capacitor se 
carga; cuando S esta en Q, el capacitor se descarga, envian- 
do un estfmulo electrico al corazon. En el problema 47 de 
los ejercicios 2.3, vimos que durante el tiempo en que el 
estfmulo electrico se aplica al corazon, el voltaje E que 
atraviesa el corazon satisface la ecuacion diferencial lineal 


dE 1 

— =- E. 

dt RC 


a) Asumamos que durante el intervalo de tiempo de 
longitud t u 0 < t < tx, el interrupter S esta en la 
position P mostrada en la figura 2.44 y el capaci¬ 
tor se esta cargando. Cuando el interruptor cambia 
a la position Q en el tiempo t x el capacitor se des¬ 
carga, enviando un impulso al corazon durante el 
intervalo de tiempo de longitud t 2 : /,</</,+ t 2 . 
Por lo tanto, en el intervalo initial de carga y descar¬ 
ga 0 < t < t x +1 2 el voltaje hacia el corazon en realidad 
es modelado por la ecuacion diferencial defmida por 
segmentos 


cM 

dt 



0 < t < tj 
t ] <t<t ] + t 2 . 


Al moverse S entre P y Q, la carga y la descarga 
en los intervalos de tiempo de duration t x y t 2 se 
repiten de manera indefinida. Suponga que q = 4 s, 
t 2 = 2s,E 0 = 12 V, y E(0) = 0, E( 4) = 12, E( 6) 
= 0, £(10) = 12, £(12) = 0, y asf sucesivamente. 
Resuelva para E(t) en el intervalo 0 < / < 24. 
b ) Supongamos para el mismo caso que R = C = 1. 
Utilice una grafica para dibujar la solucion de IVP 
en la parte a) en el intervalo 0 s t < 24. 



Figura 2.44 Modelo de un 
marcapasos para el probLema 43 


44. Caja deslizante a) Una caja de masa m se desliza hacia 
abajo por un piano inclinado y forma un angulo 6 con la 
horizontal como se muestra en la figura 2.45. Encuentre 
una ecuacion diferencial para la velocidad v(t) de la caja 
en el tiempo t en cada uno de los siguientes tres casos: 

i) Sin friction deslizante y sin resistencia del aire. 

ii ) Con friction deslizante y sin resistencia del aire. 

Hi) Con friction deslizante y resistencia del aire. 
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En los casos ii ) y Hi), use el hecho de que la fuerza 
de friccion opuesta al movimiento de la caja es pN, 
donde p es el coeficiente de friccion deslizante y N es 
el componente normal del peso de la caja. En el caso 
iii), asuma que la resistencia del aire es proporcional a 
la velocidad instantanea. 

b) En la parte a) suponga que: la caja pesa 96 libras, el 
angulo de inclinacion del piano es 0 = 30°, el coefi¬ 
ciente de friccion deslizante es p = V3/4, y que la 
fuerza de retardo adicional debida a la resistencia 
del aire es numericamente igual a \v. Resuelva la 
ecuacion diferencial en cada uno de los tres casos, 
asumiendo que la caja parte del reposo desde el 
punto mas alto de 50 pies por encima del suelo. 


Figura 2.45 Caja que se- 
desliza hacia abajo por un 
piano inclinado, probLema 44 

Tareas para el laboratorio de computo 

45. Cajas deslizantes Continuacion a) En el proble- 
ma 44, s(t) es la distancia del piano inclinado me- 
dida desde su punto mas alto. Use ds/dt = v{t) y la 
solucion encontrada para cada uno de los tres casos 
citados en la parte b) del problema 44 para calcu- 
lar el tiempo que le toma a la caja deslizarse comple- 
tamente por el piano inclinado. Una aplicacion de un 
CAS para buscar rafces podria serle de utilidad aqui. 



b) En el caso de que hubiera friccion (afO) pero no 
resistencia del aire, explique por que la caja no se 
deslizarfa por el piano partiendo del reposo desde 
el punto mas alto por encima del suelo cuando el 
angulo de inclinacion 6 satisface tan 0 < p. 

c) La caja se deslizara hacia abajo sobre el piano cuan¬ 
do 0 < p si se le imprime una velocidad inicial v(0) 
= v 0 > 0. Suponga que p = V3/4 y 6 = 23°. 
Verifique si tan 6 < p. /.Que tanto se deslizara la 
caja por el piano si v 0 = 1 ft/s? 

d) Mediante los valores de p = V3/4 y 0 = 23°, 
aproxime la velocidad inicial mas pequena v 0 que se 
pueda dar a la caja de manera que, desde el punto 
mas alto de 50 pies por encima del suelo, se deslice 
completamente hacia abajo por el piano inclinado. 
Despues encuentre el tiempo correspondiente que le 
toma deslizarse por el piano. 

46. Todo lo que sube... a) Es bien sabido que el mode- 
lo donde se ignora la resistencia del aire, parte a) del 
problema 34, pronostica que el tiempo t a que le toma a 
la bala de canon alcanzar su altura maxima es similar 
al tiempo t d que le toma caer desde la altura maxima 
hasta el suelo. Ademas, la magnitud de la velocidad del 
impacto v, sera igual a la velocidad inicial v 0 de la bala. 
Verifique ambos resultados. 

b) Despues, mediante el modelo del problema 35 que 
toma en cuenta la resistencia del aire, compare el 
valor de t a con respecto a t d y el valor de la magnitud 
de v,- con respecto a v 0 . Una aplicacion de un CAS 
para buscar rafces (o una calculadora de graficas) 
podria serle de utilidad. 


2.8 Modelos no lineales 


H Introduction Terminamos nuestro analisis de las ecuaciones diferenciales unicas de 
primer orden con el examen de algunos modelos matematicos no lineales. 


H Dinamica poblacional Si P(t) denota el tamano de una poblacion en el tiempo t, el 
modelo para calcular el crecimiento exponencial comienza con el supuesto de que dP/dt 
= kP para cierta k > 0. En este modelo, la tasa de crecimiento relativa o especifica, de- 
finida por 

dP/dt 


se asume como una constante k. Casos reales de crecimiento exponencial durante largos 
periodos son diffciles de encontrar, debido a que los limitados recursos del entomo ejer- 
cen en algun momento restricciones sobre el crecimiento de una poblacion. Por lo tanto, 
se puede esperar que (1) disminuya a medida que P aumenta en tamano. 

El supuesto de que la tasa a la cual una poblacion crece (o disminuye) depende solo 
del numero presente y no de mecanismos dependientes del tiempo tales como los feno- 
menos estacionales (vea el problema 33 en los ejercicios 1.3) se puede expresar como 


dP/dt 


m o 


dP_ 

dt 


pm- 


( 2 ) 


P 
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f(p) 



K P 


Figura 2.46 Supuesto mas simple 
de que/(P) es una linea recta 


La ecuacion diferencial dada en (2), que por lo general se asume en los modelos de po- 
blaciones animales, se denomina hipotesis de dependencia de la densidad. 


I Ecuacion logistica Suponga que un entorno es capaz de dar sustento a solamente 
un nrimero fijo de individuos K presentes en su poblacion. La cantidad K se conoce como 
capacidad de soporte del entorno. Por lo tanto, para la funcion/dada en (2) tenemos 
f(K) = 0 y simplemente asumimos que/(0) = r. La figura 2.46 muestra tres funciones/ 
que satisfacen estas dos condiciones. El supuesto mas simple que podemos hacer es que 
f(P) es lineal —es decir ,f(P) = c x P + c 2 —. Si usamos las condiciones /(0) = r yf(K) = 
0, encontraremos a su vez que c 2 = r, c, = -r/K, y entonces/asume la forma de/(P) = r 
- (r!K)P. La ecuacion (2) se convierte en 


dP 

dt 




(3) 


A1 volver a designar las constantes, la ecuacion no lineal (3) es igual que 

d p 

— = P(a - bP ). 
dt 


(4) 


Alrededor del ano 1840, el matematico y biologo belga P. F. Verhulst se intereso en 
los modelos matematicos necesarios para predecir las poblaciones humanas de diferen- 
tes parses. Una de las ecuaciones de su estudio fue la (4), donde a>0,b>0. La ecuacion 
(4) se llego a conocer como ecuacion logistica y su solucion se denomino funcion logis- 
tica. La grafica de una funcion logistica se denomina curva logistica. 

La ecuacion diferencial lineal dPIdt = kP no ofrece un modelo muy preciso de la po¬ 
blacion cuando esta es muy grande. Las condiciones de sobrepoblacion, con sus resul- 
tantes efectos perjudiciales para el entorno, tales como la contamination y las demandas 
excesivas y competitivas por el alimento y el combustible, pueden tener un efecto inhibi- 
dor sobre el crecimiento poblacional. Como veremos ahora, la solucion de (4) esta acota- 
da cuando t —> oo. Si escribimos nuevamente (4) como dP/dt = aP - bP 2 , el termino no 
lineal -bP 2 , b > 0, puede reinterpretarse como un termino de “inhibition” o “competen- 
cia”. Tambien, en la mayoria de las aplicaciones, la constante positiva a es mucho mayor 
que la constante b. 

Las curvas logisticas han demostrado ser muy precisas para pronosticar los patrones 
de crecimiento de ciertos tipos de bacterias, protozoarios, pulgas acuaticas ( Daphnia) y 
moscos de la fruta ( Drosophila ) en un espacio limitado. 


H Solucion de la ecuacion logistica Un metodo apropiado para resolver (4) es me- 
diante la separacion de variables. A1 descomponer el lado izquierdo de dP/P(a - bP) = dt 
en fracciones parciales e integrar se tiene 



' lnlPl 


a 


b/a \ 

H- )dP = dt 

a — bP J 

-In \a — bP\ = t + c 


In 


a — bP 
P 

a — bP 


= at + ac 


c x e . 


De la ultima ecuacion se deriva 


P(t) 


ac x e at aci 

1 + fcc 1 e < " bc { + e~ ar 


Si P( 0) = P 0 , P 0 A alb, encontramos c t = P { j(a - bP 0 ) y, por lo tanto, despues de susti- 
tuir y simplificar, la solucion se convierte en 


P(t) 


_ aPo _ 

bP 0 + (a- bP 0 )e~ at ' 


(5) 
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I Graficas de P(t) La forma basica de la grafica de la funcion logfstica P(i) puede 
obtenerse sin demasiado esfuerzo. Aunque la variable t por lo general representa el tiem- 
po y rara vez nos interesamos en aplicaciones donde t < 0, es muy importante incluir este 
intervalo cuando presentamos las diferentes graficas de P. De (5) se deduce que 


/ x aP o a 

P ( t ) —»-= — cuando t - 

U bP 0 b 


► oo 


P(t)—> 0 cuando t - 


' 00 . 


La lfnea discontinua P = a/2b mostrada en la figura 2.47 corresponde a la ordenada de un 
punto de inflexion de la curva logfstica. Para mostrar esto, diferenciamos (4) mediante la 
regia del producto: 


d 2 P 


dt 


dP 


dP dP 


—-j- = Pi — b — ) + (zz — bP) — = — (a — 2 bP) 


= P{a 
= 2 b 2 P 


dt 
bP){a 


dt dt 


2 bP) 


a 

2b 


De sus conocimientos de calculo, recuerde que los puntos donde d 2 P/dr = 0 son posibles 
puntos de inflexion, pero evidentemente P = 0 y P = alb se pueden descartar. Dado que P 
= a/2b es el unico valor posible para ordenadas donde la concavidad de la grafica puede 
cambiar. Para 0 < P < a/2b se deduce que P" > 0, y a 12b < P < alb implica que P" < 0. Por 
lo tanto, cuando leemos de izquierda a derecha, la grafica cambia de concava hacia arriba 
a concava hacia abajo en el punto que corresponde a P = a/2b. Cuando el valor inicial 
satisface 0 < P 0 < a!2b, la grafica de Pit) asume la forma de una S, como vemos en la 
figura 2.47 a). Para a!2b <P 0 < alb , la grafica sigue teniendo figura de S, pero el punto de 
inflexion ocurre en un valor negativo de t, segun muestra la figura 2.47/?). 

Ya hemos visto la ecuacion (4) antes de la (5) de la seccion 1.3 en la forma dx/dt = 
kx(n + 1 - x), k > 0. Esta ecuacion diferencial ofrece un modelo razonable para describir 
la propagacion de una epidemia causada inicialmente al introducir un individuo infecta- 
do a una poblacion estatica. La solucion x(t) representa el numero de individuos infec- 
tados con la enfermedad en el tiempo t. 



Figura 2.47 Curvas logfsticas para 
condiciones iniciales diferentes 


Ejemplo 1 Crecimiento logistico 

Suponga que un estudiante portador de un virus regresa a una comunidad universitaria 
aislada cuya poblacion es de 1000 individuos. Si se asume que la tasa a la cual el virus 
se propaga es proporcional no solo al numero x de estudiantes infectados sino tambien 
al numero de estudiantes no infectados, determine el numero de estudiantes infectados 
despues de 6 dfas si se observa ademas que pasados 4 dfas x(4) = 50. 

I Solucion Si suponemos que nadie abandona la comunidad durante la enfermedad, 
debemos resolver el problema de valor inicial 

— = fcc(1000 - x), x(0) = 1. 

dt 

Al hacer las identificaciones a = 1 ()()()/ y b = k, a partir de (5) se deriva inmediatamente que 
_ 1000/- _ 1000 
X t) ~ k + 999/e -1000 *' ~ 1 + 999e -1000 *'’ 


Ahora, empleando la informacion x(4) = 50, determinamos / a partir de 


50 


1000 

1 + 999e -4000 * 


1 19 

Encontramos -1000/ = — In- 

4 999 


= -0.9906. Por lo tanto. 


x{t) 


1000 

1 + 999e -0 '" 06 ' 
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x = 1000 


Por ultimo, 


1000 


= 276 estudiantes. 



5 10 

a) 


t (dias) 

x (numero de infectados) 

4 

50 (observados) 

5 

124 

6 

276 

7 

507 

s 

735 

9 

882 

10 

953 


b) 


Figure 2.48 El numero de 
estudiantes infectados x(t) Uega 
a 1000 a medida que el tiempo t 
aumenta 


x(6) 


1 + 999e~ 5 ' 9436 


Los valores adicionales calculados de x(t) se proporcionan en la tabla de la figura 2.48(b). 

□ 


I Modificaciones de La ecuacion logistica Existen muchas variaciones de la ecua¬ 
cion logistica. Por ejemplo, las ecuaciones diferenciales 

dP dP 

— h y —— = P(a — bP ) + h (6) 

dt dt 

podrian servir, a su vez, como modelos para la poblacion existente en un criadero de 
peces donde el pescado se coseche o reabastezca a la tasa h. Cuando h > 0 es una 
constante, las ecuaciones diferenciales incluidas en (6) pueden analizarse facilmente de 
manera cualitativa o resolverse mediante separation de variables. Las ecuaciones de (6) 
tambien pueden servir como modelos de poblacion humana, ya sea incrementados por 
la inmigracion o disminuidos por la emigration. En (6), la tasa h podrfa ser una funcion 
del tiempo t o ser dependiente de la poblacion; por ejemplo, la cosecha podrfa realizarse 
de manera periodica en el transcurso del tiempo o efectuarse a una tasa proporcional a 
la poblacion P en el tiempo t. En este ultimo caso, el modelo serfa parecido a P' = P(a 
- bP) - cP, c > 0. La poblacion humana de una comunidad puede cambiar a causa de 
la inmigracion, de tal manera que la contribution debida a la inmigracion sea grande 
cuando la poblacion P de la comunidad sea pequena en si misrna, pero entonces la con¬ 
tribucion de la inmigracion puede ser pequena cuando P es grande; entonces, un modelo 
razonable para la poblacion de la comunidad es P' = P(a - bP ) + ce~ kP , c > 0, k > 0. Otra 
ecuacion de la forma dada en (2), 


= P(a - b In P), (7) 

dt 

es una modification de la ecuacion logistica conocida como ecuacion diferencial de 
Gompertz. Esta ED se usa algunas veces como un modelo en el estudio del crecimiento 
o diminution de una poblacion, en el crecimiento de tumores solidos y en diversos tipos 
de predicciones actuariales. Vea los problemas 5 a 8 en los ejercicios 2.8. 


I Reacciones quimicas Suponga que a gramos del quimico A se combinan con b 
gramos del quimico B. Si hay M partes de ,4 y N partes de B formadas en el compuesto y 
X(t) es la cantidad de gramos del quimico C formado, entonces la cantidad de gramos de 
los quimicos Ay B restantes en cualquier tiempo es, respectivamente, 


a 


M 


MAN 


-X 


N 


MAN 


X. 


Mediante la ley de action de la masa, la tasa de la reaccion satisface 


dX ( 
— oc a 
dt V 


M 


MAN 


X)[ b 


N 


MAN 


X 


(8) 


Si separamos MI(M + AO del primer factor y N/(M + N) del segundo e introducimos una 
constante de proporcionalidad k > 0, (8) tendra la forma 


— = k(a - X)(P - X), (9) 

donde a = a{M + N)/M y fi = b(M + N)/N. Recuerde que en la expresion (6) de la 
seccion 1.3 una reaccion quimica regida por la ecuacion diferencial no lineal (9) es una 

reaccion de segundo orden. 
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Ejemplo 2 Reaccion qui'mica de segundo orden 

Cuando se combinan dos qufmicos A y B se forma un compuesto C. La reaccion produ- 
cida entre ambos qufmicos es tal que para cada gramo de A se utilizan cuatro 4 gramos 
de B. Se observa que en 10 minutos se forman 30 gramos del compuesto C. Determine la 
cantidad de C en el tiempo T si la velocidad de la reaccion es proporcional a las cantida- 
des de A y B restantes y si inicialmente habfa 50 gramos de A y 32 gramos de B. ^Cuanto 
compuesto C esta presente a los 15 minutos? Interprete la solucion cuando t —» oo. 


I Solucion Digamos que X(t ) denota la cantidad de gramos del compuesto C presente 
en el tiempo t. Claramente, A(0) = 0 g y AT 10) = 30 g. 

Si, por ejemplo, estan presentes 2 gramos del compuesto C, debimos haber usado, 
digamos, a gramos de A y b gramos de B de manera que a + b = 2y b = 4a. Por lo tanto, 
debemos usar a = § = 2(|) g del qufmico A y b = f = 2(f) g del qufmico B. En gene¬ 
ral, para X gramos de C debemos usar 


X 

5 


gramos de A 


y 


4 

5 


X gramos de B. 


Las cantidades de Ay B restantes en cualquier momento son entonces 

X 4 

50 -- y 32 --X 


respectivamente. 

Ahora sabemos que la velocidad a la cual se forma el compuesto C satisface 


dX 


— oc 


dt 



Para simplificar la operacion algebraica siguiente, dividimos el primer termino entre | y 
el segundo entre f y despues introducimos la constante de proporcionalidad: 


dX 

dt 


£(250 - 20(40 - X). 


Mediante separacion de variables y fracciones parciales podemos escribir 


1/210 

250 - X 


dX + 


1/210 

40 - X 


dX = kdt. 


A1 integrar se tiene 


In 


250 - X 
40 - X 


210 kt + Cj o 


250 - X 
40 - X 


c 2 e 


( 10 ) 


Cuando t = 0, X = 0, entonces en este punto se deduce que c 2 = 2 /. Aplicando X = 30 
g en t = 10, encontramos 210£ = In ff = 0.1258. Con esta informacion resolvemos la 
ultima ecuacion dada en (10) para X: 


X(t) = 1000 


2 _ g-0.1258f 

25 - 4e~ 0 1258 '' 


( 11 ) 


El comportamiento de X en funcion del tiempo se muestra en la figura 2.49. De la tabla 
acompanante y de (11) resulta claro que X —» 40 cuando t —» oo. Esto significa que se 
forman 40 gramos de compuesto C y queda 


1 4 

50 - - (40) = 42 g de A y 32 - - (40) = 0 g de B. 


□ 



a) 


J(min) 

*(g) 

10 

30 (medidos) 

15 

34.78 

20 

37.25 

25 

38.54 

30 

39.22 

35 

39.59 


b) 


Figura 2.49 X(t) empieza en 0 y 
se acerca a 40 conforme t aumenta 
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Comentarios 


La integral indefinida 


du 


puede evaluarse mediante logaritmos, tangente 


a — u 

hiperbolica inversa o cotangente hiperbolica inversa. Por ejemplo, de los dos resul- 
tados 


du 


1 


a 2 — it a 


du 


-r = —In 
i 2 2 a 


, u 

*- 4 

c, 

ImI < a 

(12) 

a 



+ u 

+ c, 

\u\ a 

(13) 


(12) podria ser conveniente para los problemas 15 y 24 de los ejercicios 2.8, mien- 
tras que serfa preferible aplicar (13) al problema 25. 


EJERCICIOS 2.8 Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-3. 


Ecuacion logistica 

1. La cantidad MO de supermercados que utilizan un sis- 
tema computarizado de cobro en cajas en todo el pals se 
describe mediante el problema de valor inicial 

— = N( 1 - 0.00051V), MO) = 1. 
dt 

a ) Utilice el concepto de retrato fase estudiado en la 
seccion 2.1 para predecir cuantos supermercados se 
espera que adopten el nuevo procedimiento durante 
un largo periodo. Trace a mano una curva solucion 
para el problema de valor inicial dado. 

b) Resuelva el problema de valor inicial y despues uti¬ 
lice una herramienta de graficacion para verificar la 
curva solucion trazada en la parte a). ^Cuantas com- 
panlas se espera que adopten la nueva tecnologla 
cuando t = 10? 

2. En cierta comunidad, la cantidad M0 de personas ex- 
puestas a una publicidad en particular esta regida por 
una ecuacion logistica. En un inicio M0) = 500 y se 
observa que Ml) = 1000. Resuelva para M0 si se pro- 
nostica que el niimero limitante de personas que ve el 
anuncio es de 50000. 

3. Un modelo de la poblacion Pit) que vive en un suburbio de 
una gran ciudad esta dado por el problema de valor inicial 

dP 

— = P(10 _1 - 10 _7 P), P( 0) = 5000, 
dt 

donde t se mide en meses. ^Cual es el valor limitante de 
la poblacion? ^En que momento la poblacion sera igual 
a una mitad de este valor limitante? 

4. a) En la tabla siguiente se presentan datos de los censos 

poblacionales practicados en Estados Unidos entre 
1790 y 1950. Elabore un modelo loglstico de po¬ 
blacion utilizando los datos de 1790, 1850 y 1910. 


Ano Poblacion (en millones) 


1790 

3.929 

1800 

5.308 

1810 

7.240 

1820 

9.638 

1830 

12.866 

1840 

17.069 

1850 

23.192 

1860 

31.433 

1870 

38.558 

1880 

50.156 

1890 

62.948 

1900 

75.996 

1910 

91.972 

1920 

105.711 

1930 

122.775 

1940 

131.669 

1950 

150.697 


b) Elabore una tabla en la que se compare la poblacion 
del censo real con la pronosticada por el modelo 
formulado en la parte a). Compare el error y el por- 
centaje de error para cada entrada par. 

Modificaciones de la ecuacion logistica 

5. a) Si en un criadero de peces se cosecha una cantidad 
constante h por unidad de tiempo, entonces un mo¬ 
delo para la poblacion P(t) del criadero en el tiempo 
t esta dado por 

= P(a - bP) - h, P( 0) = P 0 , 
dt 
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donde a,b,h y P 0 son constantes positivas. Suponga 
que a = 5, b = 1 y h = 4. Dado que la ED es auto¬ 
noma, use el concepto de retrato fase de la seccion 
2.1 para trazar las curvas solucion representativas 
correspondientes a los casos P 0 > 4, 1 < P 0 < 4 y 0 < 
P 0 < 1. Determine el comportamiento de largo plazo 
de la poblacion para cada caso. 

b) Resuelva el PVI dado en la parte a). Verifique los 
resultados de su retrato fase de la parte a) mediante 
una herramienta de graficacion para trazar la grafica 
de P(t) con una condicion inicial tomada de cada 
uno de los tres intervalos dados. 

c) Use la informacion de a) y b ) para determinar si la 
poblacion del criadero se extinguira en un tiempo 
finito. De ser asf, determine ese tiempo. 

6. Examine el modelo de cosecha del problema 5 tanto de 

forma cualitativa como analftica en el caso de que a = 5, 
b = 1 y h = . Determine si la poblacion se extingue 

en un tiempo finito. Si es asf, determine ese tiempo. 

7. Repita el problema 6 en el caso de que a = 5,b = \ .h = 1. 

8. a) Suponga que a = b = 1 en la ecuacion diferencial 

de Gompertz (7). Como la ED es autonoma, use el 
concepto del retrato fase de la seccion 2.1 para tra¬ 
zar las curvas solucion representativas correspon¬ 
dientes a los casos P 0 > e y 0 < P 0 < e. 

b) Suponga que a = \,b = -1 en (7). Use unnuevoretra¬ 
to fase para trazar las curvas solucion representativas 
que correspondan a los casos P 0 > (f ] y 0 < P () < e~ x . 

c) Encuentre una solucion explfcita de (7) sujeta a 

P( 0) = P 0 - 

Reacciones qumnicas 

9. Dos productos qufmicos Ay B se combinan para formar 
un nuevo producto qufmico C. La tasa, o velocidad, de la 
reaccion es proporcional al producto de las cantidades ins- 
tantaneas de A y B que no se han convertido en el qufmico 
C. En un principio hay 40 gramos de A y 50 gramos de B. 
y para cada gramo de B se usan 2 gramos de A. Se observa 
que se forman 10 de gramos de C en 5 minutos. ^Cuanto 
se forma en 20 minutos? ^Cual es la cantidad limitante 
de C despues de un tiempo largo? ( ;,Que cantidad de los 
qufmicos Ay B permanece despues de un gran tiempo? 

10. Resuelva el problema 9 si en un inicio estan presentes 
100 gramos del qufmico A. <;En que tiempo el qufmico 
C esta a medio formar? 

Diversos modelos no lineales 

11. Tanque cilindrico con fugas Un tanque cilfndrico al 
tope de su capacidad esta goteando agua por un orificio 
circular localizado en su parte inferior. Como se vio en 
(10) de la seccion 1.3, cuando se ignoran la friccion y la 
contraccion del agua en el orificio, la altura h de agua en 
el tanque esta descrita por 

dh A h 

dt A w 

donde A w y A h son las areas representativas del agua y 
del orificio, respectivamente. 



a) Resuelva para h(t) si la altura inicial del agua es H. 
Trace a mano la grafica de h(t) y de su intervalo 1 de 
definicion en terminos de los sfmbolos A w , A h y H. 
Use g = 32 ft/s 2 . 

b) Suponga que el tanque tiene 10 pies de altura, radio 
de 2 pies, y que el agujero circular tiene radio de k 
pulgada. Si en un inicio el tanque esta lleno, ^cuanto 
tiempo tardara en vaciarse? 

12. Tanque cilfndrico con fugas. Continuacion Cuando se 
toman en cuenta la friccion y la contraccion del agua en 
el orificio, el modelo desarrollado en el problema 11 se 
convierte en 

dh A h 

dt A w 

donde 0 < c < 1. ,;.Cuanto tardara en vaciarse el tanque 
del problema 1 lb) si c = 0.6? Vea el problema 13 en los 
ejercicios 1.3. 

13. Tanque conico con fuga Un tanque en forma de cono 
cilfndrico recto y lleno al tope, con el vertice hacia abajo, 
esta goteando agua por un orificio circular localizado en 
la parte inferior. 

a) Suponga que el tanque tiene 20 pies de altura y radio 
de 8 pies, y el orificio circular tiene radio de 2 pul- 
gadas. En el problema 14 de los ejercicios 1.3 se le 
pide demostrar que la ecuacion diferencial represen- 
tativa de la altura h del agua que gotea de un tanque es 

dh _5 

dt 6/r 3/2 

En este modelo, la friccion y la contraccion del agua 
en el orificio se tomaron en cuenta con c = 0.6 y g es 
igual a 32 ft/s 2 . Vea la figura 1.30. Si el tanque esta 
lleno al principio, ^cuanto tardara en vaciarse? 

b) Suponga que el tanque tiene un angulo de 60° en el 
vertice, y el orificio circular tiene radio de 2 pulga- 
das. Determine la ecuacion general que representa 
la altura del agua. Use c = 0.6 y g = 32 ft/s 2 . Si la 
altura del agua es inicialmente de 9 pies, ^cuanto le 
llevara al tanque vaciarse? 

14. Tanque conico invertido Suponga que el tanque co¬ 
nico del problema 13a) esta invertido, como ilustra la 
figura 2.50, y el agua gotea por un orificio circular, con 
radio de 2 pulgadas, localizado en el centra de la base 
circular. ^E1 tiempo que le lleva a este tanque lleno va¬ 
ciarse sera el mismo que para el tanque del problema 13 
cuyo vertice esta hacia abajo? Asuma que el coeficiente 
de friccion/contraccion es de c = 0.6 y g = 32 ft/s 2 . 




6 


Figura 2.50 Tanque 
conico invertido del 
problema 14 
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15. Resistencia del aire Una ecuacion diferencial que re- 
presenta la velocidad v de una masa m que cae y esta 
sujeta a la resistencia del aire, la cual es proporcional al 
cuadrado de la velocidad instantanea, es 

dv , 2 

m — = mg — kv, 

dt 

donde k > 0 es una constante de proporcionalidad. La 
direccion positiva es hacia abajo. 

a) Resuelva esta ecuacion sujeta a la condition inicial 
v(0) = v 0 . 

b) Use la solution de la parte a) para determinar la velo¬ 
cidad, limitante o terminal, de la masa. En el problema 
39 de los ejercicios 2.1 vimos como determinar la ve¬ 
locidad terminal sin resolver la ecuacion diferencial. 

c) Si la distancia s, medida desde el punto donde la 
masa fue soltada por encima del suelo, esta relacio- 
nada con la velocidad v mediante ds/dt = v(t), en- 
cuentre una expresion expli'cita para s(t) si .v(0) = 0. 

16. cQue tan alto? Resistencia no lineal al aire Considere 
la bala de canon de 16 libras disparada verticalmente hacia 
arriba y presentada en los problemas 34 y 35 de los ejer¬ 
cicios 2.7, con velocidad inicial v 0 = 300 ft/s. Determine 
la altura maxima que alcanza esta bala cuando se asume 
que la resistencia del aire es proporcional al cuadrado de 
la velocidad instantanea. Asuma que la direccion positiva 
es ascendente y que k = 0.0003. [ Sugerencicr. En el pro¬ 
blema 15, modifique ligeramente la ED.] 

17. Esa sensation de hundimiento a) Determine una 
ecuacion diferencial para la velocidad v{t) de una masa 
m hundiendose en el agua, la cual imparte una resisten¬ 
cia que es proporcional al cuadrado de la velocidad ins¬ 
tantanea y tambien ejerce una fuerza flotante ascendente 
cuya magnitud esta dada por el principio de Arqui'medes. 
Vea el problema 18 de los ejercicios 1.3. Asuma que la 
direccion positiva es hacia abajo. 

b ) Resuelva la ecuacion diferencial determinada en la 
parte a). 

c ) Determine la velocidad limitante o terminal de la 
masa hundiendose. 

18. Recolector solar La ecuacion diferencial 

dy —x + Vx 2 + y 2 
dx y 

describe la forma de una curva plana C que reflejara 
todos los haces de luz entrantes al misrno punto y podria 
ser un modelo del espejo de un telescopio reflectante, 
una antena satelite o un recolector solar. Vea el proble¬ 
ma 29 en los ejercicios 1.3. Hay varias formas de resol¬ 
ver esta ecuacion diferencial. 

a ) Verifique si la ecuacion diferencial es homogenea 
(vea la section 2.5). Demuestre que la sustitucion 
y = ux resulta en 

u du dx 

Vl + u\ 1 - Vl + u 2 ) x ' 

Use un CAS (u otra sustitucion apropiada) para in- 
tegrar el lado izquierdo de la ecuacion. Demuestre 


que la curva C debe ser una parabola con centra en 
el origen y simetrica con respecto al eje x. 

b) Demuestre que la primera ecuacion diferencial puede 
resolverse mediante la sustitucion u = x 2 +y 2 . 

19. Tsunami a) Un modelo simple de la forma de un 
tsunami, u ola de la marea, esta dada por 

dW / - 

— = Wv 4 - 2W, 
dx 

donde W(x) > 0 es la altura de la ola expresada en fun- 
cion de su position relacionada con un punto en alta 
mar. Mediante el analisis, encuentre todas las soluciones 
constantes de la ecuacion diferencial. 

b) Resuelva la ecuacion diferencial dada en la parte a). 
Un CAS le podria ser de utilidad para efectuar la inte¬ 
gration. 

c) Use una herramienta graficadora para obtener las 
graficas de todas las soluciones que satisfagan la 
condition inicial W(0) = 2. 

20. Evaporation Un estanque decorativo de exterior con 
la forma de un taque hemisferico va a llenarse con agua 
mediante una entrada de agua colocada en su parte in¬ 
ferior. Suponga que el radio R del tanque es de 10 pies, 
que el agua es bombeada hacia dentro a una tasa de it 
ft 3 /min y que el tanque esta vaclo al principio. Vea la 
figura 2.51. A medida que el tanque se llena, pierde agua 
por evaporation. Asuma que la tasa de evaporation es 
proporcional al area A de la superficie del agua y que la 
constante de proporcionalidad es k = 0.01. 

a) La tasa de cambio dV/dt del volumen de agua en el 
tiempo t es una tasa neta; usela para determinar una 
ecuacion diferencial de la altura h del agua en el 
tiempo t. El volumen del agua mostrado en la figura 
es V = irRIr - ' Trlr\ donde R = 10. Exprese el area 
de la superficie del agua A = nr 2 en terminos de h. 

b) Resuelva la ecuacion diferencial determinada en la 
parte a). Graftque la solution. 

c) Si no hay evaporation, ^cuanto tiempo le tomara 
llenarse al tanque? 

d) Con evaporation, ^cual es la profundidad del agua 
en el tiempo encontrado en la parte c)? ^Alguna vez 
se llenara el tanque? Demuestre su aseveracion. 



Entrada: el agua se bombea hacia 

dentro a una tasa de n ft 3 /min 

a) Tanque hemisferico 


Figura 2.51 Estanque 
examinado en el problema 20 


Tareas para el laboratorio de computo 

21. Recta de regresion Lea la documentation de su CAS 
que trata acerca de las nubes de puntos (o diagramas de 
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dispersion) y ajuste lineal de los mmimos cuadrados. La 
linea recta que se ajusta mejor a un conjunto de puntos 
de datos se denomina recta de regresion o recta de mi- 
nimos cuadrados. La tarea de usted es construir un mo- 
delo loglstico para la poblacion de Estados Unidos; en 
este modelo tiene que definir la/(P) de la expresion (2) 
como la ecuacion de una recta de regresion con base en 
los datos poblacionales dados en la tabla del problema 
4. Una forma de hacer esto es aproximar el lado derecho 
1 dP 

— — de la primera ecuacion dada en (2) usando el co- 
ciente de diferencia hacia delante en lugar de dP/dt: 


Q(t) = 


1 P(t + h) - P(t) 


P(t) h 

a) Elabore una tabla de los valores t. Pit) y Q(t) usan¬ 
do I = 0, 10, 20, ..160 y h = 10. Por ejemplo, la 
primera lrnea de la tabla debe contener t = 0, P( 0) y 
0(0). Con P(0) = 3.929 y P(10) = 5.308, 

1 P(10) - P(0) 


6 ( 0 ) = 


P( 0) 


10 


= 0.035. 


Observe que 0(160) depende de P( 170), que es la 
poblacion del censo para 1960. Busque este valor. 

b) Use un CAS para obtener un diagrama de dispersion 
de los datos (P(t), Qit)) calculados en la parte a). 
Tambien use un CAS para encontrar una ecuacion 
de la recta de regresion y sobreponer su grafica al 
diagrama de dispersion. 

c) Construya un modelo loglstico dP/dt = Pf(P), donde 
f(P) sea la ecuacion de la lmea de regresion encon- 
trada en la parte b). 

d) Resuelva el modelo producido en la parte c) me- 
diante la condition inicial P( 0) = 3.929. 

e) Use un CAS para obtener otro diagrama de dispersion, 
esta vez de los pares ordenados ( t , Pit)) de su tabla 
elaborada en la parte a). Con el CAS, sobreponga la 
grafica de la solution d) al diagrama de dispersion. 

f) Consiga los datos de los censos poblacionales esta- 
dounidenses de 1970, 1980 y 1990. ^Que poblacion 
pronostica para esos anos el modelo loglstico de la 
parte c)? ,;,Que anticipa el modelo para la poblacion 
estadounidense P(t) cuando t —> oo ? 


22. Modelo de inmigracion a) En los ejemplos 3 y 4 de 
la section 2.1, vimos que cualquier solution Pit) de (4) 
posee el comportamiento asintotico Pit) alb cuando 
M oo para P 0 > alb y para 0 < P 0 < aJb\ en consecuen- 
cia, la solution de equilibrio P = alb se denomina atra- 
yente. Use una aplicacion CAS para buscar ralces (o una 
calculadora grafica) y aproximar la solution de equili¬ 
brio del modelo de inmigracion 
dP , 

— = p(i - p) + o.3<r p 

dt 

b) Use una herramienta graficadora para trazar la funcion 
F(P) = Pi I - P) + 0.3<T P . Explique la forma en que 
puede usarse la grafica obtenida para determinar si el 
numero que se encuentra en la parte a) es un atractor. 


c) Use un programa de solution numerica para compa¬ 
rer las curvas solution a los problemas de valor inicial 
dP 

— = E(1 - P), P( 0) = P 0 

para P 0 = 0.2 y P 0 = 1.2 con las curvas solution de 
los problemas de valor inicial 
dP 

— = P(1 — P) + 03e~ p , P(0) = P 0 
dt 

para P 0 = 0.2 y P 0 = 1.2. Sobreponga todas las cur¬ 
vas sobre los mismos ejes coordenados, pero, si 
fuera posible, utilice un color diferente para trazar 
las curvas del segundo problema de valor inicial. 
Sobre un periodo largo, ^que incremento porcentual 
en la poblacion pronosticara el modelo de inmigra¬ 
cion comparado con el modelo loglstico? 

23. Todo lo que sube... En el problema 16, establezcamos 
t a como el tiempo que le lleva a una bala de canon alcan- 
zar su altura maxima y t d como el tiempo que le toma caer 
desde esa maxima altura hasta el suelo. Compare el valor 
de t a con el valor de t d y la magnitud del impacto de la ve- 
locidad v,- con la velocidad inicial v 0 . Vea el problema 46 
en los ejercicios 2.7. Tal vez le serla util una aplicacion 
CAS para buscar ralces. [ Sugerencia: Use el modelo del 
problema 15 para cuando la bala de canon va cayendo.] 

24. Paracaidismo Una paracaidista va equipada con un 
cronometro y un altlmetro. Ella abre su paracaldas 25 
segundos despues que sale del avion, planeando a una 
altitud de 20000 pies, y observa que su altitud es de 
14800 pies. Asuma que la resistencia del aire es propor¬ 
tional al cuadrado de la velocidad instantanea, la veloci¬ 
dad inicial de la paracaidista a partir de que abandona el 
avion es de cero y g = 32 ft/s 2 . 

a) Encuentre la distancia s{t), medida desde el avion, 
que la paracaidista ha recorrido durante la caida libre 
en el tiempo t. [Sugerencia : La constante de propor- 
cionalidad k en el modelo dado en el problema 15 
no esta especificada. Use la expresion de velocidad 
terminal v, obtenida en la parte b) del problema 15 
para eliminar k del PVI. Despues resuelva para v,.] 

b) ^Que tan lejos cae la paracaidista y cual es su velo¬ 
cidad en t = 15 segundos? 

25. Tocar fondo Un helicoptero sobrevuela a 500 pies por 
encima de un gran tanque lleno de liquido (no agua). Un 
objeto compacto denso que pesa 160 libras se deja caer 
(desde el reposo) del helicoptero al liquido. Asuma que la 
resistencia del aire es proportional a la velocidad instanta¬ 
nea v mientras el objeto esta en el aire y que el amortigua- 
miento viscoso es proporcional a v 2 despues que el objeto 
ha entrado al liquido. Para el aire, suponga k = \ y para el 
liquido k - 0.1. La direction positiva es hacia abajo. Si el 
tanque tiene 75 pies de altura, determine el tiempo y la 
velocidad para el impacto cuando el objeto toca el fondo 
del tanque. [ Sugerencia: Piense en terminos de dos proble¬ 
mas de valor inicial distintos. Si emplea (13), tenga cuida- 
do en eliminar el signo de valor absoluto. Debe comparer 
la velocidad del objeto cuando toca el liquido —la veloci¬ 
dad inicial para el segundo problema— con la velocidad 
terminal v, del objeto cayendo a traves del liquido.] 
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2.9 Modelacion con sistemas de ecuaciones 
diferenciales de primer orden , 


I Introduction En esta seccion vamos a analizar modelos matematicos basados en 
algunos de los temas estudiados en las dos secciones anteriores. Esta seccion sera similar 
a la 1.3 en cuanto a que solo analizaremos los sistemas de ecuaciones diferenciales de 
primer orden como modelos matematicos, pero no vamos a resolver ninguno de esos 
modelos. Hay dos buenas razones por las que no resolveremos sistemas en este punto: 
primero, aun no contamos con las herramientas matematicas necesarias para resolver 
sistemas; y segundo, algunos de los sistemas que estudiamos no se pueden resolver de 
manera analftica. En el capitulo 10 examinaremos metodos de solution para sistemas 
de ecuaciones diferenciales lineales de primer orden y para sistemas de ecuaciones dife¬ 
renciales lineales de orden superior en los capftulos 3 y 4. 


I Sistemas Hasta ahora todos los modelos matematicos que hemos considerado han 
sido ecuaciones diferenciales individuales. Una ecuacion diferencial individual puede 
describir una sola poblacion de un entorno; pero si hay, digamos, dos especies en inter¬ 
action, y quiza en competencia, viviendo en el mismo entorno (por ejemplo, conejos y 
zorros), entonces el modelo para sus poblaciones x(t) y y(t) podria ser un sistema de dos 
ecuaciones diferenciales de primer orden como 


dx 

dt 

dy 

dt 


8\(t, x, y ) 


g 2 (t, x, y). 


( 1 ) 


Cuando g l y g 2 son lineales en las variables .r y y, es decir, 

8i(t, x, y ) = c x x + c 2 y +f(t) y g 2 (t, x, y) = c 3 x + c 4 y +f 2 (t), 
se dice que (1) es un sistema lineal; y un sistema de ecuaciones diferenciales que no es 
lineal se dice que es no lineal. 

I Serie radiactiva En el analisis del decaimiento radiactivo de las secciones 1.3 y 
2.7, asumimos que la tasa de decaimiento era proporcional al numero A(t) de nucleos 
presentes en la sustancia en el tiempo t. Cuando una sustancia se desintegra por radiacti- 
vidad, por lo general no se transmuta en una sustancia estable y entonces el proceso 
concluye; mas bien, la primera sustancia se deteriora para convertirse en otra sustancia 
radiactiva, la cual a su vez se deteriora en otra tercera sustancia radiactiva, y asf sucesiva- 
mente. Este proceso, denominado serie para el decaimiento radiactivo, continua hasta 
que se logra formar un elemento estable. Por ejemplo, la serie de decaimiento del uranio 
es U-238 —» Th-234 Pb-206, donde Pb-206 es un isotopo estable del plomo. Las 

vidas medias de los diferentes elementos presentes en una serie radiactiva pueden ir 
desde miles de millones de anos (4.5 X 10 9 afios para el U-238) hasta una fraction de 

segundo. Suponga una serie radiactiva descrita de manera esquematica por X --> 

Y -Z, donde k x = -X! < 0 y k 2 = -X 2 < 0 son las constantes de decaimiento de las 

sustancias X y Y, respectivamente, y Z es un elemento estable. Suponga tambien que x(t), 
y(t) y z(t) denotan las cantidades restantes de las sustancias X, Y y Z, respectivamente, en 
el tiempo t. El decaimiento del elemento X se describe mediante 


dx 



mientras que la tasa a la cual decae el segundo elemento, Y , es la tasa neta, 

dy 

— = \ x x - \ 2 y. 


puesto que Y esta ganando atomos del decaimiento de X y al mismo tiempo pierde ato- 
mos debido a su propio decaimiento. Como Z es un elemento estable, simplemente esta 
ganando atomos del decaimiento del elemento 7: 


dz 

dt 


A^y. 
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En otras palabras, un modelo de la serie para el decaimiento radiactivo para tres elemen- 
tos es el sistema lineal de ecuaciones diferenciales de primer orden 


dx 

~dt 

dy 

dt 


— A^ 


Apt — \ 2 y 


dz 

dt 


AiV . 


( 2 ) 


I Mezclas Considere los dos tanques mostrados en la figura 2.52. Para fines de este 
analisis, suponga que el tanque A contiene 50 galones de agua en la cual se han disuelto 
25 libras de sal, y que el tanque B contiene 50 galones de agua pura. Un liquido se bom- 
bea hacia dentro y fuera de los tanques como indica la figura; se asume que el liquido 
que se intercambia entre los dos tanques y el liquido bombeado hacia fuera del tanque B 
esta mezclado perfectamente. Deseamos construir un modelo matematico para describir 
la cantidad de libras x^t) y x 2 (i) de sal presente en los tanques Ay B, respectivamente, 
en el tiempo t. 

Mediante un analisis similar al de la pagina 24 en la seccion 1.3 y el ejemplo de la 
seccion 2.7, vemos que la tasa neta de cambio de x t (t) para el tanque A es 


dxy 

dt 


r 


velocidad de entrada de la sal 

_A__ 


(3 gal/min) • (0 lb/gal) + (1 gal/min) • 



velocidad de salida de la sal 

_A_ 


■ (4 gal/min) • ( ^ lb/gal 


Agua pura Mezcla 

3 gal/min 1 gal/min 



A B 



Mezcla Mezcla 

4 gal/min 3 gal/min 


Figura 2.52 Tanques mezdadores 
conectados 


2 1 
=- X 1 H- Xn. 

25 1 50 2 


De manera similar, para el tanque B , la tasa neta de cambio de x 2 (t) es 

dx 2 x i x 2 x 2 2 2 

— = 4- — - 3 • — - 1 • — = —x, - x 2 . 

dt 50 50 50 25 1 25 2 

Por lo tanto, obtenemos el sistema lineal 


dx ] 
dt 
dx 2 
dt 



+ 




(3) 


Observe que el sistema anterior esta acompanado de las condiciones iniciales jc x (0) = 25, 
x 2 (0) = 0. 

I Un modelo depredador-presa Suponga que dos especies diferentes de animales 
interactuan dentro del mismo entorno o ecosistema, y suponga ademas que la primera 
especie se alimenta solo de vegetales y que el unico alimento de la segunda especie es la 
primera especie. En otras palabras, una especie es el depredador y la otra la presa. Por 
ejemplo, los lobos cazan al caribu que se alimenta de pasto, los tiburones devoran a los 
peces pequenos y el buho nival persigue a un roedor del artico que es conocido como rata 
campestre. Para fines de este analisis, imaginemos que los depredadores son zorros y las 
presas conejos. 

Digamos que x(t) y y(t) denotan, respectivamente, las poblaciones de zorros y conejos 
en el tiempo t. Si no hay conejos, entonces podrfamos esperar que los zorros, al carecer 
de un abasto adecuado de alimentos, disminuyan en nurnero de acuerdo con 

dx 

— = —ax, a > 0. (4) 

dt 


No obstante, cuando hay conejos en el entorno, parece razonable que el numero de 
encuentros o interacciones entre estas dos especies por unidad de tiempo sea conjunta- 
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y 


depredadores 



tiempo 


Figura 2.53 La poblacion de 
depredadores (negro) y presas 
(color) parece ser periodica 


mente proportional a sus poblaciones x y y, es decir, proportional al producto xy. Por lo 
tanto, cuando los conejos estan presentes hay provision de alimentos, y de este modo se 
suman zorros al sistema a una tasa fory, fo > 0. Cuando sumamos esta ultima tasa a (4) 
obtenemos un modelo para la poblacion del zorro 

dx 

— = —ax + bxy. (5) 

dt 

Por otro lado, donde no hay zorros, entonces los conejos podrlan, en el supuesto de que 
hubiese un abasto ilimitado de comida, aumentar a una tasa proportional al numero de 
conejos presentes en el tiempo t: 

dy 

, = dy, d > 0. (6) 

dt 


Pero cuando los zorros estan presentes, el modelo de la poblacion de conejos (6) disrni- 
nuye de acuerdo con cxy, c > 0, es decir, baja en funcion de la tasa a la cual los conejos 
son comidos durante sus encuentros con los zorros: 


dy A 

— = dy — cxy. 


(7) 


Las ecuaciones (5) y (7) constituyen un sistema de ecuaciones diferenciales no lineales 


dx 

dt 

dy_ 

dt 


—ax + bxy = x(—a + by) 


dy — cxy = y(d — cx ), 


(8) 


donde a,b,cy d son constantes positivas. Este famoso sistema de ecuaciones se conoce 
como modelo depredador-presa de Lotka-Volterra. 

Salvo por dos soluciones constantes x(t) = 0, y(t) = 0 y x(t ) = die, y(t) = alb, el sistema 
no lineal (8) no puede resolverse en terminos de funciones elementales. No obstante, pode- 
mos analizar tales sistemas de manera cuantitativa y cualitativa. Yea los capltulos 6 y 11. 


Ejemplo 1 Modelo depredador-presa 

Suponga que 

—— = —0.16r + 0.08ry 
dt 

dy 

— = 4.5y — 0.9xy 
dt 

representa un modelo depredador-presa. Dado que estamos manejando poblaciones, te- 
nemos x(t) > 0, y(t) > 0. La figura 2.53, obtenida con ayuda de un programa de solution 
numerica, muestra las curvas de poblacion ti'picas de los depredadores y presas de este 
modelo sobrepuestas sobre los mismos ejes de coordenadas. Las condiciones iniciales 
usadas fueron r(0) = 4, v(0) = 4. La curva en negro representa la poblacion x(t) del 
depredador (zorros) y la curva en color la poblacion y(t) de la presa (conejos). Observe 
que el modelo parece pronosticar que ambas poblaciones x(t) y y (?) son periodicas en el 
tiempo. Esto es logico, pues a medida que el numero de presas disminuye, llega un mo¬ 
menta en que la poblacion depredadora tambien disminuye debido a la menor existencia 
de alimento; pero relacionado con una diminution en la cantidad de depredadores esta 
un incremento en el numero de presas; esto a su vez da origen a un mayor numero de 
depredadores, lo cual finalmente ocasiona otra diminution en el numero de presas. □ 

I Modelos de competencia Ahora suponga que dos especies diferentes de animales 
ocupan el mismo ecosistema no como depredador y presa, sino como competidores por 
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la obtencion de los mismos recursos (como alimentos y espacio para habitar) presentes 
en el sistema. En ausencia del otro, asumamos que la tasa a la que la poblacion crece esta 
dada por 


dx 

dt 


= ax 


dy 

dt 


cy. 


(9) 


respectivamente. 

Dado que las dos especies compiten, otro supuesto podrfa ser que cada una de estas 
tasas disminuye simplemente debido a la influencia, o existencia, de la otra. Por lo tanto, 
un modelo de ambas poblaciones esta dado por el sistema lineal 


dx 

— = ax — by 
dt 

dy 


( 10 ) 


dt 


= cy 


dx , 


donde a, b,cy d son constantes positivas. 

Por otra parte, debemos asumir, como lo hicimos en (5), que cada tasa de crecimiento 
incluida en (9) disminuira en funcion de una tasa que sea proporcional al numero de in- 
teracciones entre ambas especies: 


dx 

dt 

dy 

~dt 


( 11 ) 


= cy 


dxy. 


La observation indica que este sistema no lineal es similar al modelo depredador-presa 
de Lotka-Volterra. Por ultimo, seria mas realista reemplazar las tasas de (9), las cuales 
indican que en aislamiento la poblacion de cada especie crece de manera exponencial, 
con tasas indicadoras de que cada poblacion crece en forma logfstica (es decir, durante 
un largo periodo la poblacion esta acotada): 


dx 

dt 


= a,x 


b x x 2 


dy 

dt 


— = ay - b 2 y 2 . 


( 12 ) 


Cuando las nuevas tasas disminuyen en funcion de las tasas que son proporcionales al 
numero de interacciones, obtenemos otro modelo no lineal 


dx 

dt 

dy 

dt 


= a,x 


= ay 


= x(a x - b x x - cy) 
= v(ci 2 — b 2 y - c 2 x), 


(13) 


donde todos los coeficientes son positivos. El sistema lineal (10) y los sistemas no linea- 
les (11) y (13) son, desde luego, modelos de competencia. 

I Redes Una red electrica con mas de una malla tambien da origen a ecuaciones di- 
ferenciales simultaneas. Como se muestra en la figura 2.54, la corriente q(f) se divide en 
las direcciones mostradas en el punto B x , llamado pun to de ramification de la red. Por la 
primera ley de Kirchhoff podemos escribir 


h(t) = h{i) + h{t)- 


(14) 


Ademas, tambien podemos aplicar la segunda ley de Kirchhoff a cada malla. Para la 
malla a l sumar las caidas de voltaje de cada parte del circuito se tiene 


E{t) — i 1 R l + L x — + i 2 R 2 . 

dt 



(15) 


Figura 2.54 Red cuyo modelo se 
presenta en las ecuaciones (17) 
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Figura 2.55 Red cuyo modeLo 
esta dado en el sistema (18) 


De manera similar, para el lazo A l B l C l C 2 B 2 A 2 A l encontramos 

di 3 

E(t ) - hRi + L 2 

at 


(16) 


Si usamos (14) para eliminar q en (15) y (16), se producen dos ecuaciones lineales de 
primer orden para las corrientes i 2 (f) e /,(/): 


di 2 

dt 


(*1 

d R 2 )h 

* 

II 

di 3 

‘ 2 dt 

+ R | i 2 - 

H 

a? 


(17) 


Dejamos esto como un ejercicio (vea el problema 14 en los ejercicios 2.9) para mos- 
trar que el sistema de ecuaciones diferenciales que describen las corrientes i x {t) e i 2 (t) en 
la red que contiene un resistor, un inductor y un capacitor, y esta ilustrada en la figura 
2.55, es 


dh 

L —- + Ri 2 
dt 


E(t) 


di 2 

RC —- + i 2 
dt 


. 


(18) 


EJERCICIOS 2.9 Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-4. 


Serie radiactiva 

1. No hemos analizado metodos que permitan resolver ecua¬ 
ciones diferenciales de primer orden. No obstante, siste- 
mas tales como (2) se pueden resolver sin saber otra cosa 
mas que la forma de solucionar una sola ecuacion lineal 
de primer orden. Encuentre una solucion para (2) sujeta a 
las condiciones iniciales x(0) = x 0 , y(0) = 0, z(0) = 0. 

2. En el problema 1, suponga que el tiempo se mide en dfas, 
que las constantes de desintegracion son k x = -0.138629 
y k 2 = -0.004951, y que x 0 = 20. Use una herramienta de 
graficacion para obtener las graficas de las soluciones 
x(t'), y(t) y z(t) en el mismo conjunto de ejes coordena- 
dos. Utilice las graficas para aproximar las vidas medias 
de las sustancias X y Y. 

3. Use las graficas obtenidas en el problema 2 para aproxi¬ 
mar los tiempos en que las cantidades x(t) y y(t) son las 
mismas, los tiempos en que las cantidades x(t) y z(t) son 
las mismas, y los tiempos en que las cantidades y(t) y 
z(t) son las mismas. ^Por que el tiempo determinado 
cuando las cantidades y(t) y z(t) son las mismas parece 
ser intuitivamente logico? 

4. Construya un modelo matematico para una serie radiac¬ 
tiva de cuatro elementos W, X, Y y Z, donde Z es un ele- 
mento estable. 

Mezclas 

5. Considere dos tanques, A y B, a los que se les bombea 
lfquido hacia fuera y hacia dentro a la misma velocidad, 
tal como lo describe el sistema de ecuaciones (3). /Cual 


sera el sistema de ecuaciones diferenciales si, en lugar 
de agua pura, se bombea hacia dentro del tanque A una 
solucion salina que contiene 2 libras de sal por galon? 

6. Use la informacion dada en la figura 2.56 para construir 
un modelo matematico para la cantidad de libras de sal 
X|(r), x 2 (t ) y, x 3 (t) presentes en el tiempo t en los tanques 
A, By C, respectivamente. 

Agua pura Mezcla Mezcla 

4 gal/min 2 gal/min 1 gal/min 









A 


B 


C 

100 gal 


100 gal 


100 gal 



Mezcla Mezcla Mezcla 

6 gal/min 5 gal/min 4 gal/min 


Figura 2.56 Tanques mezcladores para el problema 6 

7. Dos tanques muy grandes, Ay B, se Henan parcialmente 
con 100 galones de salmuera cada uno. En un inicio, se 
disuelven 100 libras de sal en la solucion del tanque A y 
otras 50 libras de sal en la solucion del tanque B. El siste¬ 
ma es cerrado y el lfquido, perfectamente mezclado, solo 
se bombea entre los tanques, como indica la figura 2.57. 
a) Use la informacion dada en la figura para construir 
un modelo matematico para la cantidad de libras de 
sal x,(/) y x 2 (t) presente en el tiempo t en los tanques 
Ay B, respectivamente. 
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b) Encuentre una relacion entre las variables x^it) y 
x 2 (t) que se mantenga en el tiempo t. Explique por 
que esta relacion es logica, y usela para encontrar 
la cantidad de sal presente en el tanque B en t = 30 
minutos. 


Mezcla 
3 gal/min 



2 gal/min 

Figura 2.57 Tanques mezcladores para el problema 7. 


Modelos de competicion 

10. Considere el modelo de competicion definido por 

— = *(2 - 0.4* - 0.3y) 
dt v 

dy 

- = y 1 - O.ly - 0.3*), 
dt 

donde las poblaciones *(/) y y(t) estan medidas en miles 
y t en anos. Use un programa de solucion numerica para 
analizar las poblaciones durante un periodo largo en 
cada uno de los siguientes casos: 

a) x(0) =1.5, y(0) = 3.5 

b) *(0) = 1, y(0) = 1 

c) *(0) = 2, y(0) = 7 

d) *(0) = 4.5, y(0) = 0.5 


11. Considere el modelo de competicion definido por 


8. Tres tanques grandes contienen salmuera, como lo 
muestra la figura 2.58. Use la informacion de esa figura 
para construir un modelo matematico de la cantidad de 
libras de sal *,(/), x 2 (t) y * 3 (/) presentes en el tiempo t en 
los tanques A, B y C, respectivamente. Sin resolver el 
sistema, pronostique los valores limitantes de x^t), x 2 (t) 
y * 3 (/) cuando t—> oo. 


Agua pura 
4 gal/min 



Mezcla Mezcla Mezcla 

4 gal/min 4 gal/min 4 gal/min 


Figura 2.58 Tanques mezcladores para el problema 8 


— = *(1 - 0.1* - 0.05y) 
dt 

^ = y(1.7 - O.ly - 0.15*), 

donde las poblaciones *(/) y y(?) estan medidas en miles 
y / en anos. Use un programa de solucion numerica para 
analizar las poblaciones durante un periodo largo en 
cada uno de los siguientes casos: 

a) *(0) = 1, y(0) = 1 

b) *(0) = 4, y(0) = 10 

c) *(0) = 9, y(0) = 4 

d) *(0) = 5.5, y(0) = 3.5 

Redes 

12. Demuestre que un sistema de ecuaciones diferenciales 
que describe las corrientes i 2 (t) e i 3 {t) en la red electrica 
de la figura 2.59 es 


Modelos depredador-presa 

9. Considere el modelo depredador-presa de Lotka-Volterra 
definido por 


— = —0.1* + 0.02*v 
dt 

dy 

— = 0.2y - 0.025*v, 
dt 

donde las poblaciones *(/) (depredadores) y y(f) (presas) 
se miden en miles. Suponga que *(0) = 6 y y(0) = 6. Use 
un programa de solucion numerica para graficar *(/) y 
y(t). Emplee graficas para aproximar el tiempo t > 0 
cuando las dos poblaciones son iguales al principio. Use 
las graficas para aproximar el periodo de cada pobla- 
cion. 


dU din 


din din 1 

R, — + R 2 — + —in = 0 . 
1 dt dt C 



Figura 2.59 Red electrica para el problema 12 

13. Determine un sistema de ecuaciones diferenciales de 
primer orden que describa las corrientes i 2 {t) e i 3 (t) en la 
red electrica de la figura 2.60. 
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Figura 2.60 Red electrica para el problema 13 

14. Demuestre que el sistema lineal dado en (18) descri¬ 
be las corrientes iff) e iff) en la red de la figura 2.55. 
[Sugerencia: clqldt = i 3 .] 


ds 

dt 

di 

dt 


—k { si 

—k 2 i + k x si 


dr 

dt 


= k 2 i, 


donde k x (la tasa de infection) y k 2 (la tasa de recupera¬ 
tion) son constantes positivas, es un modelo matematico 
razonable, comunmente llamado modelo SIR (susceptible, 
infectado, recuperado), para la propagation de la epidemia 
entre la comunidad. Mencione algunas condiciones inicia- 
les convincentes asociadas con este sistema de ecuaciones. 


Diversos modelos matematicos 

15. Modelo SIR Una enfermedad contagiosa se propaga 
por toda una pequena comunidad, con poblacion fija de 
n personas, mediante el contacto entre individuos infec- 
tados y personas susceptibles a la enfermedad. Suponga 
que en un principio nadie es susceptible a la enfermedad 
y que nadie abandona la comunidad mientras se pro¬ 
paga la epidemia. En el tiempo t, digamos que s{t), i(t) 
y rtf) denotan, a su vez, la cantidad de personas de la 
comunidad (medida en cientos) que son susceptibles a 
la enfermedad pero aun no se han infectado, la cantidad 
de personas infectadas con la enfermedad, y la cantidad de 
personas ya recuperadas de la enfermedad. Explique por 
que el sistema de ecuaciones diferenciales 


16. a) En el problema 15, explique por que es suficiente 
analizar solo 


— = —k 2 i + k, si. 
dt 

b) Suponga que k { = 0.2, k 2 = 0.7 y n = 10. Elija los 
diferentes valores de i( 0) = i 0 , 0 < i 0 < 10. Use un 
programa de solucion numerica para determinar que 
pronostica el modelo acerca de la epidemia en los 
dos casos Sq > k 2 lk x yr 0 < k 2 /k x . En el caso de una 
epidemia, estime el numero de personas que final- 
mente resultaran infectadas. 


EJERCICIOS DE REPASO DEL CAPITULO 2 Las respuestas a los problemas impares 

seleccionados comienzan en la pagina RESP-4. 


En los problemas 1 y 2, llene los espacios en bianco. 

1. La ED y' - ky = A, donde k y A son constantes, es auto¬ 
noma. El punto crftico_de la ecuacion es un_ 

(atractor o repulsor) para k > 0 y un_(atractor o 

repulsor) para k < 0. 

dy 

2. El problema de valor inicial x — - 4y = 0, v(0) = k, 

dx 

tiene infinidad de soluciones para k = _y ninguna 

solucion para k =_. 

En los problemas 3 y 4, construya una ecuacion diferencial 
autonoma de primer orden dyldx = f(x) cuyo retrato fase con- 
cuerde con la figura dada. 


5. El numero 0 es un punto crftico de la ecuacion diferen¬ 
cial autonoma dx/dt = x", donde n es un entero positivo. 
I Para que valores de n el 0 es asintoticamente estable, 
semiestable e inestable? Repita el procedimiento para la 
ecuacion dxldt = -x n . 

6. Considere la ecuacion diferencial 

dP 

— =f(P ), donde f(P) = -0.5R 3 - 1.7 P + 3.4. 
dt 

La funcion/(P) tiene un cero real, como indica la figura 
2.63. Sin intentar resolver la ecuacion diferencial, esti¬ 
me el valor de lfm^ooRf?). 


3. 


4. 


4 

2 

0 


Figura 2.61 Retrato fase Figura 2.62 Retrato fase 

para eL probLema 3 para el problema 4 


\ " 


: 


i \ i i 

i\ 


Figura 2.63 Grafica para el 
problema 6 
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7. La figura 2.64 es una porcion del campo de direccio- 
nes de una ecuacion diferencial dy/dx = /(*, y). Trace a 
mano dos curvas solucion distintas, una que sea tangente 
al elemento lineal mostrado en negro y la otra tangente 
al elemento lineal mostrado a color. 


'‘WWX VV 
VWVVVVV WWW 

v.v v.vv,vvv 

-‘HW \ \ \\\^\\\vV'vV'v'*- 
•*\ v v \ ^ x v v w 

XV VV v v v x 

v v V v 

VV XX X -*--*v X \ V 

v v X / X X X X XX 

XW»-*'XX XX -r^/X X/**w\ 
x \ x '*'* * xx x X X xV \ V 

X \ V» -*--*■ XXXXX^XXXX^-^XVV 
x V V "v -►x X X X X X X XXXX-^WV\ 
XV Vx*-*/XXXXX XX/-r-*.\XW 

X x VV v^-^x XXXXXX-^-*-vxvVV 

x V v v V-*- -+■-*■ '''X x-»x-»--^-*.'*.x \ V V 
V V xv \v W XVVV'* 

-*-v v v VVWV-*--*--*-wvvVvV'*'- fc - 

~*-V WVVVVWVVVVV V 

V V V VVVVVX \ V VV V x 

X ^ X V v V w v ^Vx 


Figura 2.64 Campo de 
direcciones para el problema 7 


8. Clasifique cada ecuacion diferencial en cuanto a si es sepa¬ 
rable, exacta, lineal, homogenea o de Bernoulli. Quiza al- 
gunas ecuaciones sean de mas de un tipo. No las resuelva. 

dy 1 


dy x - y 

a) — = - 

dx x 

dy 


c) (x + 1) — = — v + 10 d) 
dx 


b) &- 
dy 


y - x 

1 


dx *(* — y) 


dy _ y 2 + y 

1 2 i 

dx x + x 

g ) ydx = (y - xy 1 ) dy 

i) xyy 1 + y 2 = 2x 
k ) ydx + xdy = 0 

/) ^x 2 + dx = (3 — In* 2 ) 


dy , 

f) “7“ = 5y + y 2 

dx 

dy 

h) x — = ye** — 
dx 


j) 2xyy' + y 2 = 2* 


x 

,2 _ iJ 


dy 


dy x y 

m) — = - + - + 1 

dx y x 


n) 


y_dy>_ 

x 2 dx 


+ e w = 0 


En los problemas 9 a 16, resuelva las ecuaciones diferenciales 
dadas. 


9. (y 2 + 1) dx = ysec 2 xdy 

10. y(lnx — lny) dx = (xlnx — xlny — y) dy 

dy 

11. (6* + l)y 2 — + 3x 2 + 2y 3 = 0 

dx 

dx 4v 2 + 6xy 

12. — = —--- 

dy 3 y 2 + 2* 


13. t— + Q = t 4 \nt 

dt 

14. (2x + y + l)y' = 1 

15. (x 2 + 4) = (2x — 8 xy) dx 

16. (2/- 2 cos0sen0 + rcosO) dO + 

(4r + sen 9 — 2rcos 2 0) dr = 0 


En los ejercicios 17 y 18, resuelva el problema de valor inicial y 
diga cual es el intervalo / mas grande en el que la solucion esta 
defmida. 


dy 

17. sen* — + (cosx)y = 0, 
dx 



18. 


dy 

dt 


+ 2{t + l)y“ 


0 . y( 0 ) 


8 


-2 


19. a) Sin resolver, explique por que el problema de valor 

inicial 

= Vy, y(xo) = yo, 

dx 

no tiene solucion para y 0 < 0. 
b) Resuelva el problema de valor inicial dado en la 
parte a) para v 0 > 0 y encuentre el intervalo I mas 
grande en el cual esta definida la solucion. 

20. a) Encuentre una solucion implfcita del problema de 

valor inicial 


dy 

dx 



-Vi 


b) Encuentre una solucion expli'cita del problema dado 
en la parte a) y proporcione el intervalo I mas gran¬ 
de en el cual esta defmida la solucion. Tal vez le sea de 
utilidad una herramienta graficadora. 

21. Las graficas de algunos miembros de una familia de so- 
luciones para una ecuacion diferencial de primer orden 
dy/dx =/(*, y) se muestran en la figura 2.65. La grafica 
de una solucion implfcita G(x, y) = 0 que atraviesa los 
puntos (1, -1) y (-1, 3) se muestra en negro. Con lapices 
de color, trace las curvas solucion de las soluciones y = 
y,(x) y y = y 2 (x) definidas por la solucion implfcita y x (l) 
= -1 y y 2 (-l) = 3. Estime el intervalo I en el que esta 
defmida cada solucion. 



Figura 2.65 Grafica 
para el problema 21 


22. Use el metodo de Euler con el tamano del paso h = 0.1 
para aproximar y(1.2) donde y(x) es una solucion del 
problema de valor inicial y' = 1 + xVy, y(l) = 9. 

23. En marzo de 1976, lapoblacion mundial alcanzo los 4000 
millones de personas. Una popular revista de noticias an- 
ticipo que, con una tasa de crecimiento anual promedio 
del 1.8%, la poblacion mundial serfa de 8000 millones en 
45 anos. ^Como se compara este valor con el pronostica- 
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do por el modelo segun el cual la tasa de incremento es 
proporcional a la poblacion en cualquier tiempo f? 

24. A1 interior de una habitation cuyo volumen es de 8 000 
pies cubicos se bombea aire que contiene 0.06% de 
dioxido de carbono. Se introduce a la habitation un 
flujo de aire a una velocidad de 2000 pies 3 /min y se 
extrae el aire circulante a la misma velocidad. Si hay 
una concentration initial de 0.2% de dioxido de car¬ 
bono, determine la cantidad posterior presente en la 
habitation en cualquier momento. ^Cual es la concen¬ 
tration de estado de equilibrio del dioxido de carbono? 

25. Resuelva la ecuacion diferencial 

dy = y 

dx \/ — y 2 

de la tractriz. Vea el problema 28 en los ejercicios 1.3. 
Asuma que el punto inicial en el eje y es (0, 10) y la lon- 
gitud de la cuerda mide jr = 10 pies. 

26. Suponga que una celula esta suspendida en una solution 
que contiene un soluto de concentration constante C s . 
Suponga ademas que la celula tiene un volumen constan¬ 
te V y el area de su membrana permeable es la constante 
A. Mediante la ley de Fick, la tasa de cambio de su masa 
m es directamente proporcional al area A y la diferencia 
Cj - C(0, donde C(t) es la concentration del soluto en el 
interior de la celula en cualquier tiempo t. Encuentre C'(t) 
si m=V- C(t ) y C( 0) = C 0 . Vea la figura 2.66. 


Figura 2.66 Celula para 
el problema 26 

27. Suponga que a medida que un cuerpo se enfrfa, la tem- 
peratura de su medio circundante aumenta debido a que 
absorbe completamente el calor perdido por el cuerpo. 
Sean T(t) y T m (t) las temperaturas del cuerpo y del medio 
en el tiempo t, respectivamente. Si las temperaturas ini¬ 
tiates son 7j para el cuerpo y T 2 para el medio, entonces 
puede mostrarse que en este caso la ley de Newton para 
el enfriamiento es dTIdt = k(T - T m ), k < 0, donde T m = 
T 2 + B(T l -T), B > 0 es una constante. 

a) La ED anterior es autonoma. Use el concepto de re- 
trato fase visto en la section 2.1 para determinar el 
valor limitante de la temperatura T(t) cuando t —» oo. 
6 Cual es el valor limitante de T m (t) cuando t —> oo ? 

b ) Verifique sus respuestas a la parte a ) resolviendo 
realmente la ecuacion diferencial. 

c) Plantee una interpretation ffsica de sus respuestas a 
la parte a). 

28. De acuerdo con la ley de Stefan para la radiation, la 
temperatura absoluta de un cuerpo enfriandose en un 
medio a temperatura constante T m esta dada por 



I ")- 

donde k es una constante. La ley de Stefan puede usarse 
en un rango de temperatura mayor que el de la ley de 
Newton para el enfriamiento. 

a) Resuelva la ecuacion diferencial. 

b) Muestre que cuando T - T m es pequena en compara- 
cion con T m , la ley de Newton para el enfriamiento 
se aproxima a la ley de Stefan. [Sugerencia: Piense 
en serie binomial del lado derecho de la ED.] 

29. Un circuito LR en serie tiene un inductor variable con la 
inductancia definida por 


L(t) 


1 

1- 1, 0 < t < 10 

10 

0, t > 10. 


Encuentre la corriente i(t) si la resistencia es de 0.2 ohms, 
el voltaje aplicado es E(t ) = 4 e 1(0) = 0. Grafique i(t). 

30. Un problema clasico en el calculo de variaciones es 
encontrar la forma de una curva % tal como la de una 
cuenta, bajo la influencia de la gravedad, que se desli- 
zara desde el punto A(0, 0) hasta el punto B(x h yq) en 
el tiempo mmimo. Vea la figura 2.67. Se puede mostrar 
que una ecuacion diferencial no lineal para la forma y(x ) 
de la trayectoria es y[l + (v') 2 ] = k , donde k es una cons¬ 
tante. Primero resuelva para dx en terminos de y y dy, y 
despues use la sustitucion y = k serrO para obtener una 
forma parametrica de la solution. La curva f P, resulta ser 
un cicloide. 


4(0, 0) 


cuenta 

mg y{) 


y 


Figura 2.67 Cuenta deslizandose, problema 30 


La clepsidra, o reloj de agua, era un dispositivo usado por 
los antiguos egipcios, griegos, romanos y chinos para medir 
el paso del tiempo mediante la observation del cambio en la 
altura de agua que se permitfa fluir por un pequeno orificio 
localizado en la parte inferior de un recipiente o tanque. En los 
problemas 31 a 34, use la ecuacion diferencial (vea los proble- 
mas 11 a 14 de los ejercicios 2.8), 

dh A h 

dt A w 

como un modelo para la altura h del agua contenida en un tan¬ 
que en el tiempo t. Asuma que en cada uno de esos problemas 
/;(0) = 2 pies corresponde al agua de la parte superior del tan¬ 
que, el orificio del fondo es circular con radio de 22 pulgadas, 
g = 32 ft/s 2 y c = 0.6. 
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31. Suponga que un tanque esta hecho de vidrio y tiene la 
forma de un cilindro de 1 pie de radio. Encuentre la altu- 
ra h(t) del agua. 

32. Para el tanque del problema 31, ^que tan arriba de su 
fondo debe hacerse una marca en uno de sus lados, 
como se muestra en la figura 2.68, que corresponda al 
paso de 1 hora? Continue y determine donde colocar 
las marcas correspondientes al transcurso de 2 horas, 
3 horas,..., 12 horas. Explique por que estas marcas no 
estan espaciadas de manera uniforme. 



Figura 2.68 Clepsidra para el problema 32 

33. Suponga que el tanque de vidrio tiene la forma de un 
cono con cortes transversales circulares como lo muestra 
la figura 2.69. ( ;,Puede este reloj de agua rnedir 12 inter¬ 
vals de tiempo de duration igual a una hora? Explique 
mediante los calculos matematicos correctos. 



Figura 2.69 Clepsidra del problema 33 


34. Suponga que r =f(h) define la forma de un reloj de agua 
para el cual las marcas de tiempo estan espaciadas de 
manera uniforme. Use la ecuacion diferencial anterior 
para encontrar/(/i) y trace una grafica tipica de h en fun- 
cion de r. Asuma que el area transversal A h del orificio 
es constante. ( Sugerencia : En esta situation, dhldt = -a, 
donde a > 0 es una constante.) 

35. Un modelo de las poblaciones de dos especies animales 
que interaccionan entre si es 

~7~ = M(« - x) 


dy 

dt 


kjxy. 


Resuelva para x y y en funcion de t. 


36. En un inicio, hay dos tanques grandes, Ay B, cada uno 
con 100 galones de salmuera. El lfquido perfectamente 
mezclado se bombea entre los tanques como ilustra la 
figura 2.70. Use la information dada en la figura para 
construir un modelo matematico de la cantidad de libras 
de sal X|(r) y x 2 (0 contenidas en el tiempo t en los tan¬ 
ques Ay B, respectivamente. 


2 lb/gal Mezcla 

7 gal/min 5 gal/min 



Figura 2.70 Tanques mezcladores para eL problema 36 


Cuando todas las curvas de una familia G(x, y, c t ) = 0 interse- 
can ortogonalmente a todas las curvas de otra familia H(x, y, 
c 2 ) = 0, se dice que las familias son trayectorias ortogonales 
entre si. Vea la figura 2.71. Si dy/dx =/'(x, y) es la ecuacion di¬ 
ferencial de una familia, entonces la ecuacion diferencial para 
las trayectorias ortogonales de esta familia es dy/dx = -1 lf(x, y). 
En los problemas 37 y 38, encuentre la ecuacion diferencial de 
la familia dada, asf como la trayectoria ortogonal de esta fami¬ 
lia. Use una herramienta graficadora para trazar ambas familias 
en el mismo conjunto de ejes coordenados. 



Figura 2.71 Trayectorias ortogonales 

37. y = — x — 1 + cqe* 

1 

38. y = 

x + Cl 
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Ecuaciones diferenciales 
de orden superior 


Estructura del capitulo 


3.1 Teoria preliminar: ecuaciones lineaLes 

3.1.1 Problemas de vaLor inicial y de valores en La frontera 

3.1.2 Ecuaciones homogeneas 

3.1.3 Ecuaciones no homogeneas 

3.2 Reduccion de orden 

3.3 Ecuaciones lineaLes homogeneas con coeficientes constantes 

3.4 Coeficientes indeterminados 

3.5 Variacion de parametros 

3.6 Ecuacion de Cauchy-EuLer 

3.7 Ecuaciones no lineaLes 

3.8 Modelos LineaLes: probLemas de valor inicial 

3.8.1 Sistemas resorte-masa: movimiento Libre no amortiguado 

3.8.2 Sistemas resorte-masa: movimiento Libre amortiguado 

3.8.3 Sistemas resorte-masa: movimiento forzado 

3.8.4 Circuito en serie analogo 

3.9 Modelos LineaLes: probLemas de valores en La frontera 

3.10 Modelos no LineaLes 

3.11 Resolucion de sistemas de ecuaciones lineaLes 
Ejercicios de repaso deL capituLo 3 


Ahora nos ocuparemos de Las ecuaciones diferenciales (ED) de segundo 
orden y de orden superior. En las primeras seis secciones de este capitulo 
examinaremos una parte de La teoria basica de Las ED tineates y Los me- 
todos para resolver ciertos tipos de ecuaciones lineaLes. Despues, en La 
seccion 3.7, estudiaremos Las dificultades que rodean a Las ED no tineates 
de orden superior y algunos metodos que producen soluciones analiticas 
para taLes ecuaciones. El capitulo finaLiza con modelos matematicos Li¬ 
neaLes y no LineaLes de orden superior (secciones 3.8 a 3.10) y con eL pri- 
mero de varios metodos que se consideraran en La resolucion de sistemas 
de ecuaciones diferenciaLes LineaLes (seccion 3.11). 
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Teona preliminar: ecuaciones lineales 


■ Introduction Ahora estudiaremos las ecuaciones diferenciales de segundo orden o 
de orden superior. En esta section examinaremos una parte de la teorfa en que se basan las 
ecuaciones diferenciales lineales. Despues, en las cinco secciones siguientes, aprendere- 
mos como resolver ecuaciones diferenciales lineales de orden superior. 


3.1.1 


Problemas de valor inicial y de valores 
en la frontera 


I Problems de valor inicial En la section 1.2 definimos un problema de valor inicial 
para una ecuacion diferencial de n-esimo orden. Para una ecuacion diferencial lineal, un 

problema de valor inicial de n-esimo orden es 


Resolver: 
Sujeto a: 


d"y d"~ l y dy 

an w + a n- iM + • • • + fliW Y x + a °^ y 

y{x o) = y 0 . y'(x o) = y 1 ,..., .y ( " ' ''Oo) = v„ -! . 


g( x ) 


( 1 ) 


Recuerde que para un problema como este buscamos una funcion definida en algun 
intervalo 7 que contenga una x 0 que satisfaga la ecuacion diferencial y las n condiciones 
iniciales especificadas en x 0 : y(x 0 ) = y 0 , y'(x 0 ) = y u y { ' 1 ~ 1) (jc 0 ) = y n _ i- Ya hemos 
visto que en el caso de un problema de valor inicial de segundo orden, una curva solu¬ 
tion debera atravesar el punto (x 0 , y 0 ) y tener una pendiente y 1 en ese punto. 

I Existencia y unicidad En la section 1.2 enunciamos un teorema que establecio las 
condiciones bajo las cuales la existencia y unicidad de una solution a un problema de valor 
inicial de primer orden estaban garantizadas. El teorema siguiente ofrece las condiciones 
suficientes para la existencia de una solution unica del problema presentado en (1). 


TEOREMA 3.1 


Existencia de una solucion unica 


Digamos que a n (x), a n _\(x ),. . ., a^x), a 0 (x) y g(x) son continuas en un intervalo 7, y 
que a„(x) F 0 para toda x presente en este intervalo. Si x = x 0 esta en cualquier punto 
de este intervalo, entonces en el intervalo existira una solucion y(x) para el problema de 
valor inicial (PVI) (1) y sera unica. 


Ejemplo 1 Solucion unica de un PVI 

El problema de valor inicial 

3/" + 5 y"-y' + ly = 0, y(l) = 0, /(l) = 0, y"(\) = 0 

posee la solucion trivial y = 0. Dado que la ecuacion de tercer orden es lineal con coefi- 
cientes constantes, se deduce que todas las condiciones del teorema 3.1 se cumplen. Por 
lo tanto, y = 0 sera la unica solucion en cualquier intervalo que contenga x = 1. 


Ejemplo 2 Solucion unica de un PVI 

Verificar que la funcion y = 3e 2 ' + e~ lx - 3x es una solucion del problema de valor inicial 
y" - 4y = 12jf, y(0) = 4, v'(0) = 1. Ahora, la ecuacion diferencial es lineal, tanto los 
coeficientes como g{x) = 12x son continuos, y a 2 (x) = 1 A 0 en cualquier intervalo 7 que 
contenga a x = 0. Con base en el teorema 3.1 concluimos que la funcion dada es la unica 
solucion en 7. □ 

En el teorema 3.1, ambos requerimientos de que <a,(jc), / = 0, 1.2,..., n sea continua 
y a n {x) A 0 para toda x en 7 son importantes. Especfficamente, si a n (x) = 0 para alguna x 
presente en el intervalo, entonces la solucion de un problema de valor inicial lineal quiza 
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no sea unica o ni siquiera exista. Por ejemplo, usted debera verificar que la funcion y = 
ex 2 + x + 3 sea una solucion del problema de valor inicial 

x 2 y" - 2xy' +2y = 6, y(0) = 3, y'(0) = 1 


en el intervalo (-oo, oo) para cualquier eleccion del parametro c. En otras palabras, no 
existe una solucion unica para el problema. Aunque la mayorfa de las condiciones del 
teorema 3.1 se satisfacen, las dificultades evidentes son que a 2 (x) = x 2 es cero en x = 0 
y que las condiciones iniciales tambien se imponen en x = 0. 


soluciones de la ED 



Figura 3.1 Las curvas coloreadas son 
las soluciones de un PVF 


I Problema de valores en la frontera Otro tipo de problema consiste en resolver una 
ecuacion diferencial de segundo orden o mayor en la cual la variable dependiente y, o sus 
derivadas, este especificada en puntos diferentes. Un problema como 

d 2 y dy 

Resolver. 

dxr dx 

Sujeto a: 

se denomina problema de valores en la frontera (PVF). Los valores prescritos y(a) = 
y 0 y y(b) = Vi se conocen como condiciones de frontera. Una solucion del problema 
anterior es una funcion que satisface la ecuacion diferencial en algun intervalo I, el cual 
contiene a y b, y cuya grafica atraviesa los puntos (a, y 0 ) y ( b , y^- Vea la figura 3.1. 

Para una ecuacion diferencial de segundo orden, otros pares de condiciones de fron¬ 
tera podrfan ser 

y'(a) = y 0 , yib) = y, 
y(a) = y 0 , y'(b)=y l 
y'(a) = y 0 , y\b) = y b 


donde y 0 y y, denotan constantes arbitrarias. Estos tres pares de condiciones son solo 
casos especiales de las condiciones de frontera generales 

a iy(a) + Piy'(a) = yi 
a 2 y(b) + p 2 y'{b) = y 2 . 

El siguiente ejemplo muestra que incluso cuando se cumplen las condiciones del teo¬ 
rema 3.1, un problema de valores en la frontera puede tener varias soluciones (tal como 
sugiere la figura 3.1), una solucion unica, o ninguna solucion en absoluto. 



Figura 3.2 Un PVF puede tener 
muchas soluciones 


Ejemplo 3 Un PVF puede tener una, ninguna o varias soluciones 

En el ejemplo 4 de la section 1.1 vimos que la familia de soluciones de dos parametros 
de la ecuacion diferencial x" + 16.v = 0 es 


x = c, cos At + c 2 sen At. 


( 2 ) 


a) Suponga que ahora deseamos determinar la solucion de la ecuacion que satisfa- 
ga ademas las condiciones de frontera jr(0) = 0, x(tt/2) = 0. Observe que la primera 
condicion 0 = (y cos 0 + c 2 sen 0 implica que c t = 0, de manera que x = c 2 sen At. Pero 
cuando t = ir/2, 0 = c 2 sen 2tt se satisface por cualquier eleccion de c 2 dado que sen 
2ir = 0. Por lo tanto, el problema de valores en la frontera 


x" + 16x = 0, 


jc(0) = 0, 



(3) 


tiene un numero infinito de soluciones. La figura 3.2 muestra las graficas de algunos de 
los miembros de la familia de un parametro x = c 2 sen At que atraviesan los dos puntos 
(0, 0) y (tt/2, 0). 

b) Si el problema de valores en la frontera dado en (3) cambia a 


x" + 16.v = 0, *(0) = 0, 



(4) 
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enhances x(0) = 0 aun requiere de c, = Oenla solucion (2). Pero ap 1 icando x(7t/8 ) = Oax = 
c 2 sen 4 1 requiere que 0 = c 2 sen(7r/2) = c 2 • 1. Por lo tanto, x = 0 es una solucion para 
este nuevo problema de valores en la frontera. De hecho, puede demostrarse que x = 0 es 
la unica solucion de (4). c) Por ultimo, si cambiamos el problema a 


x" + 16x = 0, x(0) = 0, 



(5) 


encontramos una vez mas que cq = 0 desde x(0) = 0, pero aplicar x(jiI2) = 1 a x = c 2 
sen At lleva a la contradiction 1 = c 2 sen 2ir = c 2 ■ 0 = 0. Por lo tanto, el problema de 
valores en la frontera (5) no tiene solucion. 


Ecuaciones homogeneas 

Se dice que una ecuacion diferencial lineal de n-esimo orden de la forma 

d"y d"~ l y dy 

( 6 ) 

es homogenea, mientras que una ecuacion del tipo 

d n y d n ~ l y dy 

(7) 


con g(x ) no identica a cero, es no homogenea. Por ejemplo, 2y" + 3y' - 5y = 0 es una ecua¬ 
cion diferencial homogenea lineal de segundo orden, en tanto que x 2 y l " + by' + lOy = e* 
es una ecuacion diferencial lineal no homogenea de tercer orden. En este contexto, la pala- 
bra homogenea no se refiere a los coeficientes que son funciones homogeneas como en la 
seccion 2.5; en cambio, si tiene exactamente el mismo significado que en la seccion 2.3. 

Veremos que para poder resolver una ecuacion lineal no homogenea (7), primero de- 
bemos ser capaces de resolver la ecuacion homogenea asociada (6). 

Para evitar repeticiones innecesarias a lo largo del texto, tendremos que recordar, de 
manera automatica, los siguientes supuestos importantes cuando se enuncien definicio- 
nes y teoremas acerca de las ecuaciones lineales (6) y (7). En un intervalo comun /, 

los coeficientes a,(x), / = 0, 1 , 2 ,..., n, son continuos; 
el miembro g(x) del lado derecho es continuo, y 
• a„(x) ¥= 0 para toda x en el intervalo. 


I Operadores diferenciales En calculo, la diferenciacion se denota muchas veces 
mediante la letra mayuscula D, es decir, dy/dx = Dy. El sfrnbolo D se denomina operador 
diferencial debido a que transforma una funcion diferenciable en otra funcion. Por ejem¬ 
plo, D( cos 4x) = -4 sen 4x y D( 5x 3 - 6X 2 ) = 15X 2 - 12x. Las derivadas de orden superior se 
pueden expresar en terminos de D en forma natural: 

d 2 y d"y 

= — y = D(Dy) = D~y y en general -= D"y, 

dxr dx" 

donde y representa una funcion bastante diferenciable. Las expresiones polinomiales 
que involucran a D, como I) + 3, D 2 + 3/7 - 4 y 5x 3 D 3 - 6x 2 D 2 + AxD + 9, tambien son 
operadores diferenciales. En general, definimos un operador diferencial de n-esimo 
orden como 

L = a n (x)D" + a„_i(x)D''~ l + ■ ■ ■ + a\(x)D + a 0 (x). (8) 

Como una consecuencia de dos propiedades basicas de diferenciacion, D(cf{x)) = c 
Df(x), c es una constante, y D{f{x) + g(x)} = Df(x ) + Dg{x), el operador diferencial L 
posee una propiedad de linealidad, es decir, cuando L opera sobre una combinacion li¬ 
neal de dos funciones diferenciables es como si la combinacion lineal de L operara sobre 
funciones individuals. En sfmbolos, esto significa que 

L{otf (x) + fig(x )} = aL(f(x)) + j8L(g(x)), (9) 


d ( dy 
dx\dx 



Observe quey = 0 
siempre es una solucion 
de una ecuacion lineal 
homogenea. 



Recuerde estos 
supuestos cuando 
encuentre definiciones 
y teoremas en este 
capitulo. 


v 


J 
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donde a y /3 son constantes. Debido a (9), decimos que el operador diferencial de 
«-esimo orden L es un operador lineal. 

I Ecuaciones diferenciales Toda ecuacion diferencial puede expresarse en terminos 
de la notation D. Por ejemplo, es posible escribir la ecuacion diferencial y" + 5 v' + 6y = 5x 
- 3 como D 2 y + 5 Dy + 6y = 5x - 3 o (I) 2 + 5D + 6)y = 5x - 3. Mediante (8), las ecuaciones 
diferenciales de n-esimo orden (6) y (7) se pueden escribir de manera compacta como 

L(y) =0 y L(y) = g{x), 

respectivamente. 

■ Principio de superposicion En el teorema siguiente vemos que la suma, o super¬ 
position, de dos o mas soluciones de una ecuacion diferencial lineal homogenea tambien 
es una solucion. 


TEOREMA 3.2 


Principio de superposicion: 
ecuaciones homogeneas 

Digamos que y h y 2 , . . . , y k son soluciones de la ecuacion diferencial homogenea 
(6) de n-esimo orden en un intervalo I. Entonces la combination lineal 

y = + c 2 y 2 (x) + • ■ • + c k y k (x), 

donde las c h i = 1,2 ,,k son constantes arbitrarias, es tambien una solucion en 
el intervalo. 


Demostracion Probemos el caso en que k = 2. Digamos que L es el operador diferencial 
defmido en (8), y y,(x) y y 2 (x) son soluciones de la ecuacion homogenea L(y ) = 0. Si defi- 
nimos y = Ci V^x) + c 2 y 2 (x ), por linealidad de L, tenemos entonces 

L(y ) = + c 2 y 2 (x )} = CiLiyJ + c 2 L(y 2 ) = c k ■ 0 + c 2 ■ 0 = 0. □ 

Corolarios para el teorema 3.2 

A) Un multiplo constante y = cyy i(x) de una solucion v,(x) de una ecuacion dife¬ 
rencial lineal homogenea tambien es una solucion. 

B) Una ecuacion diferencial lineal homogenea siempre posee la solucion trivial 
>’ = 0 . 


Ejemplo 4 Superposicion: ecuacion diferencial homogenea 

Ambas funciones Vi = x 2 y y 2 = x 1 1 n x son soluciones de la ecuacion lineal homogenea 
x 3 /" - 2xy’ + 4y = 0 en el intervalo (0, oo). Por el principio de superposicion, la combi¬ 
nation lineal 

y = cpc + c 2 x 2 In x 

es tambien una solucion de la ecuacion en el intervalo. 

La funcion y = e lx es una solucion de y" - 9y' + 14v = 0. Como la ecuacion diferen¬ 
cial es lineal y homogenea, el multiplo constante y = ce lx sera tambien una solucion. 
Para los diferentes valores de c vemos que y = 9e lx , y = 0. y = —\/5e lx , son todas 
soluciones de la ecuacion. 

■ Dependencia lineal e independencia lineal Los siguientes dos conceptos son 
basicos en el estudio de las ecuaciones diferenciales lineales. 
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DEFINICION 3.1 


Dependencia lineal 
e independencia lineal 

Sedice que un conjunto dc fund ones/] (x),/ 2 (x ),... ,/„(x)es linealmente dependiente 
en un intervalo I si existen constantes c l ,c 1 ,c 2 ,. ■ ■ ,c n , diferentes de cero, de modo que 

Cl/lOO + c 2 f 2 (x) + ... + cj„(x) = 0 

para toda x en el intervalo. Si el conjunto de funciones no es linealmente depen- 
diente en el intervalo, se dice que es linealmente independiente. 

___ J 

En otras palabras, un conjunto de funciones es linealmente independiente en un inter¬ 
valo si las unicas constantes para las que 

Cl/lOO + c 2 f 2 (x) + ■ • • + cjfx) = 0 

para toda x en el intervalo son = c 2 = ■ • • = c„ = 0. 

Es facil entender estas definiciones en el caso de dos funciones/j(x) y f 2 (x). Si las fun¬ 
ciones son linealmente dependientes en un intervalo, entonces existen constantes c, y c 2 
distintas de cero de manera que toda x en el intervalo c, /, (jc) + c 2 f 2 (x) = 0. Por lo tanto, 
si asumimos que cq A 0, se deduce que/j(x) = (~c 2 lcf)f 2 {x)\ es decir, si dos funciones son 
linealmente dependientes, entonces una funcion es simplemente un multiplo constante 
de la otra. A la inversa, si/j(x) = c 2 / 2 (x) para alguna constante c 2 , entonces (-1) • f\ (x) 
+ c 2 f 2 (x ) = 0 para toda x en algun intervalo. Por lo tanto, las funciones son linealmente 
dependientes, ya que al menos una de las constantes (es decir, c, = -1) no es cero. En 
conclusion, en un intervalo, dos funciones son linealmente independientes cuando nin- 
guna de ellas es un multiplo constante de la otra. Por ejemplo, las funciones ffx) = sen 
2x y / 2 (x) = sen x cos x son linealmente dependientes en (-oo, oo) debido a que/j(x) es 
un multiplo constante de/ 2 (x). Recuerde que a partir de la formula del angulo doble para 
el seno, sen 2x = 2 sen x cos x. Por otra parte, las funciones /j(x) = x y f 2 (x) = lx | son 
linealmente independientes en (-oo, oo). La observation de la figura 3.3 lo convencera de 
que en el intervalo ninguna funcion es multiplo constante de la otra. 

Del analisis anterior se desprende que la relation/ 2 (x)//j(x) no es una constante en 
un intervalo donde/jfx) y/ 2 (x) son linealmente independientes. Este pequeno detalle se 
aplicara en la siguiente section. 


Ejemplo 5 Funciones linealmente dependientes 

Las funciones/[(x) = cos 2 x,/ 2 (x) = sen 2 x,/ 3 (x) = sec 2 x,/ 4 (x) = tan 2 x son linealmente 
dependientes en el intervalo (-ir/2, tt/2) dado que 

Cj cos 2 x + c 2 sen 2 x + c 3 sec 2 x + c 4 tan 2 x = 0, 

cuando c 1 = c 2 = 1, c 3 = -1, c 4 = 1. Aqui usamos cos 2 x + sen 2 x = 1 y 1 + tan 2 x = sec 2 x. 

□ 

Un conjunto de funciones ffx), / 2 (x), ..., f t (x) es linealmente dependiente en un in¬ 
tervalo si al menos una funcion puede expresarse como una combinacion lineal de las 
funciones restantes. 


Ejemplo 6 Funciones linealmente dependientes 

Las funciones/j(x) = Vx + 5,/ 2 (x) = Vx + 5x,/ 3 (x) = x - l,f 4 (x) = x 2 son linealmente 
dependientes en el intervalo (0, oo) dado que/ 2 puede escribirse como una combinacion 
lineal de/ b / 3 y/ 4 . Observe que 

fi(x) = 1 • /i(x) + 5 • / 3 (x) + 0 • / 4 (x) 

para toda x en el intervalo (0, oo). □ 

■ Soluciones de ecuaciones diferenciales Nos interesan principalmente las funcio¬ 
nes linealmente independientes o, de manera mas concreta, las soluciones linealmente 
independientes de una ecuacion diferencial lineal. Aunque siempre podrfamos apelar di- 



b) 


Figura 3.3 EL conjunto compuesto 
P or /i y /2 es linealmente 
independiente en (— 00 , 00 ) 
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rectamente a la definicion 3.1, resulta que la cuestion de si las n soluciones y b y 2 ,.... y„ 
de una ecuacion diferencial lineal homogenea de n-esimo orden (6) son linealmente in- 
dependientes puede resolverse de manera un tanto mecanica si usamos un determinante. 


DEFINICION 3.2 


Wronskiano 


A 


Suponga que cada una de las funciones/j(jt),/ 2 (x),... ,/„(•*) posee al menos n - 1 
derivadas. El determinante 


W(f u ...,f n ) 


fl fl ■■■ fn 

f[ fl ■■■ fn 

/M ft * 1] ■■■ f ( r 1] 


donde las primas denotan derivadas, se denomina wronskiano de las funciones. 

_ J 


TEOREMA 3.3 


Criterio para soluciones linealmente 
independientes 


Digamos quey b _y 2 , ■ ■ ■ ,y„ son n soluciones de la ecuacion diferencial lineal homogenea 
(6) de n-esimo orden en un intervalo 1. Entonces el conjunto de soluciones es lineal¬ 
mente independiente en / si, y solo si, W(y h y 2 ,..., y„) # 0 para toda x en el intervalo. 


Del teorema 3.3 se deduce que cuando y u y 2 ,..., y n son n soluciones de (6) en un 
intervalo /, el wronskiano W( y,, y 2 , ..., y„) es identico a cero o nunca es cero en el 
mismo. 

Un conjunto de n soluciones linealmente independiente de una ecuacion diferencial 
lineal homogenea de «-esimo orden recibe un nombre especial. 


DEFINICION 3.3 


Conjunto fundamental de soluciones 


Cualquier conjunto y u y 2 , de n soluciones linealmente independiente de la 

ecuacion diferencial lineal homogenea (6) de n-esimo orden en un intervalo / se 
dice que es un conjunto fundamental de soluciones en el intervalo. 


J 


La pregunta basica de si existe un conjunto fundamental de soluciones para una 
ecuacion lineal se responde en el teorema siguiente. 


TEOREMA 


3.4 


Existencia de un conjunto fundamental 


A 


Existe un conjunto fundamental de soluciones para la ecuacion diferencial lineal 
homogenea (6) de n-esimo orden en un intervalo I. 


J 


Semejante al hecho de que cualquier vector en tres dimensiones puede expresarse 
como una combinacion lineal de los vectores linealmente independientes i, j, k, cualquier 
solucion de una ecuacion diferencial lineal homogenea de n-esimo orden en un intervalo 

I puede expresarse como una combinacion de n soluciones linealmente independientes 
en I. En otras palabras, las n soluciones linealmente independientes y h y 2 ,..., y„ son los 
elementos fundamentals constitutivos de la solucion general de la ecuacion. 
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TEOREMA 3.5 


Solucion general: ecuaciones 
homogeneas 

Digamos que y,, y 2 , es un conjunto fundamental de soluciones de la ecuacion 
diferencial lineal homogenea (6) de n-esimo orden en un intervalo I. Entonces, en el 
intervalo, la solucion general de la ecuacion es 

y = c x y x {x) + c 2 y 2 {x ) + • • ■ + c n y„(x), 

donde c„ i = 1,2 ,..., n son constantes arbitrarias. 


El teorema 3.5 afirma que si Y(x) es alguna solucion de (6) en el intervalo, entonces 
siempre se pueden encontrar constantes C h C 2 ,.. ■, C„ de modo que 

Yix) = C,y,(x) + C 2 y 2 (x) + ■ • • + C„y„(x). 

Demostraremos el caso que se presenta cuando n = 2. 

Demostracion Digamos que Y es una solucion y y l y y 2 son soluciones linealmente 
independientes de a 2 f + a x y' + a 0 y = 0 en un intervalo I. Suponga que x = t es un punto 
en I para el cual W(y x (t), y 2 (t)) =£ 0. Suponga tambien que Y{t) = k x y Y’(t) = k 2 . Si ahora 
examinamos las ecuaciones 


CiYiit) + Cjy 2 (f) = k x 
C\y[(t) + Cjy&t) = k 2 , 

se deduce que podemos determinar C, y C 2 de manera unlvoca, siempre que el determi- 
nante de los coeficientes satisfaga 

yi(0 yz(0 , 0 

yl(t) yi(t) ' 

Pero este determinante solo es el wronskiano evaluado en x = t, y, por suposicion, W + 0. 
Si defmimos G(x ) = C|>'|(x) + CTy 2 (x), observamos que G(x) satisface la ecuacion dife¬ 
rencial, dado que es una superposicion de dos soluciones conocidas; G(x) satisface las 
condiciones iniciales 

G(t) = C x y x {t) + C 2 y 2 (t) = k t y G’{t) = C x y[(t) + C 2 y 2 (t ) = k 2 \ 

Y(x) satisface la misma ecuacion lineal y las mismas condiciones iniciales. Dado que la 
solucion de este problema de valor inicial es unica (teorema 3.1), tenemos Y(x) = G(x) o 
Y(x) = C x y x (x) + C 2 y 2 {x). □ 


Ejemplo 7 Solucion general de una ED homogenea 

Ambas funciones yq = e 3 ' y y 2 = e~ 3 ‘ son soluciones de la ecuacion lineal homogenea 
y" - 9y = 0 en el intervalo (-oo, oo). Por inspeccion, las soluciones son linealmente inde¬ 
pendientes en el eje x. Este hecho se puede corroborar al observar que el wronskiano 


W(e 3x , e~ 3x ) = 


_3jc 


3a: 


e e 

3e 3x -3e- ix 


= -6 A 0 


para toda x. Concluimos que y, y y 2 forman un conjunto fundamental de soluciones y, en 
consecuencia, y = ry- ' + c 2 e es la solucion general de la ecuacion en el intervalo. □ 


Ejemplo 8 Solucion obtenida a partir de una solucion general 

La funcion y = 4 senh 3x - 5e 3x es una solucion de la ecuacion diferencial del ejemplo 7. 
(Veriflquelo.) En vista del teorema 3.5, debemos poder obtener esta solucion a partir de 
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la solucion general y = c , e 3x + c 2 e 3x . Observe que si elegimos c r = 2y c 2 = -7, entonces 
y = 2e 3x - le~ 3x puede volver a escribirse como 


y = 2e 3x - 2e~ 3x - 5e~ 3 ' = 41 


e 3x - e~ 3x 


- 5e- 


La ultima expresion se reconoce como y = 4 senh 3x - 5e . 


Ejemplo 9 Solucion general de una ED homogenea 

Las funciones y, = e\ y 2 = e 2 y _v : , = e 3 ' satisfacen la ecuacion de tercer orden y’" -6 y" + 
1 !>■' - 6y = 0. Dado que 


W(e x , e Zx , e 3x ) 


e x 


e 31 


2c 2 * 

3e 3x 


4r ,2x 

9e 3x 


para todo valor real de x, las funciones y u y 2 y y 3 forman un conjunto fundamental de 
soluciones en (-oc, oo). Concluimos que y = c x e' + c 2 e lx + eye es la solucion general 
de la ecuacion diferencial en el intervalo. 


3 . 1.3 


Ecuaciones no homogeneas 


Toda funcion y p libre de parametros arbitrarios y que satisfaga (7) es una solucion par¬ 
ticular o integral particular de la ecuacion. Por ejemplo, resulta una tarea sencilla 
mostrar que la funcion constante y p = 3 es una solucion particular de la ecuacion no 
homogenea y" + 9y = 27. 

Ahora, si y 1? y 2 ,..., y k son soluciones de (6) en un intervalo I y y p es cualquier solu¬ 
cion particular de (7) en I, entonces la combinacion lineal 


y = Ci.ViCr) + c 2 y 2 (x) + ■■■ + c k y k (x) + y p (10) 

es tambien solucion de la ecuacion no homogenea (7). Si usted lo piensa, esto tiene sen- 

tido, ya que la combinacion lineal c^^x) + c 2 y 2 (x) h- + c k y k (x) se transforma en 0 por 

el operador L = a n D" + a n _ l D n ~ 1 h- + a t l) + a (l , mientras que y p se transforma en g(x). 

Si usamos k = n soluciones linealmente independientes de la ecuacion (6) de w-esimo 
orden, entonces la expresion en (10) se transforma en la solucion general de (7). 


TEOREMA 3.6 


Solucion general: ecuaciones 
no homogeneas 




Digamos que y p es alguna solucion particular de la ecuacion diferencial lineal no 
homogenea (7) de «-esimo orden en un intervalo /, y establecemos que y,, y 2 ,, 
y n es un conjunto fundamental de soluciones de la ecuacion diferencial homogenea 
(6) asociada en I. Entonces la solucion general de la ecuacion en el intervalo es 


y = C|>’iW + c 2 y 2 (x) + • • • + c„y n (x) + y p , 
donde c h i= 1,2 ,... ,n son constantes arbitrarias. 


J 


Demostracion Establezcamos L como el operador diferencial defmido en (8), y Y(x ) y 
y p (x) como soluciones particulares de la ecuacion no homogenea L(y) = g(x). Si defini- 
mos u(x) = Y(x) - y p (x), entonces, por linealidad de L, tenemos 

m = L{ Y(x) - y p (x )} = L(Y(x)) - L(y p (x )) = g(x) - g(x) = 0. 

Esto demuestra que u(x) es una solucion de la ecuacion homogenea L(y) = 0. En conse- 
cuencia, por el teorema 3.5, u(x) = c^^x) + c 2 y 2 (x) + ■ • • + c n y„(x), y asi 


Y{x) - y p (x) = c,y|(x) + c 2 y 2 {x) + ■ • • + c n y n (x) 
o Y(x) = C|V|(x) + c 2 y 2 (x) + ■ ■ • + c n y n (x) + y p (x). □ 
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■ Funcion complementaria Vemos en el teorema 3.6 que la solution general de una 
ecuacion lineal no homogenea consiste en la suma de dos funciones: 

y = cd'iW + c 2 y 2 (x ) + • ■ • + c n y„(x) + y p (x) = yfx) + y p {x). 

La combination lineal y c (x) = C|>'|(x) + c 2 y 2 (x) + • • • + c n y n (x), que representa la solu¬ 
tion general de (6), se denomina funcion complementaria de la ecuacion (7). En otras 
palabras, para resolver una ecuacion diferencial lineal no homogenea primero resolve- 
mos la ecuacion homogenea asociada y despues encontramos cualquier solution parti¬ 
cular de la ecuacion no homogenea. La solution general de la ecuacion no homogenea 
es entonces 

y = funcion complementaria + cualquier solucion particular. 


Ejemplo 10 Solucion general de una ED no homogenea 

Mediante sustitucion, la funcion y p = - %-\x muestra facilmente que es una solucion 
particular de la ecuacion no homogenea 

y'"-6f+ny'-6y = 3x. (11) 

Con el fin de escribir la solucion general de (11), primero debemos poder resolver la 
ecuacion homogenea asociada 

/" - 6 y" + 11 / - 6 y = 0 . 

Pero en el ejemplo 9 vimos que en el intervalo (-oo, oo) la solucion general de esta ulti¬ 
ma ecuacion fue y c = c , e‘ + c 2 e 2x + c 3 e 3x . Por lo tanto, en el intervalo, la solucion general 
de (11) es 

9 , 11 1 

y = y c + y p = + c 2 e + c 3 e ix - — - -x. 

I Otro principio de superposition El ultimo teorema de este analisis nos sera de 
utilidad en la section 3.4, cuando consideremos un metodo para encontrar soluciones par- 
ticulares de ecuaciones no homogeneas. 


TEOREMA 3.7 


Principio de superposition: 
ecuaciones no homogeneas 


~\ 


Digamos que y p , y p ,... , y pk son k soluciones particulares de la ecuacion diferen¬ 
cial lineal no homogenea (7) de n-esimo orden en un intervalo I que corresponde, 
a su vez, a k distintas funciones g lt g 2 ,, g k . Es decir, suponga que y p denota una 
solucion particular de la ecuacion diferencial correspondiente 

a„(x)y (n) + a n _ fx)y (n ~ 11 + ■ ■ • + afx)y' + a 0 (x)y = gfx), (12) 

donde i = 1,2 ,,k. Entonces 

y P = y Pl (x) + y P2 (x) + ■ • • + y Pk (x) (13) 

es una solucion particular de 


a„(x)y [n) + a„ _ 1 (x)y (n l) + ■ ■ ■ + afx)y' + a 0 (x)y 

= 8i(x) + g 2 (x) + • • ■ + g k {x). (14) 

_ ) 


Demostracion Comprobemos para el caso de k = 2. Digamos que L es el operador dife¬ 
rencial defmido en (8), y que y p (x) y y p (x) son soluciones particulares de las ecuaciones 
no homogeneas L(y) = gi(x) y L(y) = g 2 (x) respectivamente. Si defmimos y p = y p (x) + 
y p (x), deseamos probar que y p es una solucion particular de L(y ) = gfx) + g 2 (x). El resul- 
tado nuevamente se deduce a partir de la linealidad del operador L: 


L(y P ) = L{ y p (x) + y Pi (x)} = L(y p ^x)) + L(y p (x)) = gfx) + g 2 {x). □ 
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Ejemplo 11 Superposicion: ecuacion diferencial no homogenea 

Verificar que 

y p = -Ax 2 es una solucion particular de y" - 3 y' + 4y = -16X 2 + 24x - 8, 

y P2 = e 2x es una solucion particular de y" - 3y' + 4y = 2e lx , 

y Pi = xe* es una solucion particular de y" - 3 y' +4y = 2xe x - e x . 

Del teorema 3.7 se deduce que la superposicion de y p , y p ^ y y p , 

y = y Pl + y Pl + y P , = + g2A + 

es una solucion de 



Esta oracion es una 
generalization del 
teorema 3.7. 


v" - 3y' + 4v = -16;r + 24x - 8 + 2e lx + 2xe‘ - <?. 
\ _ > 


g\(x) g 2 (x) gi(x) 


□ 


Si las y p son soluciones particulares de (12) para i = 1,2 ,,k entonces la combi¬ 
nation lineal 


y P = c\y Pl + c 2 y Pl + ■ ■ ■ + c k y Pk , 

donde las c, son constantes, es tambien una solucion particular de (14) cuando el miem- 
bro del lado derecho de la ecuacion es la combination lineal 

c,g,(x) + c 2 g 2 (x) + ■ • • + c k g k {x). 

Antes de comenzar realmente a resolver ecuaciones diferenciales lineales homoge- 
neas y no homogeneas, necesitamos aprender un poco mas de teoria, la cual presentare- 
mos en la siguiente section. 


Comentarios 


Este comentario es continuation del breve analisis sobre sistemas dinamicos pre- 
sentado al final de la section 1.3. 

Se dice que un sistema dinamico cuya regia o modelo matematico sea una ecua¬ 
cion diferencial lineal de /i-esimo orden 

a„(t)y (n) + a„_i(0y' 1_1) + ■ ■ ■ + «i(0/ + a 0 (t)y = g(t) 

es un sistema lineal. El conjunto de n funciones dependientes del tiempo y(t), y'{t), 
... ,y (n ~ r ’(t) son las variables de estado del sistema. Recuerde, sus valores en cier- 
to tiempo t proporcionan el estado del sistema. La funcion g se llama funcion de 
entrada, funcion forzadora o funcion de excitacion. Se dice que una solucion y(t) 
de la ecuacion diferencial es la salida o respuesta del sistema. En las condiciones 
previstas por el teorema 3.1, la salida o respuesta y(t) esta determinada en forma 
unica por la entrada y el estado del sistema prescritos en el tiempo f 0 , es decir, por 
las condiciones iniciales y(t 0 ), y'(t 0 ),..., y (n_ ^(fg). 

Con el fin de que un sistema dinamico sea un sistema lineal, es necesario que 
se mantenga el principio de superposicion (teorema 3.7) en el sistema; es decir, la 
respuesta del sistema ante una superposicion de entradas es una superposicion de 
salidas. Ya hemos examinado algunos sistemas lineales simples en la section 2.7 
(ecuaciones lineales de primer orden); en la section 3.8 presentamos sistemas linea¬ 
les donde los modelos matematicos son ecuaciones diferenciales de segundo orden. 
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EJERCICIOS 3.1 


Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-4. 


urn Problemas de valor inicial 
y de valores en la frontera 

En los problemas 1 a 4, la familia de funciones dada es la solu¬ 
tion general de la ecuacion diferencial en el intervalo indicado. 
Encuentre un miembro de la familia que sea una solucion al 
problema de valor inicial. 


1. y = c,ti + c 2 e x , (-oo, oo); y" -y = 0, y(0) = 0, y'(0) = 1 

2. y = Cl e 4x + c 2 e~ x , (-oo, oo); y" - 3y' - 4y = 0, y(0) = 1, 
y'(0) = 2 

3. y = C\X + c 2 x In x, (0, oo); x 2 y" -:'ey' + y = 0, y(l) = 3, 
/(!)=-! 

4. y = Ci + c 2 cos x + c 3 sen x, (-oo, oo); y'" + y' =0, 
y(ir) = 0, y'('n-) = 2, y"(7r) = -1 

5. Dado que y = c l + c 2 x 2 es una familia de soluciones de 
dos parametros para xy" - y' = 0 en cl intervalo (-oo, oo), 
demuestre que no se pueden encontrar las constantes c 3 y 
c 2 de manera que un miembro de la familia satisfaga las 
condiciones iniciales y(0) = 0, y'(0) = 1. Explique por 
que esto no viola el teorema 3.1. 

6. En el problema 5, encuentre dos miembros de la familia 
de soluciones que satisfaga las condiciones iniciales v(0) 
= 0, y'(0) = 0. 

7. Dado que x (f) = cos cot + c 2 sen cot es la solucion ge¬ 

neral de x" + ufx = 0 en el intervalo (-oo, oo), demuestre 
que una solucion satisfactoria de las condiciones inicia¬ 
les, x(0) = x 0 , x'( 0) = x b esta dada por 

Xi 

x{t) = x 0 cos cot + — sen cot. 

CO 

8. Utilice la solucion general de x" + urx = 0 dada en el 
problema 7 para demostrar que una solucion satisfac¬ 
toria de las condiciones iniciales x(t 0 ) = x 0 , x'(t 0 ) = x b 
es la solucion dada en el problema 7 desplazada por una 
cantidad t 0 : 

x l 

x(t) = x 0 cos co (t - t 0 ) + — sen co(t -1 0 ). 

CO 

En los problemas 9 y 10, encuentre un intervalo centrado en 
x = 0 para el cual el problema de valor inicial tenga una solucion 
unica. 


9. (x - 2)y" + 3y = x, y(0) = 0, y'(0) = 1 

10. y" + (tan x)y = c*, y(0) = 1, y'(0) = 0 

11 . a) Use la familia de funciones del problema 1 para en¬ 

contrar una solucion de y" - y = 0 que satisfaga las 
condiciones de frontera y(0) = 0, y(l) = 1. 

b ) La ecuacion diferencial de la parte a) tiene la solucion 
general altemativay = c 3 coshx+c 4 senh x en (-oo, oo). 
Utilice esta familia para encontrar una solucion que 
satisfaga las condiciones de frontera de la parte a). 

c ) Demuestre que las soluciones encontradas en las par¬ 
tes a) y b) son equivalentes. 


12. Use la familia de soluciones del problema 5 para encon¬ 
trar una solucion de xy" - y' = 0 que satisfaga las condi¬ 
ciones de fronteray(0) = l,y'(l) = 6. 

En los problemas 13 y 14, la familia de dos parametros dada es 
una solucion de la ecuacion diferencial indicada en el intervalo 
(-oo, oo). Determine si es posible encontrar un miembro de la 
familia que satisfaga las condiciones de frontera. 

13. y = cqe* cos x + c 2 e* sen x; y" - 2y' + 2y = 0 

a) y(0) = 1 ,y'(jf) = 0 b) y(0) = 1 ,y(ir) = -1 

C) y(0) = 1, y (y) = 1 d) y(0) = 0, y(ir) = 0 

14. y = c,x 2 + c 2 x 4 + 3; x 2 / - 5xy' + 8y = 24 

a) y(—1) = 0,y(l) = 4 b) y(0) = 1,y(l) = 2 

c) y(0) = 3, y(l) = 0 d) y(l) = 3, y(2) = 15 


3 . 1.2 


Ecuaciones homogeneas 


En los problemas 15 a 22, determine si el conjunto de funciones 
dado es linealmente dependiente o linealmente independiente en 
el intervalo (-oo, oo). 


15. /,(x) = x, 

fiix) = X 2 , 

/ 3 (x) = 4x — 3x" 

16. /,(x) = 0, 

fiix) = X, 

fiix) = <? 

17. ,/i(x) = 5, 

fiix) = cos 2 x, 

/ 3 (x) = sen 2 x 

18. fi(x) = cos 2x, 

fiix) = 1, 

/ 3 (x) = cos 2 x 

19. fi(x) = x, 

fiix) = X - 1, 

flix) = x + 3 

20. fiix) = 2 + x, 

fiix) = 2 + 1 x 1 


21. fiix) = 1 + x, 

fiix) = X, 

fiix) = x 2 

22. Mx) = e\ 

flix) = e~ x . 

/ 3 (x) = senhx 


En los problemas 23 a 30, verifique si las funciones dadas for- 
man un conjunto fundamental de soluciones de la ecuacion dife¬ 
rencial en el intervalo indicado. Integre la solucion general. 

23. y" —y' - 12y = 0; e“ 3 *, e 4x , (-oo, oo) 

24. y" - 4y = 0; cosh 2x, senh 2x, (-oo, oo) 

25. y" - 2y' + 5y = 0; e x cos 2x, e x sen 2x, (-oo, oo) 

26. 4y" - 4y' + v = 0; e x ' 2 , xe x ' 2 , (-oo, oo) 

27. x 2 y" - 6xy' + 12y = 0; x 3 , x 4 , (0, oo) 

28. x 2 y" + xy' + y = 0; cos(ln x), sen(ln x), (0, oo) 

29. xV" + 6x 2 y" + 4xy' - 4y = 0; x, x“ 2 , x“ 2 In x, (0, oo) 

30. y (4) + y" = 0; 1, x, cos x, sen x, (-oo, oo) 


3 . 1.3 


Ecuaciones no homogeneas 


En los problemas 31 a 34, verifique si la familia de funciones de 
dos parametros dada es la solucion general de la ecuacion dife¬ 
rencial no homogenea en el intervalo indicado. 


31. y" - 7y' + lOy = 24e i ; 

y = Cje 2 * + c 2 e Sx + 6e x , (-oo, oo) 


32. y" + y = sec x; 


y = Ci cos x + c 2 sen x + x sen x + (cos x) ln(cos x), 
Hr/2, tt/2) 
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33. y" - Ay' + Ay = 2e lx + Ax - 12; 

y = Cie 2x + eqxe 2 * + x 2 e 21 + x - 2, (-oo, oo) 

34. 2xV' + 5xy' + y = x 2 - x; 

y = c x x~^ 2 + c 2 x _1 + —x 2 - -x, (0, oo) 

15 6 

35. a) Verifique si y p = 3e~ x y y p = x 2 + 3x son, respecti- 

vamente, las soluciones particulares de 
y" - 6y’ + 5y = - 9e^ 
y y" - 6y’ + 5y = 5X 2 + 3x -16. 

b ) Use la parte a) para encontrar soluciones particula¬ 
res de 

y" - 6y’ + 5y = 5X 2 + 3x - 16 - 9e 2x 
y y" - 6y' + 5y = -lOx 2 - 6x + 32 + e 2x . 

36. a) Mediante inspeccion, encuentre la solucion particu¬ 

lar de 

>■" + 2y = 10. 

b) Por inspeccion, encuentre una solucion particular de 

y" + 2y = - Ax. 

c ) Encuentre una solucion particular de y" + 2y = - Ax 
+ 10 . 

d) Encuentre una solucion particular de y" + 2y = 8x + 5. 

Problemas de analisis 

37. Digamos que n = 1, 2, 3, ... Analice como las obser- 
vaciones D n x n ~ 1 = 0 y D n x" = n ! pueden usarse para 
encontrar las soluciones generales de las ecuaciones dife- 
renciales dadas. 

a) y" = 0 b) y’" = 0 c) y (4) = 0 

d ) y" = 2 e ) y’" = 6 f) y (4) = 24 

38. Suponga que yq = e 1 y y 2 = e~ x son dos soluciones de una 
ecuacion diferencial lineal homogenea. Explique por que 
y 3 = cosh x y y 4 = senh x son tambien soluciones de la 
ecuacion. 


39. a) Verifique si y 3 = x 3 y y 2 = Ixl 3 son soluciones lineal- 

mente independientes de la ecuacion diferencial x 2 y" 
-Axy' + 6y = 0 en el intervalo (-oo, oo). 

b) Demuestre que W(y t , y 2 ) = 0 para todo numero real 
x. ( ;,Este resultado viola el teorema 3.3? Explique su 
respuesta. 

c) Verifique si K, = x 3 y Y 2 = x 2 son tambien solucio¬ 
nes linealmente independientes de la ecuacion dife¬ 
rencial dada en la parte a) en el intervalo (-oo, oo). 

d) Encuentre una solucion de la ecuacion diferencial 
que satisfaga y(0) = 0, y'(0) = 0. 

e) Por el principio de superposicion, el teorema 3.2, 

ambas combinaciones lineales y = + c 2 y 2 y 

Y = C; F| + c 2 Y 2 son soluciones de la ecuacion di¬ 
ferencial. Analice si una, ambas o ninguna de las 
combinaciones lineales es solucion general de la 
ecuacion diferencial en el intervalo (-oo, oo). 

40. ^E1 conjunto de funciones/i(x) = e x + 2 ,f 2 (x) = e x ~ 2 es 
linealmente dependiente o linealmente independiente en 
el intervalo (-oo, oo)? Analice la situacion. 

41. Suponga que y b y 2 ,,y k son k soluciones linealmente 
independientes en (-oo, oo) de una ecuacion diferencial 
lineal homogenea de «-esimo orden con coeficientes 
constantes. Del teorema 3.2 se deduce que y k+ ! = 0 es 
tambien una solucion de la ecuacion diferencial. ^E1 
conjunto de soluciones y u y 2 ,..., y k , y k+ , es linealmente 
dependiente o linealmente independiente en (-oo, oo)? 
Analice la situacion. 

42. Suponga que y u y 2 , ..., y k son k soluciones no triviales 
de una ecuacion diferencial lineal homogenea de n-esimo 
orden con coeficientes constantes y k = n + 1. ^E1 con¬ 
junto de soluciones yq, y 2 , ..., y k es linealmente depen¬ 
diente o linealmente independiente en (-oo, oo)? Analice 
esta situacion. 


3.2 Reduction de orden 


I Introduction En la section 3.1 vimos que la solucion general de una ecuacion dife¬ 
rencial lineal homogenea de segundo orden 

a 2 (x)y" + a j (x)v' + a Q (x)y = 0 (1) 

era una combination lineal y = c 1 y 1 + c 2 y 2 , donde y, y y 2 son soluciones que constituyen 
un conjunto linealmente independiente en algun intervalo I. A partir de la siguiente section 
examinamos un metodo para determinar estas soluciones cuando los coeficientes de la ED 
de (1) son constantes. Este metodo, que es un sencillo ejercicio de algebra, se descompone 
en algunos casos y solo produce una solucion unica yy de la ED. Resulta que podemos 
construir una segunda solucion y 2 de una ecuacion homogenea (1) (aunque los coeficientes 
de (1) sean variables) siempre y cuando conozcamos una solucion no trivial de V| de la ED. 
La idea basica descrita en esta section es que la ecuacion lineal de segundo orden (1) se 
puede reducir a una ED de primer orden mediante una sustitucion que involucre la solu¬ 
tion conocida yq. Una segunda solucion, y 2 de (1), aparece despues que esta ED de primer 
orden se resuelve. 

I Reduction de orden Suponga que v(x) denota una solucion conocida de la ecuacion 
(1). Buscamos una segunda solucion y 2 (x) de (1) de manera que yq yy 2 sean linealmente in- 
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dependientes en algun intervalo I. Recuerde que si y, y y 2 son linealmente independientes, 
entonces su cociente y 2 ly x no es constante en /; es decir, y 2 /y l = u(x) o y 2 (x) = u(x)y i(x). 
La idea es encontrar u(x) mediante la sustitucion de y 2 {x) = u(x)y t (x) en la ecuacion dife- 
rencial dada. Este metodo se denomina reduccion de orden ya que debemos resolver una 
ecuacion de primer orden para encontrar u. 

El primer ejemplo ilustra la tecnica basica. 


Ejemplo 1 Busqueda de una segunda solucion 

Dado que y l = e x es una solucion de /' - y = 0 en el intervalo (- 00 , 00 ), use la reduccion 
de orden para encontrar una segunda solucion y 2 . 

□ Solucion Si y = u(x)y 1 (x) = u(x)e x , entonces las primeras dos derivadas de y se ob- 
tienen a partir de la regia del producto: 

/ = ue x + e V, y" = ue x + 2 e x u' + e x u", 

Por sustitucion de y y y" en la ED original, esta se simplifica a 

y" -y= e *( u " + 2u') = 0. 

Dado que e x ± 0, la ultima ecuacion requiere de u" + 2u' = 0. Si efectuamos la susti¬ 
tucion w = u' , esta ecuacion lineal de segundo orden en u se convierte en w' + 2w = 0, la 
cual es una ecuacion lineal de primer orden en w. Si usamos el factor de integracion e 2x , 
podemos escribir d/dx [e 2x w] = 0. Despues de integrar obtenemos w = c t e lA o u' = c^ -2 '. 
Si de nuevo integramos se produce u = -\ c x e~~ x + c 2 . Asf 

y = u(x)e x = -j e~ x + c 2 e x . (2) 

Si tomamos c 2 = 0 y c x = -2 obtenemos la segunda solucion deseada, = e~ . Debido 
a que W{e x , e~ x ) 0 para toda x, las soluciones son linealmente independientes en 
(- 00 , 00 ). □ 


Como hemos demostrado que y x = e x y y 2 = e~ x son soluciones linealmente indepen¬ 
dientes de una ecuacion lineal de segundo orden, la expresion de (2) es en realidad la 
solucion general de y" - y = 0 en (- 00 , 00 ). 

I Caso general Suponga que dividimos entre a 2 (x) con el fin de escribir la ecuacion 

(1) en la formulacion estandar 

y" + P(x)y' + Q(x)y = 0, (3) 

donde P(x) y Q(x) son continuas en algun intervalo I. Supongamos ademas que y t (x) es 
una solucion conocida de (3) en /, y y x (x) P 0 para toda x en el intervalo. Si definimos 
y = u(x)y x (x), se deduce que 

y' = uy[ + y x u ', y" = uy" + 2y{u' + y x u" 

y" + Py' + Qy = u[ + Py[ + Q: ] + y x u" + (2v/ + Py x )u' = 0. 

t__ ) 

v 

cero 

Esto implica que debemos tener 

y x u" + (2 y{ + Py\)u' =0 o y x w' + (2 y[ + Py x )w = 0, (4) 

donde tenemos que establecer w = u'. Observe que la ultima ecuacion de (4) es tanto 
lineal como separable. Si separamos las variables e integramos, obtenemos 

+ P dx = 0 
o wy\ = c l e~ SPdx . 


— + 2—dx 
w y x 


ln|wy 2 | = — 


P dx + c 


3.2 Reduccion de orden 
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Resolvemos la ultima ecuacion para w, usamos w = w', e integramos de nuevo: 


u = C] 


- y — dx + c 2 . 


y~i 


Si elegimos c t = 1 y c 2 = 0, a partir de y = u(x)y\(x) encontramos que una segunda so¬ 
lution de la ecuacion (3) es 


y 2 = jiW 


y 2 M 


dx. 


(5) 


Es un buen repaso verificar si la funcion y 2 (x) definida en (5) satisface la ecuacion (3), y 
si y x y y 2 son linealmente independientes en cualquier intervalo donde v, Cv) no es cero. 


E|emplo2 Una segunda solucion mediante La formula (5) 

La funcion y l = x 2 es solucion de x 2 y" - 3 xy' + 4y = 0. Encontrar la solucion general en 
el intervalo (0, oo). 

I Solucion A partir de la forma estandar de la ecuacion, 


3 4 


con base en (5) encontramos que y 2 = x 2 


3fdx/x 


■ dx 


Ijdx/x 


= x 2 


dx 


= x 2 lnx. 


En el intervalo (0, oo), la solucion general esta dada por y = c l y l + cyy 2 , es decir, y = tyx 2 
+ c^r 2 In x. □ 


Comentarios 


Hemos derivado e ilustrado como usar (5) debido a que esta formula aparece 
nuevamente en la siguiente seccion y en la seccion 5.2. Usamos (5) solo para 
ahorrar tiempo al obtener un resultado deseado. Su profesor le dira si debe memo- 
rizar (5) o conocer primero los principios fundamentals de la reduction de orden. 


Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-5. 


EJERCICIOS 3.2 


En los problemas 1 a 16, la funcion indicada como y, (x) es una 
solucion de la ecuacion dada. Use la reduction de orden o la 
formula (5), tal como se presento, para encontrar una segunda 
solucion y 2 (x). 


1. 

y" - 4y' + 4y = 0; 

y, = ^ 

2. 

y" + 2y' + y = 0; 

yi = 

3. 

y" + 16y = 0; 

y : = cos 4x 

4. 

y" + 9y = 0; 

y t = sen 3x 

5. 

1 

Vd 

II 

O 

yj = cosh x 

6. 

y" - 25y = 0; 

yi = 

7. 

9y" - 12y' + 4v = 0; 

y x = 

8. 

6y" + y'-y = 0; 

y! = e* /3 

9. 

x 2 y" - Ixy' + 16y = 0 

II 

10. 

x 2 y" + 2xy' - 6y = 0; 

yi = * 2 

11. 

xy" + y' = 0; 

yi = In x 


12. 4xV' + y = 0; y, = x m In jc 

13. }?y" - xy' + 2y = 0; y, = x sen(ln x) 

14. x 1 y" - 3xy' + 5y = 0; yi = x 2 cos(ln x) 

15. (1 - 2.r - x 2 )y" + 2(1+ x)y' - 2y = 0; y, = x + 1 

16. (1 -x 2 )y" + 2xy' = 0; yi = 1 

En los problemas 17 a 20, la funcion indicada y^jc) es una so¬ 
lucion de la ecuacion homogenea asociada. Use el metodo de 
reduction de orden para encontrar una segunda solucion y 2 (x) 
de la ecuacion homogenea y una solucion particular de la ecua¬ 
cion no homogenea dada. 

17. y"-4y = 2; y { = e _2jt 

18. y" + y' = 1; y x = 1 

19. y"-3y' + 2y = 5e 3x ; y, = e x 

20. y" - 4y' + 3y = x; y, = e x 
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Problemas de analisis 

21. a ) Proporcione una demostracion convincente de que 

la ecuacion de segundo orden ay" + by' + <:y = 0. 
siendo a, b y c constantes, siempre posee al menos 
una solucion de la forma y l = e"‘ ,x , m, es una cons- 
tante. 

b ) Explique por que la ecuacion diferencial dada en la 
parte a) debe tener entonces una segunda solucion, 
ya sea de la forma y 2 = e m ^, o como y 2 = xe m ' x , m 1 
y m 2 son constantes. 

c) Examine de nuevo los problemas 1 a 8. ( ;,Puede ex- 
plicar por que en las partes a) y b) anteriores las 
expresiones no se contradicen con las respuestas a 
los problemas 3 a 5? 

22. Verifique si yi(.r) = xes una solucion dexy"-xy' +y = 0. 

Use la reduccion de orden para encontrar una segunda 


solucion y 2 (x ) en la forma de una serie infinita. Calcule 
un intervalo de definition para y 2 (x). 

Tareas para el laboratorio de computo 

23. a) Verifique si y\(x) = e' : es una solucion de 
xy" ~(x+ 10)y' + lOy = 0. 

b) Use (5) para encontrar una segunda solucion y 2 (x). 
Con ayuda de un sistema algebraico computacional 
realice la integration requerida. 

c) Explique, mediante el corolario A) del teorema 3.2, 
por que la segunda solucion puede escribirse de ma- 
nera compacta como 

10 1 

y 2 (x) = 2 

„=o « ! 


Ecuaciones lineales homogeneas 
con coeficientes constantes 


■ Introduction Hemos visto que la ED lineal de primer orden y’ + ay = 0, donde a 
es una constante, posee la solucion exponencial y = c ] e~ ax en el intervalo (-oo, oo). Por lo 
tanto, es natural preguntarse si existen soluciones exponenciales para ecuaciones diferen- 
ciales lineales homogeneas de orden superior 

a n /" ) + a n . l y (n - 1) + ■■■ +a iy '+a 0 y = 0, (1) 

donde los coeficientes a i ,i = Q,l,...,n son constantes reales y a n =h 0. Lo sorprendente 
es que todas las soluciones de estas ecuaciones de orden superior son funciones expo¬ 
nenciales o estan construidas a partir de funciones exponenciales. 

■ Ecuacion auxiliar Comencemos por considerar el caso especial de una ecuacion de 
segundo orden 

ay" + by' + cy = 0. (2) 

Si intentamos encontrar una solucion de la forma y = e mx , entonces, despues de sustituir 
y' = me' nx y y" = m 2 e"‘ x , la ecuacion (2) se convierte en 

amte™ + bine™ + ce mx = 0 o e' nx {am 2 + bm + c) = 0. 

Como e™ nunca es cero para valores reales de x, evidentemente la unica forma que tiene 
esta funcion exponencial de satisfacer la ecuacion diferencial (2) es elegir m como una 
ralz de la ecuacion cuadratica 

am 2 + bm + c = 0. (3) 

Esta ultima ecuacion se denomina ecuacion auxiliar de la ecuacion diferencial (2). Dado 
que las dos rafces de (3) son = {-b + \/b 2 — 4ac)/2a y m 2 = {-b -V b 2 — 4ac)/2a 

habra tres formas de la solucion general de (1) correspondientes a los tres casos: 

m j y m 2 son reales y distintas ( b 2 - 4ac > 0), 
m ] y m 2 son reales e iguales ( b 2 - 4 ac = 0), y 
m 1 y m 2 son numeros complejos conjugados ( b 2 - 4ac < 0). 

Analizaremos a continuacion cada uno de estos casos. 

Caso I: Raices reales distintas Bajo el supuesto de que la ecuacion auxiliar 

(3) tiene dos rafces reales distintas /«, y m 2 , encontramos dos solucio- 
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lies, jq = e m ' x y y 2 = e' v . Vemos que estas funciones son linealmente 
independientes en (- 00 , 00 ) y, por lo tanto, forman un conjunto funda¬ 
mental. Se deduce que en este intervalo la solucion general de (2) es 

y = c 1 e m * i + c 2e n v. (4) 

Caso II: Ralces reales repetidas Cuando m i = m 2 , necesariamente ob- 

tenemos solo una solucion exponencial, y l = e m ' x . De la ecuacion 
cuadratica encontramos que m t = -bl2a pues la unica forma de ob- 
tener m l = m 2 es con b 2 - 4 ac = 0. Del analisis efectuado en la sec- 
cion 3.2 deducimos que una segunda solucion de la ecuacion es 


y 2 = 


g2m 1 jr 


dx = e m 


dx = xe"‘ 


(5) 


En (5) hemos aplicado el hecho de que -b/a = 2m l . Entonces la solu¬ 
cion general es 

y = c ie '"' x + c 2 xe m ' x . (6) 

Caso III : Ralces conjugadas complejas Si m l y m 2 son complejas, entonces 

podemos escribir m l = a + ifi y m 2 = a- ifi, donde a y fi > 0 son rea¬ 
les e i 2 = -1. Formalmente, no hay diferencia entre este caso y el I, 
por lo que 

y = C 1 e ( “ + iw * + C 2 e (a ~ ip)x . 

No obstante, en la practica preferimos trabajar con funciones reales y 
no con exponenciales complejos. Para este fin usamos la formula de 
Euler: 


e ,e = cos 6 + i sen 8, 

donde 0 es cualquier numero real.* De esta formula se deduce que 

e‘P x = cos fix + i sen fix y e~ ,l3x = cos fix - i sen fix, (7) 

donde hemos usado cos (-fix) = cos fix y sen(-j3.x;) = -sen fix. 
Observe que al sumar primero y restar despues las dos ecuaciones 
incluidas en (7) obtenemos, respectivamente, 

e ,f)x + e~ ipx = 2 cos fix y e if>x - e~ if>x = 2i sen fix. 

Dado quey = C l e {a + ' l3>x + C 2 e {a ~^ )x es una solucion de (2) para cual¬ 
quier eleccion de las constantes C, y C 2 , las elecciones C, = C 2 = I y 
Cj = 1, C 2 = -1 dan, a su vez, dos soluciones: 

= g(a + H 3)i e (a - i[3)x y y^ _ e (a + ifi)x _ & (a - ifi)x 

Pero >q = e ax (e if * x + e~ ipx ) = 2e ax cos fix 

y y 2 = e ax (e itix - e~ ifSx ) = 2ie ax sen fix. 

Por lo tanto, con base en el corolario A) del teorema 3.2, los ultimos dos resultados 
muestran que e ax cos fix y e ax sen fix son soluciones reales de (2). Ademas, estas solucio- 


*Una deduccion formal de la formula de Euler se puede obtener a partir de la serie de Maclaurin 
e* = 'V oc x l, /n\ al sustituir x = id, usar i 2 = -1, i 3 = y despues separar las series en sus partes real e 

imaginaria. Una vez establecida asf la viabilidad, podemos adoptar cos 6 + i sen 0 como la definition de e‘ e . 
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nes forman un conjunto fundamental en (- 00 , 00 ). En consecuencia, la solucion general 
es 

y = c x e ax cos fix + c 2 e ax sen fix = e“( c x cos fix + c 2 sen fix). (8) 


Ejemplo 1 Ecuaciones diferenciales de segundo orden 

Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales 

a) 2v" - 5/ - 3>’ = 0 b)y"~ 10v' + 25y = 0 c) y" + 4y' + ly = 0 

I Solucion Proporcionamos las ecuaciones auxiliares, las rafces y las soluciones gene- 
rales correspondientes. 

a) 2nr - 5m - 3 = (2m + l)(m - 3), m x = — \, m 2 = 3. 

De (4), y = c x e~ x ' 2 + c 2 e 2x . 

b) m 2 - 10m + 25 = (m - 5) 2 , m, = m 2 = 5. 

De (6), y = c x e 5x + c 2 xe 5x . 

c) m 2 + 4m + 7 = 0, m, = -2 + V3 i, m 2 = -2 - V3 i. 

De (8) con a = -2, fi = V3, y = e~ 2x {c x cos V3x + c 2 sen V3x). 


Ejemplo 2 Un problema de valor inicial 

Resolver el problema de valor inicial 4y" + 4y' + 17y = 0, y(0) = -1, y'(0) = 2. 

I Solucion Por la formula cuadratica encontramos que las rafces de la ecuacion auxiliar 
4m 2 + 4m +17 = 0 son m x = - \ + 2i y m 2 = -1 - 2 i. Por lo tanto, a partir de (8) tenemos 
y = e~ xl2 (c x cos 2 x + c 2 sen 2x). A1 aplicar la condicion v(0) = -1, vemos de e°{c x cos 0 + c 2 
sen 0) = -1 que r, = -1. Si diferenciamos y = e~ x,2 (-cos 2x + c 2 sen 2x) y despues usamos 
y'(0) = 2 obtenemos 2 c 2 + | = 2oc 2 =|. Entonces la solucion del PVI es = e~ xl2 
2x + } sen 2x). En la figura 3.4 vemos que la solucion es oscilatoria pero y —> 0 cuando x —> 
o° y |y| —> 00 cuando x —»- 00 . 

■ Dos ecuaciones importantes Las dos ecuaciones diferenciales 

y" + Icy = 0 y y" - k 2 y = 0, 

siendo Ic un numero real, son importantes en matematicas aplicadas. Para v" + k 2 y = 0, la 
ecuacion auxiliar m 2 + k 2 = 0 tiene rafces imaginarias m, = ki y m 2 = -ki. Con a = 0 y 
fi = k de (8), la solucion general de la ED es 

y = c x cos kx + c 2 sen kx. (9) 

Por otra parte, la ecuacion auxiliar m 2 - k 2 = 0 para y" - k 2 y = 0 tiene rafces reales dis- 
tintas W| = k y m 2 = -k y, por lo tanto, en virtud de (4) la solucion general de la ED es 

y = c l e kx + c 2 e~ tx . (10) 

Observe que si elegimos c, = c 2 = | y c x = c 2 = - \ en (10), obtenemos las soluciones 
particulares y = \fe kx + e _foc ) = cosh kx y y = |(e fa - e _fac ) = senh kx. Dado que cosh kx y 
senh kx son linealmente independientes en cualquier intervalo del eje x, una forma alter- 
nativa para la solucion general de y" - Icy = 0 es 

v = c x cosh kx + c 2 senh kx. (11) 

Vea los problemas 41, 42 y 53 en los ejercicios 3.3. 

I Ecuaciones de orden superior En general, para resolver una ecuacion diferencial 
de orden superior 

a n y (n) + a n _ ,y <B " 0 + ■ ■ • + a 2 y" + a x y' + a 0 y = 0, (12) 


y 



Figura 3.4 Grafica de La solucion 
del problema de vaLor inicial en el 
ejemplo 2 
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donde las a h i = 0, 1, ..., n son constantes reales, debemos solucionar una ecuacion 
polinomial de »-esimo grado 

a„m n + a n _ l m n ~ 1 + • • • + a 2 m 2 + a { m + a 0 = 0. (13) 

Si todas las rafces de (13) son reales y distintas, entonces la solucion general de (12) es 

y = c ie >" i' +c 2e "'*' + •■■ +c ne "<n ; . 

Elaborar un resumen para los analogos de los casos II y III resulta un tanto diffcil de- 
bido a que las rafces de una ecuacion auxiliar de un grado mayor al segundo se pueden 
presentar en muchas combinaciones. Por ejemplo, una ecuacion de quinto grado puede 
tener cinco rafces reales diferentes, o tres rafces reales distintas y dos rafces complejas, o 
una rafz real y cuatro rafces complejas, o cinco rafces reales pero iguales, o cinco rafces 
reales pero con dos de ellas iguales, y asf sucesivamente. Cuando m l es una rafz de multi- 
plicidad k de una ecuacion auxiliar de «-esimo grado (es decir, k rafces son iguales a m{), 
es posible demostrar que las soluciones independientemente lineales son 

gHi\x xe m i x x^e miX xf c ~^e miX 

y la solucion general debe contener la combination lineal 

c ie «v + c 2 xe m ' x + c 3 x 2 e m,x + ■ ■ ■ + e m ' x . 

Por ultimo, se debe recordar que cuando los coeficientes son rafces reales y complejas 
de una ecuacion auxiliar, siempre aparecen en pares conjugados. Asf, por ejemplo, una 
ecuacion polinomial cubica puede tener a lo sumo dos rafces complejas. 


Ejemplo 3 Ecuacion diferencial de tercer orden 

Resolver y’" + 3 y" - 4y = 0. 

I Solucion Por inspection de nr + 3 m 2 -4 = 0 debe resultar evidente que una rafz es 
nq = 1 y, por lo tanto, m - 1 es un factor de m 3 + 3 m 2 - 4. Al dividir encontramos 

m 3 + 3 m 2 - 4 = (m - 1 )(m 2 + 4m + 4) = ( m - l)(m + 2) 2 , 

asf que las demas rafces son m 2 = m 3 = -2. En consecuencia, la solucion general es 

y = c x e x + c 2 e -2 * + c 3 xe _2jr . 


Ejemplo 4 Ecuacion diferenciaL de cuarto orden 

d 4 y d 2 y 

Resolver —j + 2 — + y = 0. 

t/x 4 dx 2 ’ 

Solucion La ecuacion auxiliar m 4 + 2nr + 1 = (in 2 + l) 2 = 0 tiene rafces m 1 = ;w 3 = i y 
m 2 = m 4 = Por lo tanto, con base en el caso II, la solucion es 

y = C,e“ + C 2 e~ ix + C 3 xe“ + C 4 xe~ ix . 

En virtud de la formula de Euler, la agrupacion C t e lx + C 2 e~ ,x se puede volver a escribir 
como C[ cos x + c 2 sen x despues de reasignar las constantes. De manera similar, x(C 2 e' x + 
C 4 e~ ,x ) puede expresarse como x(c 3 cos x + c 4 sen x). Por lo tanto, la solucion general es 

y = Cj cos x + c 2 sen x + c 3 x cos x + c 4 x sen x. 

El ejemplo 4 ilustra un caso especial donde la ecuacion auxiliar tiene rafces complejas 
repetidas. En general, si m l = « + i(i, (i > 0, es una rafz compleja de multiplicidad k de 
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una ecuacion auxiliar con coeficientes reales, entonces su conjugado m 2 = a - ifi es tam- 
bien una rafz de multiplicidad k. A partir de las soluciones 2k complejas determinadas 

e (a + ifi)x xe (a + iP)x + 'W* - lg(“ + </3)x 

e (a-ifi)x Xe (a-ifi)x ^^a-i^x - l g (a - ij3)x 

concluimos, con ayuda de la formula de Euler, que la solucion general de la ecuacion 
diferencial correspondiente debe contener entonces una combination lineal de las solu¬ 
ciones reales linealmente independientes 2k 

e" x cos fix, xe ax cos fix, x 2 e nx cos fix, ..., 'e ax cos fix 

e ax sen fix, xe" x sen x 2 e xx sen fix, ..., x k ~ l e ax sen fix. 

En el ejemplo 4, identificamos k = 2, a = 0y/3 = l. 

Por supuesto, al resolver ecuaciones diferenciales de coeficientes constantes, el as- 
pecto mas dificil es encontrar rafces de las ecuaciones auxiliares de grado mayor al 
segundo. Por ejemplo, para resolver 3/" + 5y" + 10y' - 4y = 0 debemos resolver 3m 3 
+ 5m 2 + 10m -4 = 0. Algo que podemos intentar es comprobar la ecuacion auxiliar en 
cuanto a rafces racionales. Recuerde, si m, = p/q es una rafz racional (expresada en los 
menores terminos) de una ecuacion auxiliar a n m n + ■ ■ ■ + apn + a 0 = 0 con coeficientes 
enteros, entonces p es un factor de a n y q es un factor de a„. Para nuestra ecuacion auxi¬ 
liar cubica especffica, todos los factores de a 0 = -4 y a n = 3 son p: ±1, ±2, ±4 y q: 
±1, ±3, asf que las posibles rafces racionales son p/q: ±1, ±2, ±4, ±|, ±§, ±|. Por lo 
tanto, cada uno de estos numeros se puede comprobar, digamos, mediante division sinte- 
tica. De esta forma descubrimos tanto la rafz m t = | como la factorizacion 

3m 3 + 5m 2 + 10 m - 4 = {m — |) (3 nr + 6m + 12). 

La formula cuadratica produce entonces las rafces restantes m 2 = -1 + V3 i y m 3 = -1 
-V3 i. En consecuencia, la solucion general de 3/" + 5y" + 10y' - 4y = 0 es 

e~ x (c 2 cos V3 jc + c 3 sen V3.r). 

■ Uso de La computadora Encontrar rafces o aproximaciones de rafces de ecuaciones 
polinomiales es un problema rutinario cuando se trabaja con una calculadora o un pro- 
grama de computo adecuados. Los sistemas algebraicos computacionales Mathematica 
y Maple pueden resolver ecuaciones polinomiales (en una variable) de grado menor que 
el quinto en terminos de formulas algebraicas. Para la ecuacion auxiliar examinada en el 
parrafo anterior, los comandos 

Solve[3 mA3 + 5 mA2 + 10 m - 4 = = 0, m] (en Mathematica) 

solve(3*mA3 + 5*mA2 + 10*m - 4, m); (en Maple) 

producen de manera inmediata sus representaciones de las rafces f, -1 + V3 i, -1 - V3 i. 
Para ecuaciones auxiliares de grado mayor, podra ser necesario recurrir a comandos nu- 
mericos como NSolve y FindRoot en Mathematica. Debido a su capacidad para resolver 
ecuaciones polinomiales, no sorprende que algunos sistemas algebraicos de computo 
puedan tambien dar soluciones explfcitas de ecuaciones diferenciales lineales homoge- 
neas con coeficientes constantes. Por ejemplo, las entradas 

DSolve [y"[x] + 2 y'[x] + 2 y[x] = = 0, y[x], x] (en Mathematica) 

dsolve(diff(y(x),x$2) + 2*diff(y(x),x) + 2*y(x) = 0, y(x)); (en Maple) 

producen, respectivamente, 

rn ^ C[2]Cos[x] - C[l]Sen[xj 

y[ x ] ->-^- (14) 

y y(x) = _C1 exp(-x) sen(x) - _C2 exp(-x) cos(x) 

Traducido, esto significa que y = c 2 e~ x cos x + c x e~ x sen x es una solucion de v" + 2y' + 
2y = 0. 
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En el texto clasico Ecuaciones diferenciales de Ralph Palmer Agnew* (usado por el 
autor cuando era estudiante) se encuentra el siguiente enunciado: 

No es razonable esperar que los estudiantes inscritos en este curso tengan la habi- 
lidad computacional ni el equipo necesario para resolver de manera eficiente ecua¬ 
ciones como 

d 4 y d\ <fy dy 

4.317 —4 4- 2.179 + 1.416 —4 + 1.295 — + 3.169y = 0. (15) 

dx dx dx" dx 

Aunque es debatible si las habilidades computacionales han mejorado en los afios trans- 
curridos, donde no hay duda es en que la tecnologfa si ha progresado. Si tenemos acceso 
a un sistema algebraico de computo, la ecuacion (15) podrfa considerarse razonable. 
Despues de la simplificacion y de algunas reasignaciones del resultado, Mathematica 
produce la solucion general (aproximada) 

y = c 1 e“°' 728852x cos(0.618605jc) + c 2e -°- 728852 * sen(0.618605x) 

+ c 3 e _0 ' 476478 - r cos(0.75908lx) + c A e^ A1Mlix sen(0.759081x). 

En la transicion, advertimos que en Mathematica y Maple los comandos DSolve y 
dsolve, al igual que muchos aspectos de cualquier sistema asistido por computadora 
(CAS, por sus siglas en ingles), tienen sus limitaciones. 

Por ultimo, si estamos frente a un problema de valor inicial que consista en, digamos, 
una ecuacion diferencial de cuarto orden, entonces, para ajustar la solucion general de la 
ED a las cuatro condiciones iniciales debemos resolver un sistema de cuatro ecuaciones 
lineales con cuatro incognitas (c 1; c 2 , c 3 y c 4 en la solucion general). Podemos ahorrar 
mucho tiempo al resolver el sistema con ayuda de un CAS. Vea los problemas 35, 36, 61 
y 62 en los ejercicios 3.3. 


*McGraw-Hill. NuevaYork, 1960. 


Comentarios 


En caso de que se lo este preguntando, el metodo de esta section tambien funciona 
para ecuaciones diferenciales lineales homogeneas de primer orden ay' + by = 0 
con coeficientes constantes. Por ejemplo, para resolver, digamos, 2/ + 7y = 0, sus- 
tituimos y = e mx en la ED para obtener la ecuacion auxiliar 2m + 7 = 0. Usando 
m = —2 , la solucion general de la ED es entonces y = c x e~ lxa . 


EJERCICIOS 3.3 Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-5. 


En los problemas 1 a 14, encuentre la solucion general de la 
ecuacion diferencial de segundo orden dada. 


1. 4y" + y' = 0 
3. f-y'-6y = 0 
5. y" + 8 y' + 16y = 0 
7. 12y"-5y'-2y = 0 
9. y" + 9y = 0 
11. y" - 4/ + 5y = 0 
13. 3y" + 2y' +y = 0 


2. y" - 36y = 0 
4. y" - 3/ + 2y = 0 
6. y" - 10/ + 25y = 0 
8. y" + 4y'-y = 0 
10. 3/ + y = 0 
12. 2y" + 2y'+y = 0 
14. 2y"-3y' + 4y = 0 


En los problemas 15 a 28, encuentre la solucion general de la 
ecuacion diferencial de orden superior dada. 

15. y"'-4y"-5y' = 0 

16. y"'-y = 0 

17. y'" - 5y" + 3y' + 9y = 0 


18. y'" + 3y" — 4y' — 12y = 0 
d 3 u cfu 

19. —r + —r - 2n = 0 


20 


dr 

d 3 x 


dt 2 
d 2 x 


4x = 0 


dt 3 dt 2 

21. y"' + 3y" + 3y'+y = 0 

22. y"'-6y"+12y'-8y = 0 

23. y (4) + y'" + y" = 0 

24. y (4) - 2y" + y = 0 

cty d 2 y 

25 ' [6 d7 + 24 ^ + 9y = ° 


26. 


dS ^ d 2 y 
dx 1 


dx 4 


- 7 


- 18y = 0 
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46. 


27. 

28. 


.. .. it du 

- + 5 -T-2 -r-10 - r- H-h 5 m = 0 

<7r 5 dr 4 di 3 di 2 dr 


d 5 x d 4 x d 3 x d 2 x 
2 —r — 7 —t + 12 —r- + 8 —r- = 0 
ds 4 ds 3 obr 


En los ejercicios 29 a 36, resuelva el problema de valor inicial 
dado. 


29. y" + 16y = 0, y(0) = 2, y'(0) = -2 

30. $ + ,-0. .v(f)-0,,(f)-2 

<7 2 y <7y 

”• • v(1) -°- v ' <1) - 2 

32. 4/ - 4/ - 3y = 0, y(0) = 1, y'(0) = 5 

33. y" + y' + 2y = 0, y(0) = y'(0) = 0 

34. y" - 2/ + y = 0, y(0) = 5, y'(0) = 10 

35. y'" + 12/ + 36y' = 0, y(0) = 0, y'(0) = 1, y"(0) = -7 

36. y’" + 2 y" - 5y' - 6y = 0, y(0) = y'(0) = 0, y"(0) = 1 

En los ejercicios 37 a 40, resuelva el problema de valores en la 
frontera dado. 


37. y" - 10y' + 25y = 0, y(0) = 1, y(l) = 0 

38. y" + 4y = 0, y(0) = 0, y(Tr) = 0 

39. y" + y = 0, y'(0) = 0, y'(£) = 0 

40. y" - 2y' + 2y = 0, y(0) = 1, y(ir) = 1 

En los ejercicios 41 y 42, resuelva el problema dado usando pri- 
mero la forma de la solution general dada en (10); luego hagalo 
mediante la forma dada en (11). 

41. y" - 3y = 0, y(0) = 1, y'(0) = 5 

42. y" -y = 0, y(0) = l,y'(l) = 0. 

En los problemas 43 a 48, cada figura representa la grafica de 
una solution particular para una de las siguientes ecuaciones 
diferenciales: 

a) y"-3y'-4y = 0 b) y" + 4y = 0 

c) y" + 2y' + y = 0 d) y" + y = 0 

e) y" + 2y'+2y = 0 /) y"-3y' + 2y = 0 

Haga coincidir una curva solution con una de las ecuaciones 
diferenciales. Explique su razonamiento. 

43. 

V 


Figura 3.5 Grafica para ei 
problema 43 



Figura 3.6 Grafica para el 
problema 44 


45. 



Figura 3.7 Grafica para el 
problema 45 


47. 



igura 3.9 Grafica para el 
problema 47 



gura 3.8 Grafica para el 
problema 46 



Figura 3.10 Grafica para el 
problema 48 


Problemas de analisis 

49. Las rafces de una ecuacion auxiliar cubica son m x = 4 
y m 2 = m 3 = -5. ^Cual es la ecuacion diferencial lineal 
homogenea correspondiente? Analice: ^su respuesta es 
unica? 


50. Dos rafces de una ecuacion auxiliar cubica con coeficien- 
tes reales son mj = y m 2 = 3 + i. ^Cual es la ecuacion 
diferencial lineal homogenea correspondiente? 

51. Encuentre la solution general de y'" + 6y" + y' — 34y = 0 
sabiendo que y x = e -4 * es una solution. 

52. Para resolver y <4) + y = 0 debemos encontrar las rafces 
de m 4 +1=0. Este es un problema trivial cuando se usa 
un CAS, pero puede hacerse a mano si se trabaja con nu- 
meros complejos. Observe que m 4 + 1 = (m~ + l) 2 - 2nr. 
^En que ayuda esto? Resuelva la ecuacion diferencial. 


53. 


Verifique si y = senh x - 2 cos 



es una solu¬ 


tion particular de y <4) - y = 0. Haga coincidir esta so¬ 
lution particular con la solution general de la ecuacion 
diferencial. 


54. Considere el problema de valores en la frontera y" + Ay 
= 0, y(0) = 0, y(ir/2) = 0. Analice: ^es posible determi- 
nar los valores de A de manera que el problema posea 
a ) soluciones triviales?, b) ^soluciones no triviales? 

55. En calculo, en el estudio de las tecnicas de integration 
podfan evaluarse ciertas integrales indefinidas, de la 
forma / e ax f{x) dx al aplicar la integration por par¬ 
tes dos veces, recuperar la integral original del lado de- 
recho, resolver para la integral original, y obtener un 
multiplo constante k f e ax f(x) dx del lado izquierdo. 
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Entonces, el valor de la integral se encuentra al dividir 
entre k. Analice: ^para que clase de funciones/trabaja 
el procedimiento descrito? Su solucion debe llevar a 
una ecuacion diferencial. Examine cuidadosamente esta 
ecuacion y resuelva para/. 


Modelo matematico 

56. Cadena deslizante Vuelva a leer el analisis de la ca- 
dena deslizante presentado en la seccion 1.3 e ilustrado 
en la figura 1.24 de la pagina 27. 

a) Use la forma de la solucion dada en la expresion 
(11) de esta seccion para encontrar la solucion gene¬ 
ral de la ecuacion (16) presentada en la seccion 1.3, 


cfx 
dt 2 



b) Encuentre una solucion particular que satisfaga las 
condiciones iniciales expresadas en el analisis de 
las paginas 26 y 27. 

c) Suponga que la longitud total de la cadena es L = 
20 pies, y x 0 = 1. Encuentre a que velocidad la ca¬ 
dena deslizante abandona la polea que la detiene. 


Tareas para el laboratorio de computo 

En los problemas 57 a 60 use una computadora, ya sea como 
ayuda para resolver la ecuacion auxiliar o como un medio de 
obtener directamente la solucion general de la ecuacion dife¬ 
rencial dada. Si usa un CAS para obtener la solucion general, 
simpliftque el resultado y, si fuera necesario, escriba la solucion 
en terminos de funciones reales. 

57. y'"-6y" + 2y' +y = 0 

58. 6.11/" + 8.59/' + 7.93/ + 0.778y = 0 

59. 3.15/ 4) - 5.34/' + 6.33/ - 2.03y = 0 

60. _y (4) + 2/' - / + 2y = 0 

En los problemas 61 y 62, use un CAS para resolver la ecuacion 
auxiliar. Forme la solucion general de la ecuacion diferencial. 
Despues use un CAS para resolver el sistema de ecuaciones para 
los coeficientes q i = 1,2, 3,4 que resultan cuando las condicio¬ 
nes iniciales se aplican a la solucion general. 

61. 2y (4) + 3/" - 16/' + 15/ - 4y = 0, 

y(0) = -2, /(0) = 6, /'(0) = 3, /"(0) = ± 

62. y (4) - 3/" + 3/' - / = 0, 

>'(0) = /(0) = 0, y"(0) = >’"'(0) = 1 


I 


3.4 Coeficientes indeterminados 


■ Introduction Para resolver una ecuacion diferencial lineal no homogenea 

a n r + 1 /' -1 ’ + • • • + fli/ + a 0 y = g(x) (1) 

debemos hacer dos cosas: i ) encontrar la funcion complementaria >■„; ii) encontrar cual- 
quier solucion particular y p de la ecuacion no homogenea. Despues, como se analizo en 
la seccion 3.1, la solucion general de (1) en un intervalo I es y = y c + y p . 

La funcion complementaria y c es la solucion general de la ED homogenea asociada 
de (1), es decir, 

a n y (n) + a n _ l y (n ~ l) + ■■■ + a iy ‘' + a 0 y = 0. 

En la seccion previa vimos como resolver esta clase de ecuaciones cuando los coeficien¬ 
tes eran constantes. Por lo tanto, nuestro objetivo en esta seccion es examinar un metodo 
para obtener soluciones particulares. 

■ Metodo de coeficientes indeterminados La primera de las dos formas que de¬ 
bemos considerar para obtener una solucion particular y p tiene el nornbre de metodo de 
coeficientes indeterminados. En este metodo, la idea basica es una conjetura (en realidad 
un supuesto razonable) acerca de la forma de y p ; esta conjetura es motivada por los tipos 
de funciones que componen la funcion de entrada g(x). El metodo general esta limitado a 
ecuaciones diferenciales lineales no homogeneas como (1), donde 


Una constante k es 
una funcion polinomial. 



los coeficientes a b i = 0, 1,..., n son constantes, y 

donde g{x) es una constante, una funcion polinomial, una funcion exponencial e'/ las 
funciones coseno o seno sen fix o cos f3x, o sumas y productos fmitos de estas funciones. 

En terminos estrictos, g(x) = k (una constante) es una funcion polinomial. Dado que una 
funcion constante probablemente no sea la primera cosa que nos viene a la mente cuando 
pensamos en funciones polinomiales, con el fin de enfatizar, continuaremos usando la 
redundancia “funciones constantes, funciones polinomiales, ...”. 


126 


CAPITUL0 3 Ecuaciones diferenciales de orden superior 









Las siguientes funciones son algunos ejemplos de los tipos de entradas g(x) apropia- 
dos para este analisis: 


g(x) =10, g(x) = x 2 - 5x, g(x ) = 15x - 6 + %e~ x 

g(x) = sen 3x - 5x cos 2x, g(x) = xe x sen x + (3x 2 - 1 )e Ax . 

Es decir, g(x) es una combinacion lineal de funciones del tipo 

P(x) = aX + a„ _ y - 1 + • ■ ■ + a { x + a 0 , P{x)e ax , P(x)e ax sen fix y P{x)e ax cos fix 

donde n es un entero no negativo y a y (3 son numeros reales. El metodo de coeficientes 
indeterminados no es aplicable a ecuaciones de la forma (1) cuando 

1 , 

g(x) = In x, g(x) = —, g(x) = tan x, g(x) = sen x, 

x 

y as! sucesivamente. Las ecuaciones diferenciales donde la entrada g(x) es una funcion 
de este ultimo tipo se consideraran en la seccion 3.5. 

El conjunto de funciones constituido por constantes, polinomios, exponenciales e ax , 
senos y cosenos tiene la extraordinaria propiedad de que las derivadas de sus sumas y 
productos son de nuevo sumas y productos de constantes, polinomios, exponenciales e ax , 
senos y cosenos. Dado que la combinacion lineal de las derivadas a n y^ n) + a n _ \y p n ~ 15 
+ • • ■ + a x y' p + a 0 y p debe ser identica a g(x), parece razonable asumir que y p tiene la 
misma forma que g(x). 

Los siguientes dos ejemplos ilustran el metodo basico. 


Ejemplo 1 Solucion general mediante coeficientes indeterminados 

Resolver y" + Ay' - 2y = 2X 2 - 3x + 6. (2) 

Solucion Paso 1. Primero resolvemos la ecuacion homogenea asociada y" + 4 y' 
- 2y = 0. De la formula cuadratica encontramos que las ralces de la ecuacion auxiliar 
nr + 4m -2 = 0 son m l = -2 - V6 y m 2 = -2 + V6. Por lo tanto, la funcion comple- 
mentaria es 

_ Vc = Ci g-(2 + V6), + c ^ e (-2+Vfyc 

Paso 2. Ahora, como la funcion g(x) es un polinomio cuadratico, asumamos una solu¬ 
cion particular que tambien este en la forma de un polinomio cuadratico: 

y p = Ax 2 + Bx + C. 

Buscamos determinar coeficientes especfficos A, B y C para los cuales y p sea una solu¬ 
cion de (2). A1 sustituir y p y las derivadas y' p = 2 Ax + B y y" p = 2A en la ecuacion dife- 
rencial (2) obtenemos 

y" p + 4y' p - 2y p =2A + 8 Ax + 4B - 2Ax 2 - 2Bx - 2C 
= 2x 2 - 3x + 6. 

Como se supone que la ultima ecuacion es una identidad, los coeficientes de potencias 
iguales de x deben ser iguales: 


igual 



Es decir. 


-2A = 2, 8A - 2B = -3, 2A+4B-2C = 6. 


Si resolvemos este sistema de ecuaciones obtenemos los valores A = 
C = -9. Por lo tanto, una solucion particular es 

2 5 

y P = -x ~ 2 X ~ 9 - 


-!,£ = -§ y 
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Paso 3. La solucion general de la ecuacion dada es 

y = y c + y„ = c 1 e^ (2+v ® ) - 1 + c 2 ^~ 2+v ^ - x 2 


9. 


Ejemplo 2 Solucion particular mediante coeficientes indeterminados 

Encontrar una solucion particular de y" —y'+y = 2 sen 3x. 

Solucion Un primer supuesto natural para encontrar una solucion particular serra A sen 
3x. Pero como las sucesivas diferenciaciones de sen 3x producen sen 3x junto con cos 
3x, en lugar de ello nos vemos impulsados a asumir una solucion particular que incluya 
ambos terminos: 


y p = A cos 3 x + B sen 3x. 

A1 diferenciar y p y sustituir los resultados en la ecuacion diferencial se tiene, despues de 
reagrupar, 

y" p -y' p + y p = (-8A - 3 B) cos 3x + (3A - 8 B) sen 3x = 2 sen 3x 
o 


igual 



Del resultante sistema de ecuaciones, 

-8A -3B = 0, 3A-8B = 2, 

obtenemos A = ^ y B = — 23 . Una solucion particular de la ecuacion es 

6 16 
y P = — cos3x - — sen3x. 


Como ya mencionamos, la forma que asumimos para la solucion particular y p es una 
suposicion razonable; no es falsa. Esta suposicion debe considerar no solo el tipo de fun- 
ciones constitutivas de g(x) sino tambien, como veremos en el ejemplo 4, las funciones 
que componen la funcion complementaria y c . 



Como usar el teorema 
3.7 en la solucion del 
ejemplo 3. 


Ejemplo 3 Formacion de y p por superposicion 

Resolver y" - 2/ - 3y = 4x - 5 + 6xe 2x . (3) 

Solucion Paso 1. Primero, la solucion de la ecuacion homogenea asociada y" - 2y' - 3y 
= 0 se encuentra que es y c = c x e~ x + c 2 e ix . 

Paso 2. Despues, la presencia de 4x - 5 en g(x) sugiere que la solucion particular incluye 
un polinomio lineal. Ademas, dado que la derivada del producto xe lx genera 2xe lx y e 2x , 
tambien asumimos que la solucion particular incluye tanto xe lx como e 2x . En otras pala- 
bras, g es la suma de dos tipos basicos de funciones: 

g(x) = g i(x) + g 2 (x) = polinomial + exponenciales. 

Asimismo, el principio de superposicion para ecuaciones no homogeneas (teorema 3.7) 
sugiere que buscamos una solucion particular 


y P = y Pl +yp 2 , 

donde y p = Ax + B y y p = Cxe 2 * + Ee 2x . A1 sustituir 

y p = Ax + B + Cxe 2 * + Ee 2x 
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en la ecuacion (3) dada y reagrupar terminos parecidos se tiene 

>■; - 2y p - 3y p = -3 Ax -2A-3B- 3Cxe 2x + (2C- 3E)e 2x = 4x-5 + 6xe 2x . (4) 

A partir de esta identidad obtenemos las cuatro ecuaciones 

-3A = 4, -2A -3 B = -5, -3C =6, 2C-3E = 0. 

La ultima ecuacion incluida en este sistema resulta de la interpretation de que el coefi- 
ciente de e lx en el miembro izquierdo de (4) es cero. A1 resolver, encontramos A = -f, 
B = y, C = -2 y E = -f. En consecuencia, 

4 23 , 4 , 

y= —x + - 2xe~ x - -e 2jr . 

" p 3 9 3 

Paso 3. La solution general de la ecuacion es 

y = c x e~ x + c 2 e 3x - jx + y - ( 2x + ^j e ^- 

Con base en el principio de superposition (teorema 3.7), tambien podemos abordar el 
ejemplo 3 desde el punto de vista de resolver dos problemas mas simples. Usted debera 
verificar que sustituir 

y Pi = Ax + B en y" - 2y' - 3y = Ax - 5 

y y pi = Cxe * + Ee* en y" - 2y' -3 y = 6xe 2 ' 

produce, a su vez, y p = x + y y y p ^ = ~{2x + 1) e Zx . Una solution particular de (3) es 
entonces y p = y Pi + y pi . 

El siguiente ejemplo muestra que algunas veces el supuesto “evidente” para la forma 
de y p no es el correcto. 


Ejemplo 4 Una falla en el metodo 

Encontrar una solution particular de y" - 5y' + Ay = 8ti. 

Solution La diferenciacion de ^ no produce nuevas funciones. De este modo, si 
procedemos como lo hicimos en los ejemplos anteriores, podemos suponer de manera 
razonable una solution particular de la forma y p = Ae x . Pero sustituir esta expresion en 
la ecuacion diferencial produce la expresion contradictoria 0 = 8 A, y por lo tanto resulta 
evidente que formulamos los supuestos equivocados para y p . 

Aqui la dificultad salta a la vista cuando examinamos la funcion complementaria 
y c = C]<A + c 2 e tX . Observe que nuestro supuesto AA ya esta presente en y c . Esto significa 
que A es una solution de la ecuacion diferencial homogenea asociada, y cuando en la 
ecuacion diferencial se sustituye un multiplo constante AA necesariamente produce cero. 

Entonces, 6 cu;il serfa la forma de v ; ,? Inspirados en el caso II de la section 3.3, vea- 
mos si podemos encontrar una solution particular de la forma 

y p = Axe?. 

A1 sustituir y' p = AxA + AA y y" = AxA + 2AA en la ecuacion diferencial y simplificar 
se tiene 


y'p ~ 5y' P + 4y p = -3AA = 8A. 

A partir de esta ultima igualdad vemos que el valor de A esta determinado ahora por A = 
-1. En consecuencia, una solution particular de la ecuacion dada es y p = \ vA. □ 

La diferencia entre los procedimientos usados en los ejemplos 1 a 3 y en el ejemplo 4 su- 
giere que consideremos dos casos. El primer caso refleja la situation de los ejemplos 1 a 3. 

Caso I: En la solution particular asumida, ninguna funcion es una solution de la 
ecuacion diferencial homogenea asociada. 
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En la tabla 3.1 ilustramos algunos ejemplos especfficos de g(x) en (1) junto con la 
forma correspondiente de la solucion particular. Por supuesto, estamos dando por hecho 
que en la solucion particular asumida y p ninguna funcion es duplicada por una funcion en 
la funcion complementaria y c . 


Tabla 3.1 Soluciones particulares de prueba 



g(x) 

Forma dey,, 

1. 

1 (cualquier constante) 

A 

2. 

5x + 7 

Ax + B 

3. 

3x 2 - 2 

Ax 2 + Bx + C 

4. 

x 3 - x + 1 

Ax 3 + Bx 2 + Cx + E 

5. 

sen 4x 

A cos 4x + B sen 4x 

6. 

cos 4x 

A cos 4x + B sen 4x 

7. 

e 5x 

Ae 5x 

8. 

(9x - 2)e Sx 

(Ax + B)e 5x 

9. 

xV* 

(Ax 2 + Bx + C)e 5x 

10. 

e 3x sen 4x 

Ae 3x cos 4x + Be 3x sen 4x 

11. 

5X 2 sen 4x 

(Ax 2 + Bx + Cj cos 4x + (Ex 2 + Fx + G) sen 4x 

12. 

xe 3x cos 4x 

(Ax + B)e 3x cos 4x + (Cx + E)e 3x sen 4x 


Ejemplo 5 Formas de soluciones particulares: caso I 

Determinar la forma de una solucion particular de 

a) y" - 8 y' + 25y = 5x’e~ x - le~ x b) y" + 4 y = x cos x. 

Solucion a) Podemos escribir g(x ) = (5x 3 - l)e~ x . Si usamos la entrada 9 de la tabla 3.1 
como un modelo, asumimos una solucion particular de la forma 

y p = (Ax 3 + Bx 2 + Cx + E)e~ x . 

Observe que no existe duplicidad entre los terminos incluidos en y p y los terminos de la 
funcion complementaria y c = e Ax (c x cos 3x + c 2 sen 3x). 

b) La funcion g(x) = x cos x es similar a la entrada 11 de la tabla 3.1, salvo, por supuesto, 
que utilizamos un polinomio lineal en lugar de uno cuadratico y cos x y sen x en lugar de 
cos 4x y sen 4x en la forma de y p : 

y p = (Ax + B ) cos x + (Cx + E) sen x. 

Observe que otra vez no hay duplicidad de terminos entre y p yy c = c x cos 2x + c 2 sen 2x. 

□ 


Si g(x) consiste en una suma de, digamos, m terminos del tipo presentado en la tabla, 
entonces (como en el ejemplo 3) el supuesto de una solucion particular y p consta de la 
suma de las formas experimentales y , y pp ..., y correspondiente a estos terminos: 

y P = y Pl + Vp 2 + •■• + y Pm - 

La expresion anterior se puede escribir de otra forma. 

Regia de la forma para el caso I: La forma de y p es una combinacion lineal de 
todas las funciones independientes que se generan por diferenciaciones repetidas de 
g(x). 


130 


CAPITULO 3 Ecuaciones diferenciales de orden superior 





Ejemplo 6 Formacion de y p por superposicion: caso I 

Determinar la forma de una solucion particular de 

y" - 9y' + I4y = 3x 2 -5 sen 2x + 7xe 6x . 


Solucion 

En lo relativo a 3x 2 asumimos y„ = Ax 2 + Bx + C. 

En lo relativo a -5 sen 2x asumimos y [p = E cos 2x + F sen 2x. 

En lo relativo a lxe 6x asumimos y Pi = ( Gx + H)e 6x . 

El supuesto para la solucion particular es entonces 

y p = y Pi + y Pi + y P3 = Ax 2 + Bx + C + E cos 2x + F sen 2x + (Gx + H)e 6x . 

En este supuesto, ningun termino duplica un termino de y c = c , e 2x + c 2 e lx . 

Caso II: Una funcion presente en la solucion particular asumida tambien es una 
solucion de la ecuacion diferencial homogenea asociada. 

El siguiente ejemplo es similar al ejemplo 4. 


Ejemplo 7 Solucion particular: caso II 

Encontrar una solucion particular de y" -2y' + y = 

Solucion La funcion complementaria es y c = c t E + c 2 xe\ Como en el ejemplo 4, el 
supuesto y p = Ae x fallara dado que a partir de y c resulta evidente que e x es una solucion de 
la ecuacion homogenea asociada y" - 2y' + y = 0. Ademas, no podremos encontrar una 
solucion particular de la forma y p = Axe x pues el termino xE tambien esta duplicado en 
y c . Despues intentamos con 


y p = ArE. 

Al sustituir en las ecuaciones diferenciales dadas se tiene 2 AE = E y asi A = \. Por 
esto, una solucion particular es y p = \x L E. □ 


Suponga de nuevo que g(x) consta de m terminos del tipo dado en la tabla 3.1, y 
asuma tambien que el supuesto acostumbrado para una solucion particular es 

y P = y Pl + y P2 + ■■■ + y Pm > 

donde y p , i = 1,2 ,,m son las formas de solucion particular de prueba que correspon- 
den a esos terminos. Bajo las circunstancias descritas en el caso II, podemos redactar la 
siguiente regia general. 

Regia de multiplicacion para el caso II: Si cualquier y pi contiene terminos que 
duplican terminos en y c , entonces dicha y pi debe multiplicarse por xf\ donde n es el 
entero positivo mas pequeno posible que elimina tal duplicidacl. 


Ejemplo 8 Un problema de valor inicial 

Resolver el problema de valor inicial y" + y = 4x + 10 sen x, y(if) = 0, v'(tt) = 2. 

Solucion La solucion de la ecuacion homogenea asociada y" + y = 0 es y c = c x 
cos x + c 2 sen x. Dado que g(x) = 4x + 10 sen x es la suma de un polinomio lineal y una 


3.4 Coeficientes indeterminados 


131 





funcion seno, nuestro supuesto normal para y p , a partir de los valores 2 y 5 de la tabla 
3.1, serfa la suma de y p = Ax + By y Pi = C cos x + E sen x: 

y p = Ax + B + C cos x + E sen x. (5) 

Pero existe una evidente duplicidad de los terminos cos x y sen x en esta forma supuesta 
y dos terminos en la funcion complementaria. Esta duplicidad puede eliminarse al multi- 
plicar simplemente y pi por x. En lugar de (5), ahora usamos 

y p = Ax + B + Cx cos x + Ex sen x. 

Si diferenciamos esta expresion y sustituimos los resultados en la ecuacion diferencial 
se tiene 


y'p + y P = Ax + B -2C sen x + 2 E cos x = 4x + 10 sen x, (6) 

y, por lo tanto, A = 4, B = 0, —2 C = 10, 2E = 0. Las soluciones del sistema son inmediatas: 
A = 4, B = 0, C = -5 y E = 0. En consecuencia, a partir de (6) obtenemos y p = 4x- 5x 
cos x. La solucion general de la ecuacion dada es 

y = y c + y p = cq cos x + c 2 sen x + 4x - 5x cos x. 

Ahora aplicamos a la solucion general de la ecuacion las condiciones iniciales estableci- 
das. Primero, y(7r) = c t cos 7 t + c 2 sen 77 + 477-517 cos 77 = 0 produce tq = 9tt dado que 
cos 77 = -1 y sen 77 = 0. Luego, de la derivada 

y 1 = -977 sen x + c 2 cos x + 4 + 5x sen x - 5 cos x 

y 3 /( 77 ) = -9t 7 sen 77 + c 2 cos 77 + 4 + 577 sen 77-5 cos 77 = 2 

encontramos que c 2 = 7. La solucion al problema de valor inicial es entonces 

y = 977 cos x + 7 sen x + 4x-5x cos x. 


Ejemplo 9 Uso de La regLa de multipLicacion 

Resolver y" - 6/ +9y = 6x 2 + 2- I2e 3x . 

Solucion La funcion complementaria es y c = c 1 e 3i + c 2 xe 3x . Y por lo tanto, con base en 
los valores 3 y 7 de la tabla 3.1, el supuesto acostumbrado para encontrar una solucion 
particular serfa 

y p = Ax 2 + Bx + C + Ee ix . 

'-V-' 

y Pl yp. 

La inspeccion de estas funciones muestra que el termino de y pi esta duplicado en y c . 
Si multiplicamos y Pi por x, observamos que el termino xe 3x sigue siendo parte de y c . Pero 
al multiplicar y p _ t por x 2 eliminamos todas las duplicidades. Por lo tanto, la forma opera- 
tiva de una solucion particular es 

y p = Ax 2 + Bx + C + Ex 2 e 3x . 

Diferenciamos esta ultima forma, sustituimos en la ecuacion diferencial y agrupamos 
terminos semej antes para obtener 


f p - 6y' p + 9y p = 9Ax 2 + (-12A + 9 B)x + 2A-6B + 9C + 2Ee 3x = 6x 2 + 2 - Ue 3x . 


De esta identidad se deduce que A = §,fi=§,C=§ 
general y = y c + y p es 

, , 2 ? 8 

y = c,e + c 2 xe H—x 4 —x 
x 1 2 39 


y E = -6. Por lo tanto, la solucion 
+ j - 6x 2 e 3x . 
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Ejemplo 10 Ecuacion diferencial de tercer orden: caso I 

Resolver y'" + y" = e* cos x. 

Solucion A partir de la ecuacion caracterfstica m 3 + m 2 = 0 encontramos in t = m 2 = 0 y 
m 3 = -1. Por lo tanto, la funcion complementaria de la ecuacion es y c = c l + c 2 x + c 3 e~ x . Con 
g(x) = e'cos x, vemos en la entrada 10 de la tabla 3.1 que debemos asumir 

y p = Ae x cos x + Be* sen x. 

Como no hay funciones en y p que dupliquen funciones en la solucion complementaria, 
procedemos de la forma acostumbrada. De 

y"p + y'p = (-2A + 4 B)e* cos x + (-4A - 2 B)e* sen x = e* cos x 

obtenemos -2A + AB = 1, -4A - 2B = 0. Este sistema da A = ^ y B = j, de manera que una 
solucion particular es y p = — ^ e* cos x + 1 e x sen x. La solucion general de la ecuacion es 

1 1 

y = y c + y P = c \ + c 2 x + c 2 e x - — e* cos x + — e* sen x. 


Ejemplo 11 Ecuacion diferencial de cuarto orden: caso II 

Determinar la forma de una solucion particular para v <4) + y"' = 1 - x 2 e~ x . 

Solucion A1 comparar y c = C| + c 2 x + CyX 2 + cye~ x con nuestro supuesto normal para una 
solucion particular 


y P 


= A + Bx 2 e~ x + Cxe~ x + Ee~ x , 
^-v- 1 


vemos que las duplicidades entre y c y y p se eliminan cuando y se multiplica por x 3 y 
y Pi se multiplica por x. Por lo tanto, el supuesto correcto para una solucion particular es 

y p = Ajt 3 + Bx 3 e~ x + Cx 2 e~ x + Exe~ x . 


Comentarios 


i) En los problemas 27 a 36 de los ejercicios 3.4 se le pide resolver problemas 
de valor inicial y en los problemas 37 a 40 problemas de valor en la frontera. Tal 
como se indica en el ejemplo 8, asegurese de aplicar las condiciones iniciales o las 
condiciones de frontera a la solucion general y = y c + y p . Los estudiantes cometen 
muchas veces el error de aplicar estas condiciones solo a la funcion complementaria 
y c dado que es la parte de la solucion que contiene las constantes. 

ii) Con base en la regia de la forma para el caso I de la pagina 130 de esta seccion, 
usted puede ver por que el metodo de coeficientes indeterminados no es adecuado 
para las ecuaciones diferenciales lineales no homogeneas cuando la funcion de 
entrada g(x) es un poco diferente de los cuatro tipos basicos presentados en color 
en la pagina 127. Si P{x) es un polinomio, la continua diferenciacion de P(x)e ax 
sen fix generara un conjunto independiente que contiene solo un nurmero /7«(7o de 
funciones todas del mismo tipo, es decir, polinomios multiplicados por e ax sen fix 
o e ax cos fix. Por otro lado, las diferenciaciones repetidas de funciones de entrada 
como g(x) = In x o g(x) = tarf'x generan un conjunto independiente que contiene 
un numero infinito de funciones: 

1 -1 2 

derivadas de In x: —, —, , ,,..., 

x xr xr 


derivadas de tan l x: 


1 — 2x — 2 + 6x 2 

1 + x 2 ’ (1 + x 2 ) 2 ’ (1 + x 2 ) 3 ’ 
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EJERCICIOS 3.4 


Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-5. 


En los problemas 1 a 26, resuelva la ecuacion diferencial dada 
mediante coeficientes indeterminados. 


1. 

/' 

+ 3y' + 2y = 6 

2. 

4y 

" + 9y = 15 

3. 

f 

- 10y' + 25y = 30x + 3 

4. 

y” 

+ y' - 6y = 2x 

5. 

l 

4’ 

y" + y' + y = x 2 - 2x 

6. 

/ 

- 8y' + 20y = lOOx- 2 - 2bxe x 

7. 

f 

+ 3y = -48x 2 e 3x 

8. 

4y 

" - 4y' - 3y = cos 2x 

9. 

f 

— y' = -3 

10. 

y” 

+ 2y' = 2x + 5 - e~ 2x 

11. 

/ 

- y' + — y = 3 + e xl2 

4 ’ 

12. 

v" 

$ 

(N 

II 

& 

1 

13. 

f 

+ 4y = 3 sen 2x 

14. 

i' 

- 4y = (x 2 - 3) sen 2x 

15. 

y" 

+ y = 2x sen x 

16. 

y" 

- 5y' = 2x 3 - 4x 2 - x + 6 

17. 

y" 

- 2y' + 5y = e x cos 2x 

18. 

y" 

- 2y' + 2y = e^cos x - 3 sen 

19. 

f 

+ 2y' + y = sen x + 3 cos 2x 

20. 

y" 

+ 2y' - 24y = 16 - (x + 2)e 4r 

21. 

/' 

- 6y" = 3 - cos x 

22. 

y'" 

- 2y" - 4y' + 8y = 6xe 2x 

23. 

i" 

- 3y" + 3y' - y = x - 4e x 

24. 

V" 

- y" - 4y' + 4y = 5 - e x + e 2 * 

25. 

y (4) + 2y" + y = (x- l) 2 

26. 

y (4) -y" = 4x + 2xe~ x 


En los ejercicios 27 a 36, resuelva el problema de valor inicial 
dado. 



28. 2/ + 3/ - 2y = 14x 2 - 4 a - 11, 

y(0) = 0,/(0) = 0 


29. 5/ + y' = -6x, y(0) = 0, y'( 0) = -10 

30. y" + 4y' + 4y = (3 + x)e~ 2x , y(0) = 2, y'(0) = 5 

31. y" + 4y' + 5y = 35e^, y(0) = -3, y'(0) = 1 

32. y"-y = coshx, y(0) = 2,y'(0) = 12 


d 2 x 

33. —r + co 2 x = F 0 sen cot, x(0) = 0, x'(0) = 0 
d 2 x 

34. — y + co 2 x = F 0 cos yt, jc(0) = 0, at'(0) = 0 


, 1 5 

35. /" - 2 y" + y' = 2 - 24^ + 40e Sx , y(0) = -, y'(0) = 

9 

/( 0 ) = - 2 

36. y'" + 8v = 2x - 5 + 8e~ 2x , y(0) = -5, y'(0) = 3, 
/(0) = -4 


En los ejercicios 37 a 40, resuelva el problema de valores en la 
frontera dado. 

37. y" + v = jc 2 + 1, y( 0) = 5, y(l) = 0 

38. y" - 2y' + 2y = 2x - 2, y(0) = 0, y( 77 ) = tt 

39. y" +3y = 6x, y(0) = 0, y(l) + y'(l) = 0 

40. y" + 3y = 6x, y( 0) + y'(0) = 0, y(l) = 0 


En los ejercicios 41 y 42, resuelva el problema de valor ini¬ 
cial dado en el que la funcion de entrada g{x) es discontinua. 
[Sugerencia: Resuelva cada problema en dos intervalos y des¬ 
pues encuentre una solucion de manera que y y y' sean conti- 
nuas en x = it/2 (problema 41) y en x = tt (problema 42).] 

41. y" + 4v = g(x), y(0) = 1, y'( 0) = 2, donde 


sen x, 0 s x s 


g(x) = 


0, 


77 

X > — 

2 


42. y" - 2y' + lOy = g(x), y(0) = 0, y'(0) = 0, donde 

OSrSt 


g(*) = 


1 20 , 
lo, 


X > 77 


Problemas de analisis 

43. Considere la ecuacion diferencial ay" + by' + cy = e kx , 
donde a,b,cyk son constantes. La ecuacion auxiliar de 
la ecuacion homogenea asociada es 

am 2 + bm + c = 0. 

a) Si k no es una raiz de la ecuacion auxiliar, demues- 
tre que podemos encontrar una solucion particular 
de la forma y p = Ae kx , donde A = l/iak 2 + bk + c). 

b) Si k es una raiz de la ecuacion auxiliar de multiplici- 
dad uno, demuestre que podemos encontrar una so¬ 
lucion particular de la forma y p = Axe kx , donde A = 
1/(2 ak + b). Explique como sabemos que k =/= -b/(2a). 

c ) Si k es una raiz de la ecuacion auxiliar de multipli- 
cidad dos, demuestre que podemos encontrar una 
solucion particular de la forma y = Ax 2 e kx , donde A 
= l/(2ci). 

44. Analice como se puede usar el metodo de esta seccion 
para encontrar una solucion particular de y" + y = sen x 
cos 2x. Ponga en practica su idea. 
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45. Sin resolver, determine la correspondencia entre cada 
curva solucion de y" + y = fix) que se muestre en las 
figuras con una de las siguientes funciones: 

0 fix) = 1, n) fix) = e~\ 

Hi) f(x) = e‘, iv) /( x) = sen 2x, 

v) fix) = e* sen x, vi) fix) = sen x. 

Exponga brevemente su razonamiento. 
a) 


Figura 3.11 



b) 


Figura 3.12 



c) 



Figura 3.13 Curva solucion 

d) 


X 


Figura 3.14 Curva solucion 

Tareas para el laboratorio de computo 

En los problemas 46 y 47, encuentre una solucion particular de 
la ecuacion diferencial dada. Use un CAS como ayuda para lle- 
var a cabo las diferenciaciones, simplificaciones y el algebra. 

46. y" - Ay' + 8y = (2.x 2 - 3x)e 2ji cos 2x + 

(lOx 2 -x- lie 2 * sen 2x 

47. y (4) + 2 y" + y = 2 cos x - 3x sen x 



I 


3.5 Variacion de parametros 


H Introduccidn El metodo de variacion de parametros, usado en la seccion 2.3 para 
encontrar una solucion particular de una ecuacion diferencial lineal de primer orden, es 
aplicable tambien a ecuaciones de orden superior. La variacion de parametros tiene una 
ventaja clara sobre el metodo de la seccion previa en cuanto a que siempre produce una 
solucion particular de y p a condicion de que la ecuacion homogenea asociada se pueda 
resolver. Ademas, el metodo presentado en esta seccion, a diferencia de los coeficientes 
indeterminados, no esta limitado a casos donde la funcion de entrada es una combina- 
cion de los cuatro tipos de funciones enunciados en la pagina 127, ni se circunscribe a 
ecuaciones diferenciales con coeficientes constantes. 

I ALgunos supuestos Para adaptar el metodo de variacion de parametros a una ecua¬ 
cion diferencial lineal de segundo orden 

a 2 i x )y" + afx)y' + a 0 (x)y = g(x), (1) 

empezamos como lo hicimos en la seccion 3.2: escribimos (1) en la forma estandar 

>■" + P(x)y' + Q(x)y =/(x) (2) 

al dividir entre el coeficiente a 2 ix). La ecuacion (2) es el analogo de segundo orden de 
la ecuacion lineal de primer orden dy/dx + P(x)y = f{x). En (2), asumiremos que P(x), 
Q(x) y f{x) son continuos en algun intervalo comun I. Como ya vimos en la seccion 3.3, 
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no hay dificultad en obtener la funcion complementaria y c de (2) cuando los coeficientes 
son constantes. 

■ Metodo de variation de parametros Con base en la sustitucion y p = u x (x)y x {x) que 
usamos en la seccion 2.3 para encontrar una solucion particular y p de dyldx + P(x)y = 
f(x), para la ED lineal de segundo orden (2) buscamos una solucion de la forma 

y P = u x {x)y x {x) + u 2 (x)y 2 (x), (3) 

donde y x y y 2 constituyen un conjunto fundamental de soluciones en / de la forma homo- 
genea asociada a partir de (1). A1 utilizar la regia del producto para derivar y p dos veces, 
obtenemos 



Si usted no esta 
familiarizado con la 
regia de Cramer, vea la 
seccion 8.7. 


y' P = MiJi + y\u[ + u 2 y 2 + y 2 u 2 

y'p = u x y" + y[u[ + y x u" + u[y[ + u 2 y 2 + y' 2 u 2 + y 2 u" + u 2 y 2 . 

Si sustituimos (3) y las derivadas anteriores en (2) y agrupamos los terminos se produce 

cero cero 

y'p + P(x)y' p + Q(x)y p = U,[y" + Py[ + Qy x ] + u 2 [y 2 + Py 2 + Qy 2 \ 

+ y x u" + u[y[ + y 2 u 2 + u'yy’n + P[y x u[ + y 2 u 2 ] 

+ y[u[ + y 2 u 2 

= ~T~ [y\u[\ + [y 2 u 2 ] + P[y\u[ + y 2 u 2 ] + y[u[ + y 2 u 2 

ax ax 

= ~T~ [yiu'i + y 2 u 2 ] + P[y\u[ + y 2 u 2 ] +y[u[+ y' 2 u 2 = f(x). (4) 

dx 

Como buscamos determinar dos funciones desconocidas u ] y u 2 , la razon dicta que nece- 
sitamos dos ecuaciones. Obtenemos estas ecuaciones al formular el supuesto adicional 
de que las funciones tq y u 2 satisfacen a y x u\ + y 2 u 2 = 0. Este supuesto no aparece asi 
como asf: se debe a los primeros dos terminos de (4) dado que, si demandamos que y x u[ 
+ y 2 u 2 = 0, entonces (4) se reduce a y[u[ + y' 2 u 2 = f(x). Ahora tenemos nuestras dos 
ecuaciones deseadas, aunque sean dos ecuaciones para determinar las derivadas u[ y u 2 . 
Por la regia de Cramer, la solucion del sistema 


y x u[ + y 2 u 2 = 0 
y[u[ + y 2 u 2 = f{x) 

(5) 

( 6 ) 

Las funciones u x y u 2 se encuentran integrando los resultados en (5). El determinante 
W se reconoce como el wronskiano de rq y y 2 . Por independencia lineal de y x y y 2 en I, 
sabemos que W(y x (x), y 2 (x)) 0 para toda x en el intervalo. 

I Resumen del metodo Por lo general, no es buena idea memorizar las formulas 
sino entender el procedimiento. No obstante, el procedimiento anterior es demasiado 
largo y complicado de usar cada vez que deseamos resolver una ecuacion diferencial. 
En este caso, resulta mas eficiente aplicar simplemente las formulas de (5). Por lo tanto, 
para resolver a 2 y" + a x y' + a 0 y = g(x), primero encontramos la funcion complementaria 
y c = c iyi + c iy 2 y despues calculamos el wronskiano W(y x (x), y 2 (x)). Cuando dividimos 
entre a 2 , ponemos la ecuacion en la forma estandar y" + Py' + Qy =/(x) para determinar 
f(x). Encontramos u x y u 2 mediante la integracion de u[= W x tW y u 2 = W 2 /W, donde W x 
y W 2 estan definidos como en (6). Una solucion particular es y p = u x y x + u^. La solu¬ 
cion general de la ecuacion es entonces y = y c + y p . 


puede expresarse en terminos de los determinantes: 

, _ Wy _ yj{x) , _ _ yj(x) 


donde 




y 1 yi 
y{ y 2 


W 1 = 


0 y 2 

f(x) y 2 


w w 

w, = 


yi 0 

y! f(x) 
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Ejemplo 1 Solucion general por variacion de parametros 

Resolver y" - Ay' + Ay = (x + 1) e 2x . 


Solucion De la ecuacion auxiliar nr - Am + A = (m - 2) 1 = 0 tenemos y c = cqe 2 * + 
c 2 xe 2x . Con las igualdades y 1 = e 2x yy 2 = xe 2x , calculamos el wronskiano: 


W{e 


x ) = 


2e 2xe lx + e 


xe 

2x _2x 


= e 


Dado que la ecuacion diferencial dada ya esta en la forma (2) (es decir, el coeficiente de 
y" es 1), identificamos/(x) = (.r + l)e lx . De (6) obtenemos 


Wj = 


0 xe 21 

(x + l)e 2x 2xe- K + e 2jr 


= — (x + l)xe 4x , W 2 = 


0 


y, por lo tanto, de (5) 


{x + 1 )xe 4x 

«i =- t--= -xr ~ x, u 2 = 


2e Zx (x + l)e 2x 

(x + l)e 4x 
--= x + 1. 


= (x + l)e 4x , 


Se deduce que u x = -f jc 3 - \x 2 y u 2 = \ x 2 + x. En consecuencia. 


y P 


1 


—x 2 )e 2x + I —x 2 + x )xe 2x = —x i e 2x + —x 2 e' 


1 


y = y c + y p = c+ c^e 2 * + ^ x 3 e 2x + ^ x 2 e 2x . 


□ 


Ejemplo 2 Solucion general por variacion de parametros 

Resolver 4y" + 36y = esc 3x. 


Solucion Primero escribimos la ecuacion en su forma estandar (2) dividiendola entre 4: 

y" + 9y = — esc 3x. 


Dado que las raices de la ecuacion auxiliar m 2 + 9 = 0 son = 3 i y m 2 = -3 i, la fun- 
cion complementaria es y c = cos 3x + c 2 sen 3x. Mediante y x = cos 3x, y 2 = sen 3x y 
f(x) = \ esc 3x, obtenemos 


cos 3 jc, sen 3x 


cos 3x 
— 3 sen 3x 


sen3x 
3 cos 3x 


= 3 




0 

sen 3x 

1 

cos 3x 

0 



= —, Wo = 



|csc3x 

3 cos 3x 

A 2 

—3 sen 3x 

|csc3x 


1 cos3x 
4 sen 3x 


A1 integrar 


W, 

W 


1 , W 2 1 cos 3x 

12 ^ 2 If 12 sen3x 


se obtiene u x = -\ 2 x y u 2 = jg In I sen 3x I. Por lo tanto, una solucion particular es 


y P 


—x cos 3x + — (sen 3x) In Isen 3x1. 
12 36 


La solucion general de la ecuacion es 


1 1 

y = y r + y„ = c, cos 3x + c 2 sen 3x - — x cos 3x + — (sen 3x) In Isen 3x1. 
p 12 36 


(7) □ 
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La ecuacion (7) representa la solution general de la ecuacion diferencial en, digamos, 
el intervalo (0, 77/6). 

I Constantes de integration Cuando se calculan las integrates indefinidas de u[ y 
u 2 , no necesitamos introducir ninguna constante. Esto es debido a que 

y = y c + y P = cdi + c 2 y 2 + («i + a \)y\ + 0 2 + b x )y 2 

= (d + a x )y x + (c 2 + b { )y 2 + u l y 1 + u 2 y 2 


= C l y l + \y 2 + u i y l + u 2 y 2 . 


Ejemplo 3 Solution general por variation de parametros 

Resolver y" - y = 

x 


Solution La ecuacion auxiliar nr -1=0 produce m l = -1 y m 2 = 1. Por lo tanto, 
y c = c x e* + c 2 e~ x . Ahora W{e x , e~ x ) = -2 y 


, _ e-\\/x) 

U 1 -2 ’ Ml 2 . 

, e\\/x) 

U 2 = -, U 2 


2 ’ 


2J 


clt. 


— dt. 
t 


Dado que las integrates anteriores no son elementales, nos vemos obligados a escribir 


yp = 2 e j 


e~‘ 1 _ 

— dt - e 

t 2 


y, por lo tanto. 


y = y c + y P = ex*? + c 2 e x + -<?* 


— dt, 
t 


— dt - e x 

t 2 


dt. 


En el ejemplo 3 podemos integrar en cualquier intervalo x 0 < t < x que no contenga 
al origen. 


I Ecuaciones de orden superior El metodo que acabamos de examinar para las 
ecuaciones diferenciales no homogeneas de segundo orden se puede generalizar para 
las ecuaciones lineales de n-e'simo orden escritas en la forma estandar 

y (n) + P n _ ,(x)y (n -«+•■•+ PfcW + P 0 (x)y = f(x). (8) 

Si y c = c^! + C 2 y 2 + ■ ■ ■ + c„y n es la funcion complementaria para (8), entonces una so¬ 
lution particular es 


y p = Mi(*)yi(x) + u 2 {x)y 2 {x) + ■ • • + u n (x)y„(x), 

donde u' k ,k= 1,2estan determinadas por las n ecuaciones 


y\u[ + y 2 u 2 + • • • + y n u' n = 0 

y x u[ + y 2 u 2 + • • • + y' n u' n = 0 

: : (9) 

y[ n ~%[+ y<T~ X) u' 2 + ■ ■ ■ + yiT ~ l) u' n = fix). 


En este sistema las primeras n - 1 ecuaciones, como y x u[ + y 2 u 2 = 0 en (4), son supues- 

tos hechos para simplificar la ecuacion resultante despues de que y p = u 1 (x)y l (x ) h-+ 

u n (x)y„(x) se sustituye en (8). En este caso, la regia de Cramer da 

W k 

u' k = —, k = 1,2 

k W 
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donde W es el wronskiano de y h y 2 ,..., y n y W k es el determinante obtenido al reempla- 
zar la fc-esima columna del wronskiano por la columna constituida por el lado derecho de 
(9), es decir, la columna (0, 0,... Cuando n = 2 obtenemos (5). Cuando n = 3, la 
solucion particular es y p = u^y x + u-yy^ + uyy 3 , donde y 1 , y 2 y y 3 constituyen un conjunto 
linealmente independiente de soluciones de la ED homogenea asociada, y u 2 , u 3 se 
determinan a partir de 



, W 2 

, w 3 

~w’ 

Hi = — , 

w 

u 3 = —, 

3 w 


( 10 ) 



0 y 2 y 3 


Ji 0 v 3 


Vi y 2 o 


yi y 2 y 3 

= 

0 y' 2 y 3 ' 

, w 2 = 

yl o y 3 

. ^3 = 

yl yl o 

y W = 

yl y ' 2 yl 


f(x) y'i y" 


y" f(x) y" 


y" y" fix) 


yl' y 2 yl' 


Yea los problemas 25 y 26 en los ejercicios 3.5. 


Comentarios 


En los siguientes problemas no dude en simplificar la forma de y p . Segiin la forma 
en que se encuentren las antiderivadas u\ y u' 2 , quiza no obtenga la misma y p que 
la dada en la section de respuestas. Por ejemplo, en el problema 3 de los ejercicios 
3.5, tanto y p = ^sen x-\x cos x y y p = ^sen x - \x cos x son respuestas validas. En 
cualquier caso, la solucion general y = y c + y p se simplifica en v = c, cos x + c 2 sen 
x-\x cos x. ^Por que? 


EJERCICIOS 3.5 Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-5. 


En los problemas 1 a 18, resuelva cada ecuacion diferencial 
por variacion de parametros. 

1. 

y" + y = sec x 


2. 

y" + y = tan x 

3. 

y" + y = sen x 


A. 

y" + y = sec 6 tan 0 

5. 

y" + y = cos 2 x 


6. 

y" + y = sec 2 x 

7. 

y" - y = cosh x 


8. 

y" — y = senh 2x 

9. 

II 

I 

V, 


10. 

„ 9x 

y -vy = — x 

e 

11. 

y" + 3y' + 2y = 

1 



1 + e* 



12. 

f ~ 2 y' + y = 

e x 



1 + x 2 



13. 

y" + 3y' + 2y = 

: sen e' 

14. 

y" - 2y' + y = e‘ arctan t 

15. 

y" + 2 .v' +y = 

e~‘ In t 

16. 

2y" + 2y' + y = 4 Vx 

17. 

3y"-6y' + 6y = 

= e* sec x 



18. 

Ay" - Ay' + y = 


— x 2 


En los problemas 19 a 22, resuelva cada ecuacion diferencial 
por variacion de parametros sujetos a las condiciones iniciales 
y(0) = 1, y'(0) = 0. 

19. 4y"-y = xe xl2 

20. 2y" + y' -y = x + 1 

21. y" + 2y' - 8y = 2e 2x - e~ x 

22. y" - 4/ + 4y = (12jc 2 - 6x)e 2x 

En los problemas 23 y 24, las funciones indicadas son solu¬ 
ciones linealmente independientes de la ecuacion diferencial 
homogenea asociada en (0, oo). Encuentre la solucion general 
de la ecuacion no homogenea dada. 

23. x 2 y" + xy' + (x 2 - \ )y = x 3 ^ 2 ; y 3 = x~^ 2 cos x, 
y 2 = x^ 1 ^ 2 sen.r 

24. x 2 y" + xy' + y = sec(ln x); y x = cos(ln x), y 2 = sen(ln x) 

En los problemas 25 y 26, resuelva la ecuacion diferencial de 
tercer orden por variacion de parametros. 

25. /" + y' = tanx 

26. y'" + Ay' = sec 2x 
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Problemas de analisis 

En los problemas 27 y 28, analice como se pueden combinar 
los metodos de coeficientes indeterminados y variacion de pa- 
rametros para resolver la ecuacion diferencial dada. Desarrolle 
sus ideas. 

27. 3/ - 6y' + 30v = 15 sen jc + e* tan 3 jc 

28. y" - 2y' + y = 4;r - 3 + jtV 


29. En los problemas 1, 7, 9 y 18, ^cuales son los interva- 
los de definicion de las soluciones generales? Analice 
por que el intervalo de definicion de la solucion general 
dado en el problema 24 no es (0, oo). 

30. Encuentre la solucion general de x 4 y" + ; t 3 y' - 4x 2 y = 1 
dado que y, = x 2 es una solucion de la ecuacion homo¬ 
genea asociada. 


6 Ecuacion de Cauchy-Euler 


IS Introduction La relativa facilidad con que fuimos capaces de encontrar solucio¬ 
nes explicitas de ecuaciones diferenciales lineales de orden superior con coeficientes 
constantes en las secciones anteriores, en general no se puede aplicar a ecuaciones 
diferenciales lineales con coeficientes variables. En el capftulo 5 veremos que cuando 
una ecuacion diferencial lineal tiene coeficientes variables, generalmente lo mejor que 
podemos esperar es encontrar una solucion en forma de serie infinita. No obstante, el 
tipo de ecuacion diferencial considerada en esta seccion es una exception a esta regia; es 
una ecuacion con coeficientes variables cuya solucion general puede expresarse siempre 
en terminos de las potencias de x, senos, cosenos y funciones logarftmicas y exponencia- 
les. Ademas, su metodo de solucion es muy similar al que se usa en las ecuaciones con 
coeficientes constantes. 



El hecho de que el 
coeficiente principal 
sea cero en x = 0 
podria ocasionar un 
probLema. 


I Ecuacion de Cauchy-Euler Cualquier ecuacion diferencial lineal de la forma 

d n y d n ~ l y dy 

a„x" — + a,,-!*" ■ + apr — + a 0 y = g(x), 

dx dx dx 

donde los coeficientes a n , a n _i,..., a 0 son constantes, se conoce como ecuacion de 
Cauchy-Euler, ecuacion de Euler-Cauchy, ecuacion de Euler o ecuacion equidi- 
mensional. La caracterfstica observable de este tipo de ecuacion es que el grado k = n, 
n-l,..., 1, 0 de los coeficientes monomiales x k coincide con el orden k de diferencia- 
cion d k y/dx k : 

mismo mismo 

s[/ J, nL 

d"y , d y , 

VTi + a „-iX T7LT+'"- 

dx dx 

Como en la seccion 4.3, iniciamos nuestro analisis con un examen detallado de las for¬ 
mas de las soluciones generales de la ecuacion homogenea de segundo orden 

d 2 y dy 

ax —r + bx -(- cy = 0. 

dx dx 

La solucion de ecuaciones de orden superior se realiza de manera analoga. Tambien, pode¬ 
mos resolver la ecuacion no homogenea ax 2 y" + bxy' + cy = g(x) por variacion de parame- 
tros, una vez determinada la funcion complementaria y c (x). 

El coeficiente de d 2 y/dx 2 es cero en x = 0. Por lo tanto, con el fin de garantizar que los 
resultados fundamentales del teorema 3.1 sean aplicables a la ecuacion de Cauchy-Euler, 
limitamos nuestra atencion a encontrar la solucion general en el intervalo (0, oo). Las so¬ 
luciones en el intervalo (-oo, 0) se pueden obtener por sustitucion d e t = -x en la ecuacion 
diferencial. Vea los problemas 37 y 38 en los ejercicios 3.6. 

I Metodo de solution Intentamos una solucion de la forma y = x"\ donde se va a deter- 
minar m. Parecido a lo que sucedio cuando sustituimos e mx en una ecuacion lineal con coefi¬ 
cientes constantes, despues de sustituir x m cada termino de una ecuacion de Cauchy-Euler 
se convierte en un polinomio en m multiplicado por x m dado que 

, d k y 

a k x k —^ = a t x k m(m - l)(m - 2) • ■ ■ (m - k + l)x m k 
= a k m(m - 1 )(m - 2) ■ • ■ (m — k+ \ )x m . 
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Por ejemplo, al sustituir y = x"‘ la ecuacion de segundo orden se convierte en 


d 2 y dy 

curb —T + bx — + cy = am(m - l)x" ! + bmx" 1 + ex'" = (am(m - 1) + bm + c)xf n . 
dx dye 

Por lo tanto, y = x" 1 es una solucion de la ecuacion diferencial siempre que m sea una 
solucion de la ecuacion auxiliar 


am(m - 1) + bm + c = 0 o am 2 + (b - a)m + c = 0. (1) 

Existen tres diferentes casos a considerarse, dependiendo de si las rafees de esta ecua¬ 
cion cuadratica son reales y distintas, reales e iguales, o complejas. En el ultimo caso, las 
rafees aparecen como un par conjugado. 

Caso I: Raices reales distintas Digamos que m l y m 2 denotan las rafees reales 
de (1) en forma tal que m t i= m 2 . Entonces y l = X™' y y 2 = x™ 2 forman un 
conjunto fundamental de soluciones. Por lo tanto, la solucion general es 


y = c l x m i + c 2 x'" 2 . 


( 2 ) 


Ejemplo 1 Raices distintas 

, d 2 y dy 

Resolver x —y — 2x -4y = 0. 

dx" dx 


Solucion En lugar de solo memorizar la ecuacion (1), algunas veces se prefiere asumir 
como solucion a y = x"' con el fin de entender el origen y la diferencia entre esta nueva 
forma de ecuacion auxiliar y la obtenida en la seccion 3.3. Al diferenciar dos veces, 
dy , d 2 y , s 

dx dx 2 K ’ 

y sustituir de nuevo en la ecuacion diferencial 


. d 2 y dy . . , 

x 2 — 2.x “ — 4y = jc * m(m - l)x m " - 2x ■ mx” 4 - 4x"‘ 

dx 2 dx ' 


= x ln (m(m - 1) - 2m - 4) = x m (m 2 - 3m — 4) = 0 


si m 2 - 3m -4 = 0. Ahora (m + 1)(/« - 4) = 0 implica m 1 = -1, m 2 = 4 de manera que 

y = c x x~ x + c 2 x 4 . □ 


Caso II: Raices reales repetidas Si las rafees de (1) estan repetidas (es decir, 
n?! = m 2 ), entonces obtenemos solo una solucion, a saber, y = x m K 
Cuando las rafees de la ecuacion cuadratica am 2 + (b - a)m + c = 0 son 
iguales, el discriminante de los coeficientes es necesariamente cero. De 
la formula cuadratica se deriva que la rafz debe ser m, = -( b - a)/2a. 

Ahora podemos construir una segunda solucion y 2 mediante (5) de 
la seccion 3.2. Primero escribimos la ecuacion de Euler-Cauchy en la 
forma estandar 

d 2 y b dy c 

—H- 1 —I- yy = 0 

dx ax dx axr 

e igualamos P(x) = b/ax y J(b/ax) dx = (b/a) In x. Por lo tanto, 


y% = ^ 

= x"'i 

= x"" 1 

= X^l 


—(b/a )In a: 


v 2m 1 


dx 


x~ m ■ x- 2n " dx 


x -bla . x (b-a)la 


dx 

— = x m ' In x. 
x 


-(Wa)lni _ gin* ' = y-bfa 


-2m! = (b - a)/a 
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Entonces, la solution general es 


y = C| x m ' + c 2 x m ' In x. 


( 3 ) 


Ejemplo 2 Rai'ces repetidas 

, t/ 2 v dy 

Resolver 4 jc 2 —r + 8 a -h v = 0. 

tir cLy 

I Solucion La sustitucion v = a"' nos da 

, r/ 2 y cfy „ 

Ax? —t + 8a — + v = /(4m(m - 1) + 8/n + 1) = A m (4m 2 + 4/« + 1) = 0 
dx dx 

cuando 4m 2 + Am + 1 = 0 o (2m + l) 2 = 0. Dado que m, = la solution general es 

y = Cix^ 2 + c 2 x _1/,2 ln a. □ 

Para ecuaciones de orden superior, si m, es una rafz de multiplicidad k, entonces 
puede demostrarse que 

a"' 1 , a" 11 In a, a"' 1 (In a) 2 , ..., a'" 1 (In a)* “ 1 

son A: soluciones linealmente independientes. Asimismo, la solution general de la ecua- 
cion diferencial debe contener entonces una combination lineal de estas k soluciones. 

Caso III : Rai'ces complejas conjugadas Si las rafces de (1) son el par conjugado 
nti = a + ifi , m 2 = a - ifi, donde a y /3 > 0 son reales, entonces una 
solucion es y = C 1 a“ + ,,s + C 2 x a ~' 13 . Pero cuando las rafces de la ecua- 
cion auxiliar son complejas, como en el caso de ecuaciones con coefi- 
cientes constantes, deseamos escribir una solucion solo en terminos de 
funciones reales. Observemos la identidad 

jc 1 / 3 = ( e blx yl } = e il3lnx , 

la cual, por la formula de Euler, es lo mismo que 

a'0 = cos(j8 In a) + i sen(/3 In a). 

De manera similar, = cos(j8 In a) - i sen(/3 In a). 

A1 sumar y restar los dos ultimos resultados se tiene 

A ip + x ~ if> = 2 cos(j8 In a) y x if> - x~ ip = 2 i sen( /3 In a), 

respectivamente. Del hecho de que y = CjA“ + '^ + C 2 x a ~'^ es una solucion 
para cualquier valor de las constantes vemos, a su vez, para Cj = C 2 = 1 y 
Cj = 1, C 2 = -1 que 

y, = xf ‘( x ,fi + x~ if i) y y 2 = a“(a'^ - x ~ ip ) 

o y, = 2 a“ cos(j8 In a) y y 2 = 2ix a sen( /3 In a) 

son tambien soluciones. Dado que W(x a cos(j8 In a), a“ sen(j8 In a)) = 
j8a 2 “ " 1 + 0, [1 > 0, en cl intervalo (0, oo), concluimos que 

y! = a“ cos( j8 In a) y y 2 = a“ sen( j3 In a) 

constituyen un conjunto fundamental de soluciones reales de la ecua- 
cion diferencial. Por lo tanto, la solucion general es 

y = a“[c! cos(j 8 In a) + c 2 sen(/3 In a)]. (4) 


Ejemplo 3 Un problema de valor initial 

Resolver el problema de valor inicial 4A 2 y" + 17y = 0, v(l) = -1, y'(l) = - ^. 
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Solucion En la ecuacion de Cauchy-Euler dada, falta el termino v'; sin embargo, la 
sustitucion y = X™ produce 

4x 2 y" + lly = x J "(Am(m - 1) + 17) = x m (Anr - Am + 17) = 0 


cuando 4 /« 2 - Am + 17 = 0. De la formula cuadratica encontramos que las rafces son 
m, = \ + 2iym 2 = \- 2 i. Con las identificaciones a = ^ y /3 = 2, vemos a partir de (4) 
que la solucion general de la ecuacion diferencial es 

y = x 1 / 2 [cj cos (2 In x ) + c 2 sen (2 In x )]. 

Si se aplican las condiciones iniciales v( I) = —1, y'( I) = 0 a la solucion anterior y se usa 
In 1 = 0 entonces encontramos, a su vez, que c l = -1 y c 2 = 0. Por lo tanto, la solucion 
del problema de valor inicial es v = -v cos (2 In x). La grafica de esta funcion, obtenida 
con ayuda de un programa de computo, esta dada en la figura 3.15. La solucion particu¬ 
lar es oscilatoria y no acotada cuando x oo. 



Figura 3.15 Grafica de solucion 
del PVI tratado en el ejemplo 3 


El siguiente ejemplo ilustra la solucion de una ecuacion de Cauchy-Euler de tercer 
orden. 


Ejemplo 4 Ecuacion de tercer orden 

, d 3 y n d 2 y dy 
Resolver x 3 —t + 5x 2 —r + 7x — + 8 y = 0. 
dx 3 dx dx 

Solucion Las primeras tres derivadas de y = x J " son 

— = mx" 1 ~ 1 , — 1 y = m(m — l)x!"~ 2 , — y = m(m — 1 ){m — 2)x? n ~ 3 
dx dx 2 K ’ dx 3 V A ’ 

de manera que la ecuacion diferencial dada se convierte en 


d 3 y , d 2 y dy 
-3 + 5x 2 —+ lx —- + 8 _v 


dx 


dx 2 


dx 


x 3 m(m — 1 )(m — 2)xf" 3 + 5x 2 m(m — l)x”' 2 + Ixnvi" 1 + 8 x"' 


= x" l (m(m - 1 )(m -2) + 5 m(m - 1 ) + 1m + 8 ) 


= x"\m. 3 + 2 m 2 + Am + 8 ) = x™(m + 2 )(m 2 + 4) = 0. 

En este caso vemos que y = sera una solucion de la ecuacion diferencial para m , = 
-2, m 2 = 2 i y m 3 = -2 i. Por lo tanto, la solucion general es 


y = c t x 2 + c 2 cos (2 In x) + c 3 sen (2 In x). 


□ 


El metodo de coeficientes indeterminados como el descrito en la seccion 3.4 no es 
aplicable, en general, a ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes variables. En 
consecuencia, en el siguiente ejemplo se emplea el metodo de variation de parametros. 


Ejemplo 5 Variacion de parametros 

Resolver jry" - 3xy' + 3y = 2x A e x . 

Solucion Dado que la ecuacion es no homogenea, primero resolvemos la ecuacion 
homogenea asociada. A partir de la ecuacion auxiliar (m - I )(m - 3) = 0 encontramos 
y c = C|A' + c 2 x 3 . Ahora, antes de usar la variacion de parametros para encontrar una so¬ 
lucion particular y p = iqv, + u 2 y 2 , recuerde que las formulas u[ = Vfj/lV y u 2 = W 2 IW, 
donde W u W 2 y W son los determinantes definidos en la pagina 136, fueron derivadas 
bajo el supuesto de que la ecuacion diferencial habfa sido escrita en la forma estandar 
y" + P{x)y' + Q(x)y = fix). Por lo tanto, dividimos la ecuacion dada entre x 2 , y a partir de 

y" - \y' + Jy = 2xV 
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identificamos/(x) = 2xV r . Ahora, con y 1 = x, y 2 = x 3 y 


W = 


x 3 
3X 2 


= 2 x 3 , Wi = 


0 

2xV 


3x' 


= -2xV, W 2 = 


0 

2x 2 e x 


= 2x’e x 


2x 5 e x 2xV 

encontramos u! = - 5 - = —x 2 e* y u 2 = -= e x . 

1 2x 3 y 2 2x3 

La integral de la ultima funcion es inmediata, pero en el caso de u[ integramos por partes 
dos veces. Los resultados son u t = -x 2 e x + 2xe x - 2e 1 11 y u 2 = e x . Por lo tanto, 

y p = uyy x + uyy 2 = (~x 2 e x + 2xe x - 2e x )x + e x x i = 2x 1 e x - 2xe x . 

Por ultimo, tenemos y = y c + y p = c h x + c 2 x 3 + 2x~e x - 2xe K . 


Comentarios 


La similitud que se presenta entre las formas de las soluciones de ecuaciones de 
Cauchy-Euler y de ecuaciones lineales con coeficientes constantes no es solo una 
coincidencia. Por ejemplo, cuando las rafces de las ecuaciones auxiliares para ay" + 
by' + cy = 0 y ax 2 y" + bxy' + cy = 0 son distintas y reales, las soluciones generales 
respectivas son 

y = Cl e m ' x + c 2 eT* y y = c ,/" 1 + c 2 .P" 2 , x > 0. (5) 

En vista de la identidad e lnx = x, x > 0, la segunda solucion dada en (5) puede expre- 
sarse de igual forma que la primera solucion: 

y = Cl e" h ' nx + c 2 e" hlnx = c^ + c 2 e m *, 

donde t = In x. Este ultimo resultado ilustra otro hecho de la vida matematica: toda 
ecuacion de Cauchy-Euler siempre puede volver a escribirse como una ecuacion 
diferencial lineal con coeficientes constantes mediante la sustitucion x = e’. La 
idea es resolver la nueva ecuacion diferencial en terminos de la variable t, usando 
los metodos de las secciones anteriores, y una vez obtenida la solucion general se 
vuelve a sustituir t = In x. Dado que este procedimiento ofrece un buen ejercicio de 
repaso de la regia de la cadena de diferenciacion, se exhorta al estudiante a resolver 
los problemas 31 a 36 en los ejercicios 3.6. 


EJERCICIOS 3.6 Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-5. 


En los problemas 1 a 18, resuelva la ecuacion diferencial dada. 

2. 4x 2 / + y = 0 


1 . x 2 y" - 2y = 0 
3. xy" + y’ = 0 
5. x 2 y" + xy 1 + 4y = 0 
7. x 2 y" - 3xy' - 2y = 0 
9. 25x 2 / + 25xy' + y = 0 

1 1 . x 2 y" + 5xy' + 4y = 0 
13. 3x 2 y" + 6 xv' +y = 0 
15. xV 

17. 

18. x 4 v ,4) 


4. xy" - 3/ = 0 
6 . x 2 y" + 5xy' + 3y = 0 
8. x 2 /+ 3xy'- 4y = 0 
10. 4 x 2 y" + 4xy' — y = 0 
12 . x 2 y" + 8 xy' + 6 y = 0 
14. x 2 y" - Ixy' + 41 v = 0 
16. x’y'" + xy' —y = 0 


21 . x 2 y" - xy ’ + y = 2x 
23. x 2 y" + xy' - y = In x 


22 . x 2 y" - 2xy' + 2y = x 4 ^ 1 
24. x 2 y" + xy' - y = — 1 — 


En los problemas 25 a 30, resuelva el problema de valor inicial 
dado. Use una herramienta graficadora para trazar la curva 
solucion. 

25. x 2 y" + 3xy' = 0, y(l) = 0, y'(l) = 4 

26. x 2 y" - 5xy' + 8 y = 0, v(2) = 32, y'(2) = 0 

27. x-y" + xy' + y = 0, y(l) = 1, y'(l) = 2 

28. x 2 y" - 3xy' + 4y = 0, v(l) = 5, y'(l) = 3 

29. xy" + y' = x, y(l) = 1, y'(l) = 


6 y = 0 

xy (4) + 6 y"' = 0 

+ 6 x 3 y"' + 9x 2 y" + 3xy' + y = 0 


En los problemas 19 a 24, resuelva la ecuacion diferencial dada 
por variacion de parametros. 

19. xy" -4 y' = x 4 20 . 2 x 2 y" + 5xy' + v = x 2 - x 


30. x 2 y" - 5xy' + 8 y = 8 x 6 , y (y) = 0, y' (y) = 0 

En los problemas 31 a 36, use la sustitucion x = e' para trans- 
formar la ecuacion de Cauchy-Euler dada en una ecuacion di- 
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ferencial con coeficientes constantes. Resuelva la ecuacion 
original solucionando la ecuacion nueva mediante el procedi- 
miento de las secciones 3.3 a 3.5. 


31. 

x 2 y" 

+ 9xy' - 20y = 0 


32. 

X 2 /' 

- 9xy' + 25y = 0 


33. 

x 2 y" 

+ 10xy' + 8y = x 2 


34. 

x 2 y" 

- 4xy' + 6y = In x 2 


35. 

xV 

- 3xy' + 13y = 4 + 3x 


36. 

xV" 

- 3x 2 y" + 6xy' -6y = 3 + 

In x 3 

En los ejercicios 37 y 38, resuelva el 

problema de valor initial 

dado i 

en el 

intervalo (-oo, 0). 


37. 

4x 2 y 

" + y = o, y(-l) = 2, y'(- 

1) = 4 

38. 

x 2 y" 

- 4xy' + 6y = 0, y(-2) = 

8, y'(-2) = 0 


Problemas de analisis 

39. ^Como usarfa usted el metodo de esta seccion para re¬ 
solver 

(x + 2 ) 2 y" + (x + 2)y' + y = 0 ? 

Desarrolle sus ideas. Establezca un intervalo donde este 
definida la solucion. 

40. (jPuede encontrarse una ecuacion diferencial de Cauchy- 
Euler del orden mas bajo con coeficientes reales sabien- 
do que 2 y 1 - i son dos rafces de su ecuacion auxiliar? 
Desarrolle sus ideas. 


41. Las condiciones iniciales y(0) = y 0 , y'(0) = y u son apli- 
cables a cada una de las siguientes ecuaciones diferen- 
ciales: 

x 2 / = 0, 

x 2 y" - 2xy' + 2y = 0, 
x 2 y" - 4 xy’ + 6y = 0. 

I Para que valores de y 0 y y, cada problema de valor ini- 
cial tiene una solucion? 

42. ^Cuales son las intersecciones x de la curva solucion 
mostrada en la figura 3.15? ^Cuantas intersecciones de x 
hay en el intervalo 0 < x < \ ? 

Tareas para el laboratorio de computo 

En los problemas 43 a 46, resuelva mediante un CAS la ecua¬ 
cion diferencial dada para encontrar las rafces aproximadas de 
la ecuacion auxiliar. 


43. 

2 x 3 y"' 

’ - 10.98x 2 y" + 8.5xy' + 1.3y = 0 


44. 

xV" ■ 

f 4 ry" + 5xy' - 9y = 0 


45. 

xV 4) 

+ 6 x 3 y"' + 3x 2 y" - 3xy' + 4y = 0 


46. 

xV 4) 

- 6 x 3 y"' + 33x 2 y" - 105xy' + 169y = 

0 

47. 

Resuelva x 3 y"' - x 2 y" - 2xv' + 6 y = x 2 

por variacion 


de parametros. Use un CAS para ayudarse en el calculo de 
rafces de la ecuacion auxiliar y las determinantes dadas 
en la expresion (10) de la seccion 3.5. 


3.7 Ecuaciones no lineales 


H Introduction A continuation se analizan las dificultades que rodean a las ecuaciones 
diferenciales no lineales de orden superior y algunos metodos que producen soluciones 
analfticas. 

I Algunas diferencias Hay varias diferencias significativas entre las ecuaciones 
diferenciales lineales y las no lineales. En la seccion 3.1 vimos que las ecuaciones linea¬ 

les homogeneas de segundo orden o de orden superior tienen la propiedad de que una 
combination lineal de soluciones tambien es una solucion (teorema 3.2). Las ecuaciones 
no lineales no poseen esta capacidad de superposition. Por ejemplo, en el intervalo (-oo, 
oo), y, = e * 1 , y 2 = e~ x , y 3 = cos x y y 4 = sen x son cuatro soluciones linealmente inde- 
pendientes de la ecuacion diferencial no lineal de segundo orden (y") 2 - y 2 = 0. Pero 
combinaciones lineales como y = c^ + c 3 cos x, y = c 2 e~ x + c 4 sen x, y = Cjti + c 2 e~ x 
+ c 3 cos x + c 4 sen x no son soluciones de la ecuacion para constantes arbitrarias c ; dife- 
rentes de cero. Vea el problema 1 en los ejercicios 3.7. 

En el capftulo 2 encontramos que es posible resolver algunas ecuaciones diferenciales 
no lineales de primer orden al reconocerlas como ecuaciones separables, exactas, homoge¬ 
neas, o quiza ecuaciones de Bernoulli. Aunque las soluciones de estas ecuaciones asumfan 
la forma de una familia uniparametrica, esta familia, como regia, no representa la solucion 
general de la ecuacion diferencial. Por otra parte, al prestar atencion a ciertas condiciones 
de continuidad, obtenfamos soluciones generales de las ecuaciones lineales de primer 
orden. En otras palabras, las ecuaciones diferenciales no lineales de primer orden pueden 
poseer soluciones singulares mientras que las ecuaciones lineales no. Pero la principal 
diferencia entre las ecuaciones lineales y no lineales de segundo orden o de orden superior 
yace en el ambito de su solubilidad. Dada una ecuacion lineal, existe la posibilidad de en¬ 
contrar alguna forma de solucion observable, una solucion explfcita, o quiza una solucion 
en forma de serie infmita. Por otro lado, las ecuaciones diferenciales no lineales de orden 
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superior virtualmente desafian la solucion. Esto no significa que una ecuacion diferencial 
no lineal de orden superior no tenga solucion, sino que no hay metodos analfticos por 
medio de los cuales se puede encontrar una solucion expli'cita o implfcita. 

Aunque esto suena desalentador, siguen habiendo otros recursos; siempre podemos 
analizar una ED no lineal de manera cualitativa y numerica. 

Dejemos claro desde el comienzo que las ecuaciones diferenciales no lineales de 
orden superior son importantes —nos atreverfamos a decir que incluso mas importantes 
que las ecuaciones lineales—, pues conforme perfeccionamos el modelo matematico de, 
digamos, un sistema ffsico, tambien incrementamos la probabilidad de que este modelo 
de resolution superior no sea lineal. 

Empecemos por ilustrar un metodo analftico que en ocasiones nos permite encontrar 
soluciones explfcitas o implfcitas de tipos especiales de ecuaciones diferenciales no li¬ 
neales de segundo orden. 

I Reduction de orden Las ecuaciones diferenciales no lineales de segundo orden 
F(x, y ', y") = 0, donde falta la variable dependiente y, y F (y, y', y") = 0, donde falta la 
variable independiente x, algunas veces pueden resolverse empleando metodos de primer 
orden. Cada ecuacion se puede reducir a una ecuacion de primer orden mediante la sus¬ 
titucion u = y'. 

El siguiente ejemplo ilustra la tecnica de sustitucion para una ecuacion de la forma 
F ( x , y', y") = 0. Si u = y' , entonces la ecuacion diferencial se convierte en F (x, u, u') 
= 0. Si podemos resolver esta ultima ecuacion para u, podemos encontrar y por inte¬ 
gration. Como estamos resolviendo una ecuacion de segundo orden, advierta que su 
solucion contendra dos constantes arbitrarias. 


Ejemplo 1 Cuando falta la variable dependiente y 

Resolver y" = 2 x(y') 2 . 

Solucion Si establecemos u = y' entonces du/dx = y". Despues de sustituir, la ecuacion 
de segundo orden se reduce a una ecuacion de primer orden con variables separables; la 
variable independiente es x y la variable dependiente es u : 


du 


du 


— = 2xir o —y = 2 xdx 
dx u 


u ~du = 


2xdx 


-u 1 = x 2 + cj. 


La constante de integracion se escribe por comodidad como cf. La razon sera evidente 
en los siguientes pasos. Como if 1 = 1/y', se deduce que 


y, por lo tanto, y 


dy 

dx 


dx 


x 2 + cj 


1 


x 2 + cj 

1 X 

y = -~ tan — + c 2- 

Cl Cl 


□ 


Ahora mostramos como resolver una ecuacion de la forma F(y, y', y") = 0. Una vez 
mas, establezcamos u = y', pero dado que falta la variable independiente x, usemos esta 
sustitucion para transformar la ecuacion diferencial en una donde la variable indepen¬ 
diente sea y y la variable dependiente sea u. Con este fin, usemos la regia de la cadena 
para calcular la segunda derivada de y. 

n du du iy du 

dx dy lx dy 


En este caso, la ecuacion de primer orden que debemos resolver es Fly, u, u du/dy) = 0. 


Ejemplo 2 Cuando falta la variable independiente x 

Resolver yy" = (y') 2 - 
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Solucion Con ayuda de u = y', de la regia de la cadena mostrada arriba y de la separa¬ 
tion de variables, la ecuacion diferencial dada se convierte en 



du 

u 


dy_ 

y' 


Si integramos la ultima ecuacion entonces se produce In Ini = In lyl + c u lo cual, a su vez, da 
n = c 2 y, donde la constante ±e r ' se ha identificado nuevamente como c 2 . Ahora volve- 
mos a sustituir n = dy/dx, separamos otra vez las variables, integramos e identificamos 
de nuevo las constantes por segunda ocasion: 


' dy 

. y 


dx 


o In lyl = c 2 x + c 3 o y = c 4 e c A 


□ 


I Uso de la serie de Taylor En algunos casos, una solucion de un problema de valor 
inicial no lineal, donde las condiciones iniciales esten especificadas en x 0 , se puede 
aproximar mediante una serie de Taylor centrada en x 0 . 


Ejemplo 3 Serie de Taylor para la solucion de un PVI 

Asumamos que existe una solucion del problema de valor inicial 

y" = x + y - y 2 , y( 0 ) =- 1 , y'( 0 ) = 1 ( 1 ) 


Si ademas asumimos que la solucion y(x) del problema es analitica en 0, entonces y(x) 
posee un desarrollo de la serie de Taylor centrada en 0: 


, , _ , /(O) , y"(0) 2 

y(x) = y(0) H-— — x H-77 —-XT 


1 ! 


2 ! 


+ 


y"'(0) , , y (4) (0) 4 


3! 


-x + 


4! 


■x 4 + 


5! 


-x 5 + •••. ( 2 ) 


Observe que en la serie (2) se conocen los valores de los terminos primero y segundo 
puesto que son las condiciones iniciales especificadas v(0) = -1, y'(0) = 1. Ademas, la 
ecuacion diferencial define por si misma el valor de la segunda derivada en 0: y"(0) = 
0 + y(0) - y(0) 2 = 0 + (-1) - (—l ) 2 = -2. Podemos encontrar entonces expresiones para 
las derivadas de grado superior y (4) ,..., por calculo de las derivadas sucesivas de la 
ecuacion diferencial: 


y"'(x) = 4- (•* + y -y*) = 1 + y - 2 yy' 

ax 

y (A Kx) = -J- (1 + y' - 2yv') = y" - 2yy" - 2Cv') 2 
ax 

y i5> (x) = 4- Cv" - 2yy" - 2(y'f) = y'" - 2yy"' - 6y'y" 


(3) 

(4) 

(5) 


y asi sucesivamente. Ahora usamos y(0) = -1 y y'(0) = 1 para encontrar, con base en 
(3), que y"'(0) = 4. Con base en los valores de y(0) = -1 y'(0) = 1 y y"(0) = -2, encon- 
tramos que y ( 4 ) (0) = -8 de (4). Con la informacion adicional de que y"'(0) = 4, vemos a 
partir de (5) que y ( 5 > (0) = 24. Por lo tanto, a partir de (2), los primeros seis terminos de 
una serie solucion del problema de valor inicial ( 1 ) son 

y(x) = -1 + x - x 2 + |x 3 - ~x 4 + yx 5 + •••. 


■ Uso de un programs de solucion numerica Los metodos numericos, como el 
metodo de Euler o el de Runge-Kutta, se desarrollaron unicamente para ecuaciones di- 
ferenciales de primer orden y luego se extendieron a sistemas de ecuaciones de primer 
orden. Con el fin de analizar un problema de valor inicial de n-esimo orden en forma 
numerica, expresamos la ecuacion diferencial ordinaria de n-esimo orden como un siste- 
ma de n ecuaciones de primer orden. En pocas palabras, aquf mostramos que hacer para 
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solucionar un problema de valor inicial de segundo orden. Primero, resuelva para y", es 
decir, escriba la ED en la forma normal y" = fix, y, y') y despues asuma que y' = u. Por 
ejemplo, si sustituimos y' = u en 


*y 

dx 1 


=fix,y,y'). 


y(*o) = Jo. 


y'(x 0 ) = u 0 . 


( 6 ) 


entonces y" = u' y y'(x 0 ) = u(x 0 ), de manera que el problema de valor inicial (6) se con- 
vierte en 


Resolver: 



u 

f(x, y, u) 


Sujeto a: y(x Q ) = v 0 , 


u(x o) = u 0 . 


No obstante, debemos advertirle que un programa de solucion numerica comercial quizd 
no requiera* que usted provea el sistema. 



Figura 3.16 Comparacion de dos 
soluciones aproximadas 


Ejemplo 4 Analisis grafico del ejempLo 3 

Despues del procedimiento anterior, el problema de valor inicial de segundo orden del 
ejemplo 3 es equivalente a 


dy 

dx 


u 


du 

dx 


x + y — y 2 


y tiene condiciones iniciales y(0) = -1, u( 0) = 1. Con ayuda de un programa de solu¬ 
cion numerica obtenemos la curva solucion mostrada en color en la figura 3.16. Para 
fines comparativos, la curva en negro es la grafica del polinomio de Taylor de quinto 
grado r 5 ( x) = -1 + x - x 2 + |x 3 — yr 4 + |x 5 . Aunque no sabemos el intervalo de con¬ 
vergence de la serie de Taylor obtenida en el ejemplo 3, la cercania de las dos curvas en 
una vecindad del origen sugiere que la serie de potencias puede converger en el interva¬ 
lo (-1, 1). 


■ Preguntas cualitativas La grafica coloreada en la figura 3.16 plantea algunas 
preguntas de naturaleza cualitativa: 6 la solucion del problema de valor inicial original es 
oscilatoria cuando x —> oo? La grafica generada por un programa de solucion numerica 
en el intervalo mas largo mostrado en la figura 3.17 parecena sugerir que la respuesta es 
si. Pero este unico ejemplo, o incluso una variedad de ejemplos, no responde la pregunta 
basica de si todas las soluciones de la ecuacion diferencial y" = x + y - y 2 son de natura¬ 
leza oscilatoria. Ademas, ^que les pasa a las curvas solucion de la figura 3.17 cuando x 
se acerca a -1? 6 Cual es el comportamiento de las soluciones de la ecuacion diferencial 
cuando x —¥ -oo? ( ;,Las soluciones estan acotadas cuando x —» oo? Preguntas como estas, 
en general, no se pueden contestar facilmente para ecuaciones diferenciales no lineales 
de segundo orden. Pero ciertos tipos de ecuaciones de segundo orden se prestan para 
efectuar un analisis cualitativo sistematico y estas, al igual que sus parientes de primer 


*Algunos programas de solucion numerica solo requieren que una ecuacion diferencial de segundo orden 
se exprese en la forma normal y" = f(x, y, y'). La transformacion de la ecuacion unica en un sistema de dos 
ecuaciones se incorpora en el programa de computo, dado que la primera ecuacion del sistema siempre es 
y' = u y la segunda ecuacion es u' = f{x , y, u). 
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orden encontradas en la section 2 . 1 , son del tipo que no tiene una dependencia explfcita 
en la variable independiente. Las EDO de segundo orden de la forma 

F(y, y', y") = 0 o ^ =./( v. y'), y f\f\f ' ^ s ^ 

ecuaciones sin la variable independiente x, se denominan autonomas. La ecuacion dife- + L 1 ..i'o.' 

rencial del ejemplo 2 es autonoma y, debido a la presencia del termino x en su lado de- 

recho, la ecuacion del ejemplo 3 es no autonoma. Para un estudio minucioso del tema de Figura 3.17 Curva de la solucion 
la estabilidad de las ecuaciones diferenciales autonomas de segundo orden y de sistemas numerica del PVI (1) del ejemplo 3 
autonomos de ecuaciones diferenciales, se recomienda al lector remitirse al capftulo 11 . 


y 



aA/vw/w 


. 

10 


EJERCICIOS 3.7 Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-6. 


En los problemas 1 y 2, verifique si >’i y y 2 son soluciones de 
la ecuacion diferencial dada pero que y = c,y, + Cjjy no es, en 
general, una solucion. 

i ■ (y") 2 = y 2 ; yi = e*, y 2 = cos x 
2 . yy" = ^ (y') 2 ; yi = l,y 2 = x 2 


17. En calculo, la curvatura de una curva definida por una 
funcion y = f(x) se expresa como 

y" 

K [1 + (/) 2 ] 3/2 ' 

Encuentre y = /(x) para la cual k = 1. [Sugerencia: Por 
simplicidad, ignore las constantes de integration.] 


En los problemas 3 a 8 , resuelva la ecuacion diferencial dada 


usando la sustitucion u = y\ 


3. y" + (y ') 2 +1=0 

4. y" = 1 + (y ') 2 

5. x 2 y" + (y ') 2 = 0 

6. (y+l)y" = (y ') 2 

7. y" + 2y(y ') 3 = 0 

CO 

II 

9. Considere el problema de valor initial 


y" + yy' = 0 , y( 0 ) = 1 , y'( 0 ) = - 1 . 


a) Use la ED y un programa de solucion numerica 
para graficar la curva solucion. 

b) Encuentre una solucion explfcita del PVI. Use una 
herramienta graficadora para trazar esta solucion. 


10 . 


c) Encuentre un intervalo de definition para la solu¬ 
cion determinada en la parte b). 

Encuentre dos soluciones del problema de valor initial 


(y") 2 + (y') 2 = i, 



V3 

2 


Use un programa de solucion numerica para graficar las 
curvas solucion. 


En los problemas 11 y 12, muestre que la sustitucion u = y' 
lleva a una ecuacion de Bernoulli. Resuelva esta ecuacion (vea 
la section 2.5). 


Problemas de analisis 

18. En el problema 1 vimos que cos xy e x eran soluciones 

de la ecuacion no lineal (y") 2 - y 2 = 0. Compruebe que 
sen x y e~ x son tambien soluciones. Sin intentar resolver 
la ecuacion diferencial, analice como se pueden encon- 
trar estas soluciones explfcitas con base en el conoci- 
miento de las ecuaciones lineales. Sin intentar verificar 
analice por que las combinaciones lineales y = c x e x + 
c 2 e~ x + c 3 cos x + c 4 sen x y y = c 2 e~ x + c 4 sen x no son, en 
general, soluciones, pero las dos combinaciones lineales 
especiales y = + c 2 e~ x yy = c 3 cos x + c 4 sen x deben 

satisfacer la ecuacion diferencial. 

19. Analice la forma en que el metodo de reduction de orden 
considerado en esta section puede aplicarse a la ecuacion 
diferencial de tercer orden y'" = \/1 + (y") 2 . Desarrolle 
sus ideas y resuelva la ecuacion. 

20. Analice como encontrar una familia biparametrica de 
soluciones que sea altemativa para la ecuacion diferen¬ 
cial no lineal y" = 2x(y ') 2 del ejemplo 1. [Sugerencia: 
Suponga que — cf se usa como la constante de integra¬ 
tion en lugar de +c 2 .] 


11 . xy" = y' + (y ') 3 12 . xy" = y' + x(y ') 2 

En los problemas 13 a 16, proceda como en el ejemplo 3 y 
obtenga los primeros seis terminos diferentes de cero de una 
solucion de la serie de Taylor, centrada en 0, para el problema 
de valor initial dado. Use un programa de solucion numerica 
y una herramienta graficadora para comparar la curva solucion 
con la grafica del polinomio de Taylor. 

13. y" = x + y 2 , y(0) = l,y'(0) = 1 

14. y" + y 2 = 1, y(0) = 2, y'(0) = 3 

15. y" = x 2 + y 2 - 2 y', y( 0 ) = 1 , y'( 0 ) = 1 

16. y" = e v , y( 0 ) = 0 ,y'( 0 ) = -1 


Modelos matematicos 

21. Movimiento en un campo de fuerza Un modelo ma- 
tematico para la position x(t) de un cuerpo que se des- 
plaza de manera rectilfnea sobre el eje x dentro de un 
campo de fuerza de cuadrado inverso esta dado por 

d 2 x _ k 2 
dt 2 x 2 

Suponga que en t = 0 el cuerpo parte desde el reposo de 
la position x = x 0 , x 0 > 0. Muestre que la velocidad del 
cuerpo en el tiempo t esta dada por v 2 = 2 /r(l/x - l/x 0 ). 
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Use la ultima expresion y un CAS para desarrollar la 
integration y expresar el tiempo t en funcion de x. 

22. Un modelo matematico para la position x(t) de un obje- 
to en movimiento es 



sen x = 0. 


x(0) = 0, x'(0) = x x , x x > 0. Analice el movimiento del 
objeto para t > 0 y para varias elecciones de x t . Estudie 
la ecuacion 


d 2 x dx 

—T d- 

dt dt 


senx = 0 


Use un programa de solution numerica para investigar de igual manera. Formule una interpretation ffsica posi- 

de manera grafica las soluciones de la ecuacion sujeta a ble del termino dxld 


Modelos lineales: problemas 
de valor inicial 



Figura 3.18 Sistema resorte-masa 





Figura 3.19 La direccion positiva 
esta por debajo de la position de 
equilibrio 


■ Introduction En esta section consideraremos diversos sistemas lineales dinamicos 
en los cuales cada modelo matematico es una ecuacion diferencial lineal de segundo orden 
con coeficientes constantes junto con condiciones iniciales especificadas en el tiempo t 0 : 

d 2 y dy 

a 2 + a i Yt + a ° y = 8 y ( f °) = y °’ y ’^ = yi ‘ 

Recuerde que g es la funcion de entrada, impulsora o forzadora, del sistema. La salida 
o respuesta del sistema es una funcion y(t) definida en un intervalo I que contiene t 0 y 
satisface tanto la ecuacion diferencial como las condiciones iniciales en el intervalo I. 


3.8.1 


Sistemas resorte-masa: movimiento libre 
no amortiguado 


H Ley de Hooke Suponga que un resorte flexible esta suspendido verticalmente de un 
soporte rfgido y despues una masa m se sujeta a su extremo libre. La cantidad de estira- 
miento o elongation del resorte dependera, por supuesto, de la masa; las masas con dife- 
rentes pesos estiran el resorte en diferentes cantidades. De acuerdo con la ley de Hooke, 
el propio resorte ejerce una fuerza de recuperation F que es contraria a la direccion de la 
elongation y proportional a la cantidad de elongation s. Expresado de manera sencilla, 
F = ks, donde k es una constante de proporcionalidad llamada constante del resorte. El 
resorte esta caracterizado esencialmente por el numero k. Por ejemplo, si una masa que 
pesa 10 libras estira un resorte \ pie, entonces 10 = k(^) implica k = 20 lb/ft. Entonces, 
necesariamente, una masa que pesa, digamos, 8 libras, estira el mismo resorte solo \ pie. 


I Segunda ley de Newton Despues de que una masa m se anexa a un resorte, estira 
el resorte por una cantidad s y alcanza una position de equilibrio en la cual su peso W 
se balancea por la fuerza de recuperation ks. Recuerde que el peso esta definido por 
W = mg, donde la masa se mide en slugs, kilogramos o gramos y g = 32 ft/s 2 , 9.8 m/s 2 
o 980 cm/s 2 , respectivamente. Como indica la figura 3.18/>), la condition de equilibrio 
es mg = ks o mg - ks = 0. Si la masa se desplaza por una cantidad x desde su position 
de equilibrio, la fuerza de recuperation del resorte es entonces k(x + s). Si se supone que 
no hay fuerzas de retardo que actuen sobre el sistema y que la masa vibra libre de otras 
fuerzas externas —movimiento libre— podemos igualar la segunda ley de Newton con 
la fuerza neta, o resultante, de la fuerza restauradora y el peso: 


m 


d 2 x 

‘ It 2 


-k(s + x) + mg = -kx + mg - ks = -kx. 


( 1 ) 


En (1), el signo negativo indica que la fuerza restauradora del resorte actua en direccion 
opuesta al movimiento. Ademas, podemos adoptar la convention de que los desplazamien- 
tos medidos por debajo de la position de equilibrio son positivos. Yea la figura 3.19. 
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■ Ecuacion diferencial de movimiento libre no amortiguado A1 dividir (1) entre 
la masa m obtenemos la ecuacion diferencial de segundo orden Sxldi 1 + ( k/m)x = 0 o 

d 2 x , 

-JT + o> 2 x = 0, (2) 

dr 

donde or = ldm. Se dice que la ecuacion (2) describe el movimiento armonico simple 
o movimiento libre no amortiguado. Dos condiciones iniciales evidentes asociadas con 
( 2 ) son x( 0 ) = x 0 , la cantidad de desplazamiento inicial, y jc'( 0 ) = x h la velocidad inicial 
de la masa. Por ejemplo, si x 0 > 0, x, < 0, la masa comienza desde un punto situado por 
debajo de la posicion de equilibrio con una velocidad impartida en forma ascendente. 
Cuando x { = 0 se afirma que la masa se libera del reposo. Por ejemplo, si x 0 < 0, x x = 0, 
la masa es liberada del reposo desde un punto |x 0 | unidades localizado por encima de la 
posicion de equilibrio. 

■ Solution y ecuacion de movimiento Para resolver la ecuacion (2), observemos 
que las soluciones de la ecuacion auxiliar m 2 + w 2 = 0 son los numeros complejos m 1 = 
a>i, m 2 = -on. Por lo tanto, a partir de la expresion ( 8 ) de la section 3.3 encontramos que 
la solution general de ( 2 ) es 

x{t) = ci cos cot + c 2 sen o)t. (3) 

El periodo de vibraciones libres descrito por (3) es T = 2tt/co, y la frecuencia es 
/ = 1 IT = u>I2tt. Por ejemplo, para x(t) = 2 cos 3f - 4 sen 3 1 el periodo es 2tt/3 y la fre¬ 
cuencia es 3/2 tt. El numero anterior significa que la grafica de x(t) se repite cada 277/3 
unidades; este ultimo numero significa que hay 3 ciclos de la grafica cada 2 tt unidades o, 
de manera equivalente, que la masa experimenta 3/27r vibraciones completas por unidad de 
tiempo. Ademas, se puede mostrar que el periodo 2 tt/oj es el intervalo de tiempo entre 
dos maximos sucesivos de x(t). Tenga en mente que un maximo de x(t) representa un 
desplazamiento positivo que corresponde al logro de la masa desde una distancia maxi¬ 
ma calculada por debajo de la posicion de equilibrio, mientras un rrunimo de x(t) es un 
desplazamiento negativo que corresponde al logro de la masa desde una altura maxima 
situada por encima de la posicion de equilibrio. Nos referimos a cualquiera de estos 
casos como un desplazamiento extremo de la masa. Por ultimo, cuando las condiciones 
iniciales se usan para determinar las constantes c t y c 2 en (3), decimos que la solution 
particular resultante o respuesta es la ecuacion de movimiento. 


Ejemplo 1 Movimiento Libre no amortiguado 

Una masa que pesa 2 libras estira un resorte 6 pulgadas. En t = 0 la masa se libera de 
un punto situado 8 pulgadas por debajo de la posicion de equilibrio con una velocidad 
ascendente de § pies/s. Determinar la ecuacion de movimiento libre. 


Solution Debido a que estamos usando el sistema de unidades para ingenierfa, las me- 
diciones dadas en terminos de pulgadas se deben convertir a pies: 6 in. = \ ft; 8 in. = f 
ft. Ademas, debemos convertir las unidades de peso dadas en libras en unidades de masa. 
De m = W/g tenemos m = 3 2 2 = } 6 slug. Tambien, con base en la ley de Hooke, 2 = k(j) 
implica que la constante del resorte es k = 4 lb/ft. Por lo tanto, (1) da 


1 d 2 x 
16 dt 2 


= —4x o 


d 2 x 

—y + 64x = 0. 
dt 2 


El desplazamiento inicial y la velocidad inicial son jc(0) = §, jc'(0) = -f, donde el signo 
negativo presente en la ultima condition es consecuencia de que la masa esta dada con 
velocidad inicial en direction negativa, o ascendente. 

Ahora, o> 2 = 64 o a> = 8, de manera que la solution general de la ecuacion diferencial es 


x(t) = Ci cos 8 1 + c 2 sen 8 1 . 


(4) 


Al aplicar las condiciones iniciales a x{t) y x'it) se tiene q = § y c 2 = . De esta forma, 

la ecuacion del movimiento es 


*(0 


— cos8t-sen8f. 

3 6 


(5) □ 


3.8 ModeLos lineaLes: probLemas de vaLor initial 


151 




Figura 3.20 Relacion entre 
c x > 0, c 2 > 0 y el angulo de fase 4 


I Forma altemativa de x(t) Cuando c, A 0 y c 2 A 0, la amplitud real A de las vi- 
braciones libres no es evidente por simple inspection de la ecuacion (3). Por ejemplo, 
aunque la masa del ejemplo 1 en un principio se desplazo § de pie mas alia de la posicion 
de equilibrio, la amplitud de las vibraciones es un numero mayor a f. Por lo tanto, rnu- 
chas veces es conveniente convertir una solution de la forma (3) a la mas simple 


x ( t ) = A sen(cnf + 4 >), 

donde y 4> es un angulo de fase definido por 


sen < f> 
cos 4 > 



<h 

c 2 ' 


( 6 ) 


(7) 


Para verificar esto ampliamos ( 6 ) mediante la formula de adicion para la funcion seno: 

A sen ait cos 4> + A cos ait sen </> = (A sen 4>) cos ait + (A cos cf>) sen ait. ( 8 ) 


De la figura 3.20 se deduce que si <j> esta defmida por 


sen 4> 


c 1 

Vcf + c\ 


—, COS 4> 
A ^ 


c 2 

Vc 2 + c\ 


Ci 

A’ 


entonces ( 8 ) se convierte en 


C 1 C 2 

A— cos ait + A — 
A A 


sen ait = c x cos ait + c 2 sen ait = x(t). 


I 


Calcule de manera 
cuidadosa el angulo de 
fase 4- 


Ejemplo 2 Forma altemativa de solucion (5) 

En vista del analisis anterior, podemos escribir la solucion (5), x(t) = § cos 8/ -1 sen 
8 1 , en la forma altemativa x(t) = A sen(8r + <!>)■ El calculo de la amplitud es sencillo, 
A = V(2/3) 2 + (—1/6) 2 = V17/36 * 0.69 ft, pero se debe tener cuidado al calcu- 
lar el angulo de fase 4> definido por (7). Con c, = 2 y c 2 = -f, encontramos tan 4> = -4, 
y con una calculadora obtenemos tarf'(-4) = -1.326 rad. Este no es el angulo de fase: 
tan -1 (-4) esta ubicado en el cuarto cuadrante y, por lo tanto, contradice el hecho de que 
sen 4>> 0 y cos <b < 0 porque c, > 0 y c 2 < 0. En consecuencia, debemos asumir que 4> es 
el angulo del segundo cuadrante </> = 7r + (-1.326) = 1.816 rad. Entonces tenemos 


Vn 

x(t) =-sen( 8 r + 1.816). 


(9) 


El periodo de esta funcion es T = 2tt/ 8 = tr/4. 


La figura 3.21a) ilustra la masa del ejemplo 2 que cumple aproximadamente dos 
ciclos completos de movimiento. De izquierda a derecha, las primeras cinco posiciones 
marcadas con puntos negros corresponden a: la posicion inicial de la masa por debajo de 
la posicion de equilibrio (x = f), la masa que cruza el punto de equilibrio por primera 
vez dirigiendose hacia arriba (x = 0 ), la masa en su desplazamiento extremo por encima 
del punto de equilibrio (x = -VT7/6), la masa en la posicion de equilibrio en la segun- 
da vez que se dirige hacia abajo (x = 0 ), y la masa en su desplazamiento extremo por de¬ 
bajo de la posicion de equilibrio (x = VT7/6). Los puntos senalados en la grafica de (9) 
dada en la figura 3.21 b) tambien concuerdan con las cinco posiciones que se acaban de 
senalar. No obstante, observe que en la figura 3.21/)) la direction positiva en el piano tx 
es la direction acostumbrada hacia arriba y, por lo tanto, es opuesta a la direction positi¬ 
va indicada en la figura 3.21a). De este modo, la grafica solida coloreada que representa 
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b) 

el movimiento de la masa en la figura 3.21 b) es el reflejo especular a traves del eje t de la 
curva mostrada en linea negra discontinua en la figura 3.21 a). 

La forma ( 6 ) resulta muy util, dado que es facil encontrar valores de tiempo para los 
cuales la grafica de x{t) atraviese el eje t positivo (la linea x = 0). Observe que sen(wr + d>) 
= 0 cuando cot + <[> = mr. donde n es un entero positivo. 

■ Sistemas con constantes de resorte variables En el modelo que se analizo lineas 
arriba asumimos un caso ideal, una situacion donde las caracteristicas fisicas del resorte 
no cambian con el tiempo. No obstante, en el mundo real parece razonable esperar que 
si un sistema resorte-masa esta en movimiento por un largo periodo, el resorte se debi- 
lite; en otras palabras, la “constante del resorte” variaria o, de manera mas especifica, 
disminuiria con el paso del tiempo. En un modelo para la degradation de rigidez, 
la constante del resorte k presentada en ( 1 ) se reemplaza por la funcion menguante 
K(t) = ke~ at , k > 0, a > 0. La ecuacion diferencial lineal mx" + ke~°"x = 0 no puede re- 
solverse mediante los metodos considerados en este capitulo. Sin embargo, podemos 
obtener dos soluciones linealmente independientes al aplicar los metodos del capitulo 5. 
Vea el problema 15 en los ejercicios 3.8, el ejemplo 3 en la seccion 5.3, y los problemas 
25 y 26 de los ejercicios 5.3. 

Cuando un sistema resorte-masa esta sujeto a un entomo donde la temperatura disminu- 
ye rapidamente, tendria sentido reemplazar la constante k con K(t) = kt, k > 0. una funcion 
que aumenta con el tiempo. El modelo resultante, mx" + ktx = 0, es una forma de la ecua¬ 
cion diferencial de Airy. Al igual que la ecuacion para la degradation de rigidez, la ecua¬ 
cion de Airy puede resolverse con los metodos del capitulo 5. Vea el problema 16 en los 
ejercicios 3.8, el ejemplo 2 en la seccion 5.1, y los problemas 27 a 29 de los ejercicios 5.3. 


3.8.2 


Sistemas resorte-masa: movimiento libre 
amortiguado 


El concepto de movimiento armonico libre es un tanto irreal, dado que el movimiento 
descrito por la ecuacion (1) asume que no hay fuerzas de retardo que actuen sobre la 
masa puesta en movimiento. A menos que la masa este suspendida en un vacio perfecto, 
habra al menos una fuerza resistente debida al medio circundante. Como lo muestra la 
figura 3.22, la masa podria estar suspendida en un medio viscoso o estar conectada a un 
dispositivo amortiguador de aceleracion. 


Figura 3.21 Movimiento armonico 
simple 





b ) 

Figura 3.22 Dispositivos 
amortiguadores 
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Figura 3.23 Movimiento de un 
sistema sobreamortiguado 



Figura 3.24 Movimiento de un 
sistema criticamente amortiguado 


no amortiguado 



Figura 3.15 Movimiento de un 
sistema subamortiguado 


■ Ecuacion diferencial de movimiento libre amortiguado En el estudio de la 
mecanica, las fuerzas amortiguadoras que actuan sobre un cuerpo se consideran propor- 
cionales a la potencia de la velocidad instantanea. En particular, a lo largo del siguiente 
analisis asumiremos que esta fuerza esta determinada por un multiplo constante de dx/dt. 
Cuando no se aplican otras fuerzas externas al sistema, de la segunda ley de Newton se 
deduce que 


d 2 x 


m —7 = — kx — B —, 
dt 2 


dx 
dt ’ 


( 10 ) 


donde B es una constante de amortiguamiento positiva y el signo negativo es consecuen- 
cia de que la fuerza de amortiguamiento actua en direction opuesta al movimiento. 

Si se divide (10) entre la masa m, encontramos que la ecuacion diferencial del movi¬ 
miento libre amortiguado es d 2 xldr + ( B/ni)dx/dt + ( k/m)x = 0 o 


d 2 x 


dx 


donde 


+ 2A + o) 2 x — 0, 
dt dt 

B , k 
2A = —, w 2 = —. 
m m 


( 11 ) 


( 12 ) 


El si'mbolo 2A se usa unicamente por conveniencia algebraica, dado que la ecuacion 
auxiliar es m 2 + 2 A m + u> 2 = 0 y por lo tanto las rafces correspondientes son 


w, = —A + \/\ 2 — co 2 , m 2 = —A — \/A 2 — or. 

Ahora podemos distinguir tres casos posibles que dependen del signo algebraico de 
A 2 - or. Dado que cada solucion contiene el factor de amortiguamiento e _A ', A > 0, los 
desplazamientos de la masa se vuelven insignificantes para un largo periodo. 


Caso I: A 2 - or > 0. En esta situation se dice que el sistema esta sobre¬ 
amortiguado debido a que el coeficiente de amortiguacion /3 es mayor 
cuando se compara con la constante del resorte k. La correspondiente 
solucion de ( 11 ) es x{t) = c l e m '' + c 2 e mJ o 

x (f)= e“ A, (c 1 e VXf ““ ? ' + c 2 e“ VA2 ““ 2 ')- (13) 


Esta ecuacion representa un movimiento suave y no oscilatorio. La 
figura 3.23 muestra dos graficas posibles de x{t). 


Caso II: A 2 - w 2 = 0. Se dice que el sistema esta criticamente amortiguado 
debido a que cualquier disminucion ligera en la fuerza de amortigua¬ 
miento resultarfa en un movimiento oscilatorio. La solucion general de 
( 11 ) es x{t) = Cj e m '‘ + c 2 e"' 2 ' o 


x(t) = e A '(c, + c 2 t). (14) 

En la figura 3.24 se presentan algunas graficas de movimiento tipicas. Observe que el mo¬ 
vimiento es muy similar al de un sistema sobreamortiguado. En (14) tambien es posible 
advertir que la masa puede atravesar la posicion de equilibrio cuando mucho una vez. 

Caso III : A 2 - w 2 < 0. En este caso se dice que el sistema esta subamortiguado 
porque el coeficiente de amortiguamiento es pequeno comparado con 
la constante del resorte. Las rafces m t y m 2 ahora son complejas: 

/77 j = —A + \/ct> 2 — A 2 !, m 2 = —A — VW 2 — A 2 i. 

Por lo tanto, la solucion general de la ecuacion (11) es 

x(t) = e _A '(c 1 cos \/cu 2 — A 2 t + c 2 sen \/or — A 2 t). (15) 

Tal como indica la figura 3.25, el movimiento descrito por (15) es oscilatorio, pero debi¬ 
do al coeficiente e~ Xl , las amplitudes de vibracion —» 0 cuando t—> co. 
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Ejemplo 3 Movimiento sobreamortiguado 

Es facil verificar que la solution del problema de valor initial 

^4 + 5 — + 4x = 0, x(0) = 1, x'(0) = 1 
dt 2 dt u u 

es x{t) = !*-' - | e - 4 '. (16) 

El problema se puede interpretar como la representation del movimiento sobreamorti¬ 
guado de una masa en un resorte. La masa parte de una posicion localizada 1 unidad por 
debajo de la posicion de equilibrio con una velocidad descendente de 1 ft/s. 

Para graficar x(t) encontramos el valor de t para el cual la funcion tiene un punto 
extremo, es decir, el valor del tiempo al cual la primera derivada (velocidad) es cero. 
A1 diferenciar (16) se tiene x'{t) = -fe - ' + fe -4 ' de manera que x'(t) = 0 implica 
e 3 ' = fo f = j In | = 0.157. Del examen de la primera derivada, as! como de nues- 
tra intuition fisica, se deduce que x(0.157) = 1.069 ft es en realidad un maximo. En 
otras palabras, la masa logra un desplazamiento extremo de 1.069 pies por debajo de la 
posicion de equilibrio. 

Tambien debemos verificar si la grafica cruza el eje t, es decir, si la masa atraviesa la 
posicion de equilibrio. Elio no puede suceder en este caso dado que la ecuacion x(?) = 0, 
o e 3 ' = §, tiene la solution ffsicamente irrelevante t = |ln| = -0.305. 

La grafica de x(t), junto con otros datos pertinentes, esta dada en la figura 3.26. □ 


Ejemplo 4 Movimiento criticamente amortiguado 

Un peso de 8 libras estira un resorte 2 pies. Asumiendo que una fuerza amortiguadora 
numericamente igual al doble de la velocidad instantanea actua sobre el sistema, deter- 
minar la ecuacion de movimiento si el peso se libera desde la posicion de equilibrio con 
velocidad ascendente de 3 pies/s. 


X 



t 

x(t) 

1 

0.601 

1.5 

0.370 

2 

0.225 

2.5 

0.137 

3 

0.083 


b) 


Figura 3.26 Sistema 
sobreamortiguado 


Solution De la ley de Hooke, vemos que 8 = k( 2) da k = 4 lb/ft y W = mg da 
m = * 2 = 4 slug. Por lo tanto, la ecuacion diferencial del movimiento es 


1 d 2 x 
4 dt 2 




dx 

dt 


+ 16x = 0 . 


(17) 


La ecuacion auxiliar para (17) es m 2 + 8 m + 16 = {m + 4) 2 = 0 de manera que m 1 = m 2 
= -4. Entonces el sistema esta criticamente amortiguado y 


x(f) = c 1 e -4 ' + c 2 te~ 4 '. 


(18) 


Si se aplican las condiciones iniciales x(0) = 0 y x'(0) = -3, encontramos, a su vez, que 
c 1 = 0 y c 2 = -3. Por lo tanto, la ecuacion de movimiento es 

x(t) = -3 te^'. (19) 

Para graficar x(t) procedemos como en el ejemplo 4. De x'(t) = -3e _4, (l - At) 
vemos que x'(t) = 0 cuando t = 1. El desplazamiento extremo correspondiente es 
x(^) = -3(|)e _1 = -0.276 ft. Como indica la figura 3.27, interpretamos este valor 
para dar a entender que el peso alcanza una altura maxima de 0.276 pies por encima de la 
posicion de equilibrio. □ 



altura maxima 
sobre la posicion 
de equilibrio 

Figura 3.27 Sistema criticamente 
amortiguado 


Ejemplo 5 Movimiento subamortiguado 

Un peso de 16 libras se adhiere a un resorte de 5 pies de largo. En equilibrio, el resorte 
mide 8.2 pies. Si el peso se impulsa y se libera del reposo en un punto situado a 2 pies 
sobre la posicion de equilibrio, encontrar los desplazamientos x(t) sabiendo ademas que 
el medio circundante ofrece una resistencia numericamente igual a la velocidad instan¬ 
tanea. 
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I Solution La elongation del resorte despues de agregarle el peso es de 8.2-5 = 3.2 
pies, asf que por la ley de Hooke deducimos que 16 = k( 3.2) o k = 5 lb/ft. Ademas m = 
| slug, en consecuencia la ecuacion diferencial esta dada por 


1 d 2 x dx d~x dx 

- x = — 5x -o —x + 2 — 

2 dt 1 dt dt~ dt 


lOx = 0. 


A1 proceder, encontramos que las rafces de m 2 + 2m +10 = 0 son m x 
m 2 = -1 - 3 i, lo cual implica un sistema subamortiguado y 


( 20 ) 
-1 + 3 i y 


x(t ) = e '(cy cos 3 1 + c 2 sen 3f). (21) 

Por ultimo, las condiciones iniciales x(0) = -2 y x'(0) = 0 producen c l = -2 y c 2 = -§, 
entonces la ecuacion de movimiento es 


x{t) 


—2 cos 3 1 — — sen 3f ). 


( 22 ) □ 


■ Forma alternativa de x(t) De manera identica al procedimiento empleado en la 
pagina 152, podemos escribir cualquier solution 

x(f) = e~ A '(c 1 cos \/or — A 2 t + c 2 sen \/or — A 2 t) 
en la forma alternativa 




Figura 3.28 Movimiento vertical 
oscilatorio del soporte 


x(t) = Ae Af sen(V / cu 2 — A 2 t + 4>), 


(23) 


donde A = Vcf^ 


ci y el angulo de fase cj) se determina con base en las ecuaciones 


i c i 

sen <p = —, 
A 


c 2 

cos <f> = —, 
A 


Cl 

tan (b = —. 

c 2 


El coeficiente Ae A ' se denomina algunas veces amplitud amortiguada de las vibra- 

ciones. Debido a que (23) no es una funcion periodica, el numero 2 77 / V co 2 — A 2 se co- 
noce como cuasiperiodo y \ / u> 2 — \ 2 /2 tt es la cuasifrecuencia. El cuasiperiodo es el 
intervalo de tiempo entre dos maximos sucesivos de x(t). El lector debera verificar, para 
la ecuacion de movimiento del ejemplo 5, que A = 2 VT0/3 y <l> = 4.391. Por lo tanto, 
una forma equivalente de (22) es 


x{t) = 


2VlO 

3 


e 'sen (3 1 + 4.391). 


3.8.3 


Sistemas resorte-masa: movimiento forzado 


■ Ecuacion diferencial del movimiento forzado con amortiguamiento Suponga 
ahora que tomamos en consideration una fuerza externa/(f) que actua sobre una masa 
vibratoria en un resorte. Por ejemplo,/(f) podrfa representar una fuerza conducida que 
ocasiona movimiento oscilatorio vertical del soporte del resorte. Vea la figura 3.28. La 
inclusion de/(f) en la formulation de la segunda ley de Newton da la ecuacion diferen¬ 
cial del movimiento forzado: 


d 2 X dx , . tr ,,IN 

m—x= -kx - B— + fit). ( 24 ) 

dt 2 H dt n ’ 

Al dividir (24) entre m se tiene 

d X dx t r \ 

—y + 2A-1- oj 2 x = Fit ), (25) 

dt 2 dt K h 


donde F(t ) =f(t)/m y, como en la section anterior, 2A = /3/m, to 2 = k/m. Para resolver la 
ultima ecuacion no homogenea podemos usar ya sea el metodo de coeficientes indeter- 
minados o la variation de parametros. 
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Ejemplo 6 Interpretacion de un problema de valor inicial 

Interpretar y resolver el problema de valor inicial 

1 d~x dx 1 

-, + 1.2-1- 2x = 5cos4f, x(0) = —, x'(0) = 0. (26) 

5 dt 2 dt u 2 u 


I Solution Podemos interpretar el problema para representar un sistema vibratorio 
que consista en una masa (m = f slug o kilogramo) unida a un resorte (k = 2 lb/ft o 
N/m). La masa se libera del reposo a I unidad (pies o metros) por debajo de la position 
de equilibrio. El movimiento es amortiguado (/3 = 1.2) y esta siendo conducido por una 
fuerza periodica externa (T = it 12 s) que comienza en t = 0. De manera intuitiva, espe- 
rarlamos que incluso con el amortiguamiento, el sistema permaneciera en movimiento 
hasta el momento en que la funcion forzadora fuera “desactivada”, en cuyo caso las 
amplitudes disminuirfan. No obstante, segun el problema dado, /(f) = 5 cos 4f seguira 
“activa” por siempre. 

Primero multiplicamos la ecuacion diferencial dada en (26) por 5 y resolvemos 


dx 2 
dt 2 


+ 6 


dx 

dt 


+ lO.r = 0 


aplicando los metodos acostumbrados. Como m t = -3 + i, m 2 = -3 - i, se deduce que 


x c (t ) = e 3< (c! cos t + c 2 sen t). 


Mediante el metodo de los coeficientes indeterminados, asumimos una solucion particu¬ 
lar de la forma x p (t) = A cos 4 1 + B sen 4f. Si diferenciamos x p {t) y sustituimos en la ED 
obtenemos 


x" + 6x' p + lOXp = (-6A + 245) cos 4 1 + (-24A - 65) sen 4f = 25 cos 4f. 
El sistema de ecuaciones resultante 


-6 A + 24 B = 25, -24A -6B = 0 


produce A = - ](l2 y B = jy. De esto se deduce que 

25 
102 


x(f) = e 3, (c! cos t + c 2 sen f) • 


. 50 

cos 4f + — sen At. 


(27) 


38 


Cuando establecemos t = 0 en la ecuacion anterior obtenemos cq = M . A1 diferenciar la 
expresion y establecer despues t = 0, tambien encontramos que c 2 = -ff. Por lo tanto, 
la ecuacion de movimiento es 


38 


86 


51 


51 


25 


50 


■(f) = e 3, l — cos t -sen t 1-cos At H-sen At. (28) 


102 


51 


■ Terminos transitorio y permanente Cuando F es una funcion periodica, tal como 
F(t ) = F 0 sen yt o F(t) = F 0 cos yt, la solucion general de (25) para A > 0 es la suma 
de una funcion no periodica x c (t) y una funcion periodica x p (t). Ademas, x r (t) se extin- 
gue a medida que el tiempo aumenta, es decir, liin,_ >oc x c (t ) = 0. Por lo tanto, para un 
periodo largo, los desplazamientos de la masa estan muy aproximados por la solucion 
particular x p (t). Se dice que la funcion complementaria x c (t) es un termino transitorio 
o una solucion transitoria, y la funcion x p (t), la parte de la solucion que permanece 
despues de un intervalo de tiempo, se denomina termino permanente o solucion per¬ 
manente. En consecuencia, observe que el efecto de las condiciones iniciales sobre 
un sistema resorte-masa conducido por F es transitorio. En la solucion particular (28), 
e -3, (^f cos t - ff sen f) es un termino transitorio y x p (t) = cos 4f + 5 , sen At es un 
termino permanente. Las graficas de estos dos terminos y la solucion (28) estan dadas en 
las figuras 3.29a) y b ), respectivamente. 


X 


permanente xp(t) 



nil 

a) 

x 


x(t) = transitorio 



n/2 

b) 

Figura 3.29 Grafica de la solucion 
dada en (28) 
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X 



4 I- I- 1 - 

K Jill 

Figura 3.30 Grafica de la solucion 
del ejempLo 7 para diferentes 
valores de x 1 


Ejemplo 7 Soluciones transitorias y permanentes 

La solucion del problema de valor inicial 

d~x dx 

—, +2-1- 2x = 4cos? + 2senf, x(0) = 0, x'(0) = x h 

dt 2 dt y y ’ * 


donde x 1 es constante, esta dada por 

x(t) = (x t - 2)e~' sen t + 2 sen t. 


transitorio permanente 


Las curvas solucion para los valores seleccionados de la velocidad inicial Xj se muestran 
en la figura 3.30. Las graficas permiten advertir que la influencia del termino transitorio 
es insignificante cuando t > 3ir/2. □ 


■ Ecuacion diferencial de movimiento forzado no amortiguado Con una fuerza 
periodica impresa y ninguna fuerza amortiguadora, no hay termino transitorio en la so¬ 
lucion de un problema. Tambien veremos que una fuerza periodica impresa con una fre- 
cuencia cercana o igual a la frecuencia de las vibraciones libres no amortiguadas puede 
ocasionar un problema severo en cualquier sistema mecanico oscilatorio. 


Ejemplo 8 Movimiento forzado no amortiguado 

Resolver el problema de valor inicial 


drx 
dt 2 


+ co 2 x = F 0 sen yt, x(0) = 0, x'(0) = 0, 


(29) 


donde F 0 es una constante y y A co. 


Solucion La funcion complementaria es x c (t) = c, cos u>t + c 2 sen cot. Para obtener una 
solucion particular asumimos que x p (t) = A cos yt + B sen yt, entonces 

x" + arx p = A(co 2 - y 2 ) cos yt + B(co 2 - y 2 ) sen yt = F 0 sen yt. 

A1 igualar los coeficientes obtenemos inmediatamente A = 0 y B = /-’,/(or - y 2 ). Por lo 
tanto. 


xJt) 


F 0 

2 -y sen yt. 


a> — y~ 

Cuando se aplican las condiciones iniciales dadas a la solucion general 


x(f) = c, cos cot + c 2 sen cot H —z -. sen yt 

co - y 

se obtiene c 1 = 0 y c 2 = -yF 0 lco(co 2 - y 2 ). Por lo tanto, la solucion es 

F 0 


x(?) = 


, 2 (-y sen cot + co sen yt), y # co. 


l)(cu“ — y~) 


(30) □ 


I Resonancia pura Aunque la ecuacion (30) no esta definida para y = u>, es intere- 
sante observar que su valor limitante cuando y co puede obtenerse al aplicar la regia 
de L'Hopital. Este proceso limitante es analogo a “sintonizar” la frecuencia de la fuerza 
impulsora (y/2rr) con la frecuencia de vibraciones libres (cioUtt). De manera intuitiva. 
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esperamos que en cierto tiempo seamos capaces de incrementar sustancialmente las am¬ 
plitudes de vibracion. Para y = co defmimos la solucion como 


x(t) 


— ysen cot + coseny t 

lfmf 0-2-2\- 

y — oj(cl) — y ) 


F 0 lfm 


— sen cot + cot cos yt 


7 -><u —2coy 

— sen cot + cot cos cot 
— 2 co 2 


F n lfm 


—(—ysen cut + wsenyf) 
cly 


^-(co 3 - coy 2 ) 
ay 


F 0 F 0 

= —r sen cot -f cos cot. 

2 co 2 2 co 


(31) 


Como era de esperarse, cuando t —> oc los desplazamientos se vuelven largos; de hecho, 
\x(t„) I —> oo cuando t n = iitt/co, n = 1,2,... El fenomeno que acabamos de describir se 
conoce como resonancia pura. La grafica dada en la figura 3.31 muestra el movimiento 
tfpico para este caso. 

En conclusion, se debe observar que no hay necesidad real de usar un proceso limi- 
tante en (30) para obtener la solucion de y = co. Por otra parte, la ecuacion (31) se dedu¬ 
ce mediante la resolution del problema de valor inicial 


d 2 x 

dt 2 


+ co 2 x = F 0 sen cot, 


x(0) = 0, x'(0) = 0 


directamente por metodos convencionales. 

Si los desplazamientos de un sistema resorte-masa fuesen descritos en la realidad por 
una funcion como (31), el sistema fallarfa necesariamente. Las largas oscilaciones de la 
masa al final forzarfan el resorte mas alia de su limite elastico. Podriamos argumentar 
tambien que el modelo resonante presentado en la figura 3.31 es completamente irreal, 
debido a que ignora los efectos de retardo de las siempre presentes fuerzas amortigua- 
doras. Aunque es verdad que la resonancia pura no puede ocurrir cuando se considera 
la cantidad mas pequena de amortiguamiento, pueden ocurrir amplitudes de vibracion 
largas e igualmente destructivas (aunque limitadas cuando t —> oo). Vea el problema 43 
en los ejercicios 3.8. 


Circuito en serie analogo 

■ Circuito LRC en serie Tal como se menciono en la introduccion a este capitulo, se 
pueden describir muchos sistemas ffsicos diferentes mediante una ecuacion diferencial 
lineal de segundo orden que sea similar a la ecuacion diferencial del movimiento forzado 
con amortiguacion: 


3.8.4 


dhe dx 

+ P— + he = j{t). (32) 

Si i(t) denota la corriente en el circuito electrico LRC en serie mostrado en la figura 
3.32, entonces las caidas de voltaje a traves del inductor, del resistor y del capacitor son 
como ilustra la figura 1.21. Por la segunda ley de Kirchhoff, la suma de esos voltajes es 
igual al voltaje E(t) aplicado al circuito; es decir, 

L -j- + Ri + q = E(t). (33) 

dt C 



Figura 3.31 Grafica de la 
solucion dada en (31) que ilustra 
la resonancia pura 



C 

Figura 3.32 Circuito LRC en serie 
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Pero la carga q(t ) presente en el capacitor esta relacionada con la corriente i{t) por 
i = dq/dt, y por lo tanto (33) se convierte en la ecuacion diferencial lineal de segundo 
orden 

d 2 q dq 1 

L ^ + R Yt + c q = m (34) 

La nomenclatura usada en el analisis de circuitos es similar a la que se emplea para 
describir sistemas resorte-masa. 

Si E(t) = 0, se dice que las vibraciones electricas del circuito son libres. Dado que 
la ecuacion auxiliar para (34) es Lm 2 + Rm + 1/C = 0, habra tres formas de solucion con 
R 0, dependiendo del valor del discriminante R 2 - 4L/C. Decimos que el circuito esta 

sobreamortiguado si R 2 - 4 L/C > 0, 

criticamente amortiguado si R 2 - 4 L/C = 0 
y subamortiguado si R 2 - 4L/C < 0. 

En cada uno de estos tres casos la solucion general de (34) contiene el factor e~ Rl,2L y, por 
lo tanto, q{t) —> 0 cuando t —* oo. En el caso subamortiguado, cuando q( 0) = q 0 , la carga 
del capacitor oscila a medida que disminuye; en otras palabras, el capacitor esta cargan- 
do y descargando a medida que t —» oo. Cuando E(t) = 0 y R = 0, se dice que el circuito 
no esta amortiguado y las vibraciones electricas no llegan a cero cuando t aumenta sin 
limite; la respuesta del circuito es armonica simple. 


Ejemplo 9 Circuito en serie subamortiguado 

Encontrar la carga q(t) presente en el capacitor de un circuito LRC en serie cuando 
L = 0.25 henry (h), R = 10 ohms (XI), C = 0.001 farad (f), E(t) = 0 volts (V), ^(0) = q 0 
coulombs (C) e i( 0) = 0 amperes (A). 

Solucion Dado que 1/C = 1 000, la ecuacion 34 se convierte en 

q" + 10 q' + 1 000<7 = 0 o q" + 40 q' + 4 000 q = 0. 

Si resolvemos esta ecuacion homogenea en la forma acostumbrada, encontramos que el 
circuito esta subamortiguado y q(t) = e~ 20 ' (c t cos 60f + c 2 sen 60t). A1 aplicar las condi- 
ciones iniciales, obtenemos c 1 = q 0 y c 2 = qj 3. Por lo tanto, q(t) = q 0 e~ 20, (c os 60 1 + sen 
60?). Mediante (23), podemos escribir la solucion anterior como 


<7(0 = 



e~ m sen(60? + 1.249). 


□ 


Cuando se aplica un voltaje E(t) al circuito, se dice que las vibraciones electricas son 
forzadas. Para el caso en que R =f= 0, la funcion complementaria q,(i) de (34) se deno- 
mina solucion transitoria. Si E(t) es periodico o una constante, entonces la solucion 
particular q p (t) de (34) es una solucion permanente. 


Ejemplo 10 Corriente remanente 

Encontrar la solucion permanente q p (t) y la corriente remanente en un circuito LRC en 
serie cuando el voltaje aplicado es E(t) = E 0 sen yi. 

Solucion La solucion permanente q p (t) es una solucion particular de la ecuacion dife¬ 
rencial 

d 2 q dq 1 

L- I + R— + -q = E 0 s,enyt. 
dt dt C 
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Mediante el metodo de coeficientes indeterminados, asumimos una solution particular 
de la forma q p {t) = A sen yt + B cos yt. A1 sustituir esta expresion en la ecuacion diferen- 
cial y simplificar e igualar los coeficientes, se tiene 

' EqR 

1 


A = 


E 0 [Ly 


Cy 


, , , 2 L 1 

-y [Ey ~ tt + 


R- 


B = 


-y\LV 


2 L 


c cy j ' c cy 

Es conveniente expresar Ay B en terminos de algunos nuevos simbolos. 


R- 


Si X = Ly - 


I 

Cy’ 


entonces X 2 = Lry 2 


1 


2 L 


c cy 


Si Z = A/x 2 + R 2 , entonces Z 2 = ]}y 2 -- H - y-y 

C C 2 y 2 


R 2 . 


Por lo tanto, A = E (t XH-yZ 2 ) y B = E^RK-y'Z 2 ), de manera que la carga permanente es 

f , EqX EqR 

q w) = y sen yt - —^cosyt. 

Ahora la corriente remanente esta dada por i p (t) = q' p (t): 


y) = 


e 0 (r 


Z VZ 


r sen yt 


X 


-cosy t I. 


(35) □ 


Las cantidades X = Ly - l/(Cy) yZ = VX 2 + R 2 definidas en el ejemplo 10 
se llaman, respectivamente, reactancia e impedancia del circuito. Tanto la reactancia 
como la impedancia se miden en ohms. 


EJERCICIOS 3.8 Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-6. 


on Sistemas resorte-masa: 
movimiento libre no 
amortiguado 

1. Una masa que pesa 4 libras se sujeta a un resorte cuya 
constante del resorte es de 16 lb/ft. ^Cual es el periodo 
del movimiento armonico simple? 

2. Una masa de 20 kilogramos se sujeta a un resorte. Si la 
frecuencia del movimiento armonico simple es de 2 hr 
ciclos/s, ^cual es la constante del resorte kl ^Cual es la 
frecuencia del movimiento armonico simple si la masa 
original se reemplaza por otra de 80 kilogramos? 

3. Una masa que pesa 24 libras se sujeta al extremo de un 
resorte y lo estira 4 pulgadas. En un initio, la masa se 
libera del reposo desde un punto situado 3 pulgadas por 
encima de la position de equilibrio. Encuentre la ecua¬ 
cion de movimiento. 

4. Determine la ecuacion de movimiento si la masa del pro- 
blema 3 se libera inicialmente desde la position de equili¬ 
brio con una velocidad inicial descendente de 2 ft/s. 

5. Una masa que pesa 20 libras estira un resorte 6 pulgadas. 
La masa se libera inicialmente del reposo desde un punto 
situado 6 pulgadas por debajo de la position de equilibrio. 

a) Encuentre la position de la masa en los momentos 

t = it/12, 7t/8, 7t/6, tt/ 4 y 9 tt/32 s. 


b) ( ;,Cual es la velocidad de la masa cuando t = 3tt/ 1 6 s? 
( ;,Hacia que direction va la masa en ese instante? 

c) ( ;,En que momentos la masa pasa por la position de 
equilibrio? 

6. Una fuerza de 400 newtons estira un resorte 2 metros. 
Una masa de 50 kilogramos se sujeta al extremo del re¬ 
sorte e inicialmente se libera desde la position de equi¬ 
librio con velocidad ascendente de 10 m/s. Encuentre la 
ecuacion de movimiento. 

7. Otro resorte cuya constante es de 20 N/m esta suspendi- 
do del mismo soporte rfgido pero paralelo al sistema re- 
sorte-masa del problema 6. Una masa de 20 kilogramos 
se sujeta al segundo resorte, y ambas masas se liberan 
inicialmente desde la position de equilibrio con veloci¬ 
dad ascendente de 10 m/s. 

a) ( ',Cual masa exhibe la mayor amplitud de movimien¬ 
to? 

b) ^Cual masa esta moviendose mas rapidoenf = tt/4s?, 
^en 7 t/2 s? 

c) <,En que momentos las dos masas alcanzan la misma 
position? ^Donde se ubican las masas en esos mo¬ 
mentos? ^En que direcciones se estan moviendo? 

8. Una masa que pesa 32 libras estira un resorte 2 pies. 
Determine la amplitud y el periodo de movimiento si 
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la masa inicialmente es liberada desde un punto situado 
1 pie por encima de la position de equilibrio con velo- 
cidad ascendente de 2 ft/s. ^Cuantos ciclos completos 
habra cubierto la masa al final de An segundos? 

9. Una masa que pesa 8 libras se sujeta a un resorte. Cuando 
se pone en movimiento, el sistema resorte-masa exhibe 
un movimiento armonico simple. Determine la ecuacion 
de movimiento si la constante del resorte es de 1 lb/ft y 
la masa se libera inicialmente desde un punto que esta 
6 pulgadas por debajo de la position de equilibrio con 
velocidad descendente de § ft/s. Exprese la ecuacion de 
movimiento en la forma dada en ( 6 ). 

10. Una masa que pesa 10 libras estira un resorte | de pie. 
Esta masa se quita y es reemplazada por otra de 1.6 slugs, 
que inicialmente se libera desde un punto situado a | de 
pie por encima de la position de equilibrio con velocidad 
descendente de f de ft/s. Exprese la ecuacion de movi¬ 
miento en la forma dada en ( 6 ). ^En que momentos la 
masa alcanza un desplazamiento, por debajo de la posi¬ 
tion de equilibrio, numericamente igual a I de amplitud? 

11. Una masa que pesa 64 libras estira un resorte 0.32 pies. 
La masa inicialmente se libera desde un punto que esta 
8 pulgadas por encima de la position de equilibrio con 
velocidad descendente de 5 ft/s. 

a) Encuentre la ecuacion de movimiento. 

b) ^Cuales son la amplitud y el periodo de movimiento? 

c) ^Cuantos ciclos completos habra cubierto la masa al 
final de 377 segundos? 

d) ,;,En que momento la masa pasa por la position de equi¬ 
librio cuando se dirige hacia abajo por segunda vez? 

e) ^En que momento la masa alcanza su desplazamiento 
extremo en cualquier lado de la position de equilibrio? 

f) ^Cual es la position de la masa en / = 3 s? 

g) ^Cual es la velocidad instanea en I = 3 s? 

h) ^Cual es la aceleracion en t = 3 s? 

i) ^Cual es la velocidad instantanea en los momentos 
en que la masa pasa por la position de equilibrio? 

j) ^En que momentos la masa esta 5 pulgadas por de¬ 
bajo de la position de equilibrio? 

k) /,En que momentos la masa esta 5 pulgadas por debajo 
de la position de equilibrio dirigiendose hacia arriba? 

12. Una masa de 1 slug esta suspendida de un resorte cuya 
constante del resorte es de 9 lb/ft. La masa inicialmente 
se libera desde un punto ubicado 1 pie por encima de la 
position de equilibrio con velocidad ascendente de V3 
ft/s. Encuentre los momentos en que la masa se dirige 
hacia abajo a velocidad de 3 ft/s. 

13. Bajo algunas circunstancias, cuando dos resortes para- 
lelos con constantes k x y k 2 soportan una sola masa, la 
constante efectiva del resorte del sistema esta dada por 
k = Ak l k 2 /(Jc l + k 2 ). Una masa que pesa 20 libras esti¬ 
ra un resorte 6 pulgadas y otro resorte 2 pulgadas. Los 
resortes van unidos primero a un soporte comun rfgido 
y despues a una placa metalica. Como ilustra la figura 


3.33, la masa esta unida al centra de la placa en la dis¬ 
tribution de doble resorte. Determine la constante del 
resorte efectiva para este sistema. Encuentre la ecuacion 
de movimiento si la masa se libera inicialmente desde 
la position de equilibrio con velocidad descendente de 
2 ft/s. 



Figura 3.33 Sistema de doble resorte tratado en el 
problema 13 


14. Cierta masa estira un resorte ' de pie y otro resorte \ pie. 
Los dos resortes estan unidos a un soporte rfgido comun 
de la manera indicada en el problema 13 y en la figura 
3.33. La primera masa se aparta, otra masa de 8 libras se 
sujeta a la distribution de doble resorte, y el sistema entra 
en movimiento. Si el periodo de movimiento es •77-/15 se¬ 
gundos, determine cuanto pesa la primer masa. 

15. Unmodelodeun sistema resorte-masa es 4x" + e~° ll x = 0. 
Solo por inspection de la ecuacion diferencial, analice el 
comportamiento del sistema durante un periodo largo. 

16. Un modelo de un sistema resorte-masa es 4 jc" + tx = 0. 
Solo mediante la inspection de la ecuacion diferencial, 
analice el comportamiento del sistema durante un perio¬ 
do largo. 


3.8.2 


Sistemas resorte-masa: 
movimiento libre amortiguado 


En los problemas 17 a 20, la figura dada representa la grafica 
de una ecuacion de movimiento para un sistema resorte-masa 
amortiguado. Use la grafica para determinar 


a) si el desplazamiento inicial esta por encima o por de¬ 
bajo de la position de equilibrio, y 

b ) cuando la masa se libera inicialmente del reposo, si se 
dirige hacia abajo o hacia arriba. 

17 . 



Figura 3.34 Grafica para el problema 17 


162 


CAPITUL0 3 Ecuaciones diferenciales de orden superior 














Figura 3.35 Grafica para eL problema 18 


19 . 


t 


Figura 3.36 


Grafica para eL problema 19 
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i 

Figura 3.37 Grafica para el problema 20 

21. Una masa que pesa 4 libras esta unida a un resorte cuya 
constante es 2 lb/ft. El medio ofrece una fuerza de amor- 
tiguamiento que es numericamente igual a la veloci- 
dad instantanea. La masa inicialmente se libera desde 
un punto localizado 1 pie por encima de la posicion de 
equilibrio a velocidad descendente de 8 ft/s. Determine 
el tiempo al cual la masa cruza la posicion de equilibrio. 
Encuentre el momento en el cual la masa logra su des- 
plazamiento extremo a partir de la posicion de equili¬ 
brio. ^Cual es la posicion de la masa en ese instante? 

22. Un resorte de 4 pies mide 8 pies de largo despues de 
unirlo a una masa con peso de 8 libras. El medio a traves 
del cual se mueve la masa ofrece una fuerza de amorti- 
guamiento numericamente igual a V2 veces la veloci¬ 
dad instantanea. Encuentre la ecuacion de movimiento 
si la masa se libera inicialmente desde la posicion de 
equilibrio con velocidad descendente de 5 ft/s. Encuentre 
el momento en el cual la masa logra su desplazamiento 
extremo a partir de la posicion de equilibrio. ^Cual es la 
posicion de la masa en ese instante? 

23. Una masa de 1 kilogramo se sujeta a un resorte cuya cons¬ 
tante es de 16 N/m, y todo el sistema se sumerge entonces 
en un lfquido que imparte una fuerza de amortiguamiento 
numericamente igual a 10 veces la velocidad instantanea. 
Determine las ecuaciones de movimiento si 


a) la masa se libera inicialmente del reposo desde un 
punto que esta 1 metro por debajo de la posicion de 
equilibrio, y despues 

b) la masa se libera inicialmente desde un punto que 
esta 1 metro por debajo de la posicion de equilibrio 
a velocidad ascendente de 12 m/s. 

24. En las partes a) y b) del problema 23, determine si la 
masa pasa por el punto de equilibrio. En cada caso, en¬ 
cuentre el momento en el cual la masa logra su despla¬ 
zamiento extremo a partir de la posicion de equilibrio. 
^Cual es la posicion de la masa en ese instante? 

25. Una fuerza de 2 libras estira un resorte 1 pie. Una masa 
con peso de 3.2 libras se sujeta al resorte, y el sistema 
se sumerge entonces en un medio que ofrece una fuerza 
amortiguadora numericamente igual a 0.4 veces la velo¬ 
cidad instantanea. 

a) Encuentre la ecuacion de movimiento si la masa se 
libera inicialmente del reposo desde un punto que 
esta 1 pie por encima de la posicion de equilibrio. 

b) Exprese la ecuacion de movimiento en la forma 
dada en (23). 

c) Determine la primera vez que la masa pasa por la 
posicion de equilibrio con direccion ascendente. 

26. Despues de sujetar una masa de 10 libras de peso a un re¬ 
sorte de 5 pies, el resorte mide 7 pies. Esta masa se separa 
y reemplaza por otra que pesa 8 libras. Todo el sistema se 
coloca en un medio que ofrece una fuerza de amortigua¬ 
miento numericamente igual a la velocidad instantanea. 

a ) Encuentre la ecuacion de movimiento si la masa se 
libera inicialmente desde un punto que esta \ pie 
por debajo de la posicion de equilibrio a velocidad 
descendente de 1 ft/s. 

b) Exprese la ecuacion de movimiento en la forma 
dada en (23). 

c) En que momentos la masa cruza por la posicion de 
equilibrio con direccion descendente. 

d ) Grafique la ecuacion de movimiento. 

27. Una masa con peso de 10 libras estira un resorte 2 pies. 
La masa se sujeta a un dispositivo de amortiguamien¬ 
to de velocidad que ofrece una fuerza amortiguadora 
numericamente igual a j8 (j8 > 0) veces la velocidad 
instantanea. Determine los valores de la constante de 
amortiguamiento /3 de manera que el movimiento pos¬ 
terior sea a ) sobreamortiguado, b) cnticamente amorti- 
guado y c) subamortiguado. 

28. Una masa pesa 24 libras y estira un resorte 4 pies. El 
movimiento siguiente se desarrolla en un medio que 
ofrece una fuerza de amortiguamiento numericamente 
igual a /3 (/3 > 0) veces la velocidad instantanea. Si la 
masa se libera inicialmente desde la posicion de equili¬ 
brio con velocidad ascendente de 2 ft/s, demuestre que 
cuando /3 > 3 V2 la ecuacion de movimiento es 

x(t) = — . e~ 2 ^'/ 3 senh — V/3 2 — 18r. 

v^Ts 3 
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3.8.3 


Sistemas resorte-masa: 
movimiento forzado 


29. Una masa de 16 libras estira un resorte f de pie. La masa 
inicialmente es liberada del reposo desde un punto ubi- 
cado 2 pies por debajo de la posicion de equilibrio, y 
el movimiento siguiente se desarrolla en un medio que 
ofrece una fuerza amortiguadora numericamente igual 
a \ de la velocidad instantanea. Encuentre la ecuacion 
de movimiento si la masa es conducida por una fuerza 
externa igual a f(t) =10 cos 3 1. 

30. Una masa de 1 slug se sujeta a un resorte cuya constante 
es de 5 lb/ft. En un inicio, la masa se libera desde 1 pie por 
debajo de la posicion de equilibrio a velocidad descen- 
dente de 5 ft/s, y el movimiento subsiguiente se desarrolla 
en un medio que ofrece una fuerza de amortiguamiento 
numericamente igual al doble de la velocidad instantanea. 

a) Encuentre la ecuacion de movimiento si la masa es 
conducida por una fuerza externa igual a f(t) =12 
cos 2t + 3 sen 2 t. 

b ) Grafique las soluciones transitoria y permanente en 
los mismos ejes coordenados. 

c) Grafique la ecuacion de movimiento. 

31. Cuando una masa de 1 slug se sujeta a un resorte, lo esti¬ 
ra 2 pies y despues descansa en su posicion de equilibrio. 
Comenzando en t = 0, una fuerza externa igual a f(t) = 
8 sen At se aplica al sistema. Encuentre la ecuacion de 
movimiento si el medio circundante ofrece una fuerza 
de amortiguamiento numericamente igual a 8 veces la 
velocidad instantanea. 

32. En el problema 31 determine la ecuacion de movimiento 
si la fuerza externa es f(t) = e~' sen At. Analice los des- 
plazamientos para t —» oo. 

33. Cuando una masa de 2 kilogramos se sujeta a un resorte 
cuya constante es de 32 N/m, el resorte vuelve a su posi¬ 
cion de equilibro. Comenzando en t = 0, una fuerza igual 
a f(t) = 68f? -2 ' cos At se aplica al sistema. Encuentre la 
ecuacion de movimiento en ausencia de amortiguamiento. 

34. En el problema 33, escriba la ecuacion de movimiento 
en la forma x(t) = A sen (u>t + </>) + Be~ 2 ' sen(4f + 0). 
^Cual es la amplitud de las vibraciones despues de un 
tiempo muy largo? 

35. Una masa m se sujeta al extremo de un resorte cuya 
constante es k. Despues que la masa alcanza el equi¬ 
librio, su soporte comienza a oscilar verticalmente en 
torno a una linea horizontal L de acuerdo con una for¬ 
mula h{t). El valor de h representa la distancia en pies 
medida desde L. Vea la figura 3.38. 

d) Determine la ecuacion diferencial de movimiento 
si todo el sistema se mueve por un medio que ofre¬ 
ce una fuerza amortiguadora numericamente igual a 
/ 3(dx/dt). 

b) Resuelva la ecuacion diferencial calculada en la 
parte a) si el resorte se estira 4 pies debido a un peso 


de 16 libras y j 8 = 2, h(t) = 5 cos t, x(0) = x'(0) 
= 0 . 


L 




soporte 



Figura 3.38 Soporte oscilante tratado en el problema 35 


36. Una masa de 100 gramos se sujeta a un resorte cuya cons¬ 
tante es de 1600 dinas/cm. Despues que la masa alcanza 
el equilibrio, su soporte oscila de acuerdo con la formula 
h(t) = sen 8 r, donde h representa el desplazamiento a 
partir de la posicion original. Vea el problema 35 y la 
figura 3.38. 

a) En ausencia de amortiguamiento, determine la ecua¬ 
cion de movimiento si la masa parte desde el reposo 
de la posicion de equilibrio. 

b) ^En que momentos la masa pasa por la posicion de 
equilibrio? 

c) ^En que momentos la masa alcanza sus desplaza- 
mientos extremos? 

d) ,;,Curiles son los desplazamientos maximos y mmi- 
mos? 

e) Grafique la ecuacion de movimiento. 


En los problemas 37 y 38, resuelva el problema de valor inicial 
dado. 


37. —7 + Ax = -5 sen 2? + 3 cos It, x(0) = -1, x'(0) = 1 


38. 


drx 
df 
d 2 x 
dt 2 


+ 9x = 5 sen 3 1, jc( 0) = 2, x'(0) = 0 


39. a) Demuestre que la solucion del problema de valor 
inicial 

d 2 x 

+ co 2 x = F 0 cos yt, x(0) = 0, x'(O) = 0 


es 


x(t) 



(cos yt — cos cut). 


b) 


Evalue 11m , 

y—>co CO 



(cos yt-c os cot). 


40. Compare el resultado obtenido en la parte b) del proble¬ 
ma 39 con la solucion obtenida mediante variacion de 
parametros cuando la fuerza externa F 0 cos cot. 

41. a) Muestre que el termino x{t) de la parte a) del proble¬ 

ma 39 se puede escribir en la forma 


.. 2F 0 1 1 

= — 2 -ysen-(y - co)t sen -(y + ao)t. 
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b ) Si definimos e = |(y — to), demuestre que cuando 
e es pequeiia, una solution aproximada es 


x(t) =-senef senyr. 

2ey 


Cuando e es pequeiia, la frecuencia y/ 2-77 de la fuer- 
za impresa es cercana a la frecuencia <w/2t7 de vi- 
braciones libres. A1 ocurrir esto, el movimiento es 
como el indicado en la figura 3.39. Las oscilaciones 
de este tipo se denominan latidos y se deben a que 
la frecuencia de sen et es muy pequeiia en compara- 
cion con la frecuencia de sen yr. Las curvas en lrnea 
discontinua, o envolvente de la grafica de x(t), se 
obtienen a partir de las graficas de ±(F 0 /2ey) sen s 
t. Use una herramienta de graficacion con diversos 
valores de F 0 , e y y para verificar la grafica de la 
figura 3.39. 


b) La solution de la parte a) tiene la forma x(t) = x c (t) + 
x p (t). La inspection muestra que x c (t) es transitorio y, 
por lo tanto, para grandes valores de tiempo, la solu¬ 
tion es aproximada por x p (t) = g(y) sen(y?+ 0), donde 

o(y) = -—- 

\V - y 2 ) 2 + 4AV' 

Aunque la amplitud g(y) de x p (t) esta limitada cuan¬ 
do t —» oo, demuestre que las oscilaciones maxi- 
mas ocurriran en el valor y, = \/<y 2 — 2A 2 . ^Cual 
es el valor maximo de g? Se dice que el nurnero 
Vcu 2 - 2 A 2 /2 7 r es la frecuencia de resonancia del 
sistema. 

c) Cuando F 0 = 2, m = 1 y k = 4, g se convierten en 

g ( y ') = - 

V(4 - y 2 ) 2 + |8 2 y 2 ' 



Figura 3.39 Fenomeno de latidos tratado en el probLema 41 


Tareas para el laboratorio de computo 

42. ^Pueden haber latidos cuando se agrega una fuerza 
amortiguadora al modelo presentado en la parte a) del 
problema 39? Defienda su position con graficas obteni- 
das a partir de la solution explicita del problema 

t/ 2 r dx 

—j + 2A— + orx = F 0 cos yt, x:(0) = 0, jc'(O) = 0 
dr dt 

o de las curvas solution trazadas mediante un programa 
de solution numerica. 

43. a) Muestre que la solution general de 

d 2 x dx 2 

—7 + 2A-1- co x = F n sen yt 

dt 2 dt 0 r 

es 

x(t) = Ae~ u sen (V or — \ 2 t + <f>) 


Elabore una tabla de valores de y l y g(yi) que co- 
rresponda a los coeficientes de amortiguamiento 
/3 = 2, /3 = 1, j8 = |, /3 = |, y j8 = |. Use una herra¬ 
mienta de graficacion para obtener las graficas de g 
que correspondan a estos coeficientes de amortigua¬ 
miento. Utilice los mismos ejes coordenados. Esta 
familia de graficas se denomina curva de resonan¬ 
cia o curva de repuesta en frecuencia del sistema. 
^A que se esta acercando y x cuando /3 —> 0? ^Que le 
pasa a la curva de resonancia cuando /3 —> 0? 

44. Considere un sistema resorte-masa no amortiguado for- 

zado descrito por el problema de valor inicial 

d 2 x 

— V + w 2 * = Fo sen ” yt, *(0) = o, jc'(O) = o. 
dr 

a ) Para n = 2, analice por que hay una sola frecuencia 
y x l2tr a la cual el sistema este en resonancia pura. 

b) Para n = 3, analice por que hay dos frecuencias 
y\l2t t y y 2 /2ir a las cuales el sistema este en reso¬ 
nancia pura. 

c) Suponga u> = I y F () = 1. Use un programa de solu¬ 
tion numerica para obtener la grafica de la solution 
del problema de valor inicial para n = 2 y y = y l 
en la parte a). Obtenga la grafica de la solution del 
problema de valor inicial para n = 3 que correspon- 
da a su vez a y = y t y y = y 2 en la parte b ). 


+ 


F 0 


VTo 


y 2 ) 2 + 4A 2 r 


sen(yt + 6), 


donde A = \/cf + c 2 y los angulos de fase <j) y 
0 estan definidos, respectivamente, por sen 4> = C\IA, 
cos 4> = c 2 /A y 


send = 

cosd = 


—2Ay 

V \u> 2 — y 2 ) 2 + 4A 2 y 2 
at 2 - y 2 

V(w 2 - y 2 ) 2 + 4A 2 y 2 ’ 


3.8.4 


Circuito en serie analogo 


45. Encuentre la carga en el capacitor de un circuito LRC 
en serie en / = 0.01 s cuando L = 0.05 h, R = 2 ft, 
C = 0.01 f, E(t) = 0 V, q( 0) = 5 C e i(0) = 0 A. 
Determine la primera vez que la carga en el capacitor es 
igual a cero. 


46. Encuentre la carga en el capacitor de un circuito LRC en 
serie cuando L = \ h, R = 20 ft, C = 3 ^ f, E(t) = 0 V, 
q( 0) = 4 C e ;'(0) = 0 A. En el capacitor, ,4a carga nunca 
ha sido igual a cero? 
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En los problemas 47 y 48, encuentre la carga en el capacitor 
y la corriente en el circuito LRC en serie dado. Determine la 
carga maxima en el capacitor. 

47. L = f h, R = 10 n, C = jo f, E(t) = 300 V, q(0) = 0 C, 
i(0) = 0 A 

48. L = 1 h, R = 100 £1, C = 0.0004 f, E(t) = 30 V, 
q{0) = 0 C, 1(0) = 2 A 

49. Encuentre la carga permanente y la corriente remanente 
en un circuito LRC en serie cuando L = 1 h, R = 2 12, 
C = 0.25 f y E(t) = 50 cos t V. 

50. Demuestre que la amplitud de la corriente remanente 
en el circuito LRC en serie del ejemplo 10 esta dada por 
Eq/Z, donde Z es la impedancia del circuito. 

51. Use el problema 50 para demostrar que la corriente re¬ 
manente en un circuito LRC en serie cuando L = \ h, 
R = 20 (1, C = 0.001 fy E(t) = 100 sen 60/ V, esta dada 
por i p (t) = (4.160) sen(60f- 0.588). 

52. Encuentre la corriente remanente en un circuito LRC en 
serie cuando L = \ h, R = 20 ft, C = 0.001 f y E(t) = 
100 sen 60f + 200 cos 40f V. 


53. Encuentre la carga en el capacitor en un circuito LRC 
en serie cuando L = ^ h, R = 10 ft, C = 0.01 f, E(t) = 
150 V, q(0) = 1 C e /'(0) = 0 A. ^Cual es la carga en el 
capacitor despues de un largo tiempo? 

54. Muestre que si L, R, C y E 0 son constantes, entonces la 
amplitud de la corriente remanente del ejemplo 10 es un 
maximo cuando y = 1/VZC. ^Cual es la amplitud 
maxima? 

55. Muestre que si L, R, E 0 y y son constantes, entonces la 
amplitud de la corriente remanente del ejemplo 10 es un 
maximo cuando la capacitancia es C = l/Ly 2 . 

56. Encuentre la carga en el capacitor y la corriente en un 
circuito LC cuando L = 0.1 h, C = 0.1 f, E(t ) = 100 sen 
ytV,q(0) = 0Cei(0) = 0A. 

57. Encuentre la carga en el capacitor y la corriente en un 
circuito LC cuando E(t) = E 0 cos yt V, q(0) = q 0 C e 

K 0) = k A. 

58. En el problema 57, encuentre la corriente cuando el cir¬ 
cuito esta en resonancia. 


Modelos lineales: problemas de valores 
en la frontera 



eje de simetrfa 
a) 



Figura 3.40 Deflexion de una viga 
homogenea 


■ Introduction La section anterior estuvo dedicada a sistemas en los cuales un 
modelo matematico de segundo orden esta acompanado por las condiciones iniciales 
prescritas —es decir, las condiciones laterales especificadas en la funcion desconocida y 
su primera derivada en un solo punto—. Pero con frecuencia la description matematica 
de un sistema fisico demanda que resolvamos una ecuacion diferencial lineal homogenea 
sujeta a condiciones de frontera —esto es, condiciones especificadas en la funcion des¬ 
conocida, o en una de sus derivadas, o incluso en una combination lineal de la funcion 
desconocida y una de sus derivadas, en dos (o mas) puntos diferentes—. 


■ Deflexion de una viga Muchas estructuras se construyen mediante vigas, o trave- 
sanos, y estas se pandean o distorsionan bajo su propio peso o por influencia de alguna 
fuerza externa. Como veremos ahora, esta deflexion y{x) se rige por una ecuacion dife¬ 
rencial lineal de cuarto orden relativamente simple. 

Para comenzar, asumamos que una viga de longitud L es homogenea y tiene cortes 
transversales uniformes a lo largo. En ausencia de cualquier carga en la viga (incluido su 
peso), una curva que une los centroides de todos sus cortes transversales es una linea recta 
llamada eje de simetrfa. Vea la figura 3.40n). Si una carga se aplica a la viga en un piano 
vertical que contenga el eje de simetrfa, la viga, como ilustra la figura 3.40 b), experimenta 
una distorsion, y la curva que conecta los centroides de todos los cortes transversales se 
denomina curva de deflexiones o curva elastica. La curva de deflexiones se aproxima 
a la forma de la viga. Ahora suponga que el eje x coincide con el eje de simetrfa y que la 
deflexion y(x), medida desde su eje, es positiva si es descendente. En la teorfa de la elas- 
ticidad se mostro que el momento de flexion Mix) en un punto v a lo largo de la viga esta 
relacionado con la carga por unidad de longitud w{x) mediante la ecuacion 

d 2 M 

ls =w{ - x) - m 

Ademas, el momento de flexion M(x) es proporcional a la curvatura k de la curva elas¬ 
tica 


M(x) = EIk, 


(2) 
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donde Eel son constantes; E es el modulo de Young de elasticidad del material de la 
viga, e / es el momento de inercia de un corte transversal de la viga (con respecto a un eje 
conocido como eje neutral). El producto El se denomina rigidez flexionante de la viga. 

Ahora, con base en el calculo, la curvatura esta dada por k = /'/[ 1 + (y') 2 ] 3/2 . Cuando la 
deflexion y(x) es pequena, la pendiente y' ~ 0 y, por lo tanto, [1 + (v') 2 ] 3/2 ~ 1. Si k ~ y", 
la ecuacion (2) se convierte en M = Ely". La segunda derivada de esta ultima expresion es 


d 2 M 

dx 1 


d_ 

dx 2 



( 3 ) 


Mediante el resultado que se proporciona en (1), reemplace d 2 M/dx 2 en (3); asf vemos 
que la deflexion y(x) satisface la ecuacion diferencial de cuarto orden 


d 4 y 

ei — 4 = w(x). 


( 4 ) 


Las condiciones de frontera asociadas con la ecuacion (4) dependen de como estan 
soportados los extremos de la viga. Una viga en voladizo esta embebida o empotrada 
en un extremo y libre en el otro. Un trampolm, un brazo extendido, el ala de un avion y 
un balcon son ejemplos comunes de tales vigas, pero tambien los arboles, las astas ban- 
dera, los rascacielos y el monumento a George Washington pueden actuar como vigas 
en voladizo; ello se debe a que estan embebidos en un extremo y expuestos a la fuerza 
flexionante del viento en el otro extremo. Para una viga en voladizo, la deflexion y(x) 
debe satisfacer las siguientes dos condiciones en el extremo embebido x = 0: 

• y(0) = 0 dado que no hay deflexion, y 

• y'(0) = 0 dado que la curva de deflexiones es tangente al eje x (en otras palabras, la 
pendiente de la curva de deflexiones es cero en este punto). 


x = 0 


x = L 


En x = L las condiciones de extremo libre son 


a) Embebida en ambos extremos. 


• y"(L) = 0 dado que el momento de flexion es cero, y 

• y'"(L) = 0 dado que la fuerza cortante es cero. 

La funcion F (x) = dM/dx = El d^y/dx 3 se denomina fuerza cortante. Si un extremo de 
una viga esta simplemente apoyado o articulado (tambien se le llama extremo apoya- 
do), entonces debemos tener y = 0 y y" = 0 en ese extremo. La tabla siguiente resume 
las condiciones de frontera asociadas con (4). Vea la figura 3.41. 

Extremos de la viga Condiciones de frontera 

embebidos y = 0, y' =0 

libre y" = 0, /" = 0 

simplemente apoyados y = 0, y" = 0 
o articulados 



* = 0 


x — L 


b ) Viga en voladizo: embebida 
en el extremo izquierdo, 
libre en el extremo derecho. 

ZT-"7\ 

x = 0 x = L 


c) Simplemente apoyada en ambos 
extremos. 


Figura 3.41 Vigas con extremos 
en diversas condiciones 

Ejemplo 1 Una viga embebida 

Una viga de longitud L esta embebida en ambos extremos. Encontrar la deflexion de la 
viga si la carga constante w 0 se distribuye de manera uniforme a todo lo largo, es decir, 
w(x) = Wo, 0 <x < L. 


Solution 


De (4), vemos que la deflexion y(x) satisface 


d 4 y 

EI ~d^~ W °' 


Como la viga esta embebida tanto en su extremo izquierdo (x = 0) como en el derecho 
(x = L), no hay deflexion vertical y la linea de deflexion es horizontal en estos puntos. 
Por lo tanto, las condiciones de frontera son 


y(0) = 0, y'(0) = 0, y(L) = 0, y'(L) = 0. 
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Figura 3.42 Curva de deflexiones 
para el ejemplo 1 


Podemos resolver la ecuacion diferencial no homogenea en la forma acostumbrada (en- 
contrar y c mediante la observation de que m = 0 es una rafz de multiplicidad cuatro de 
la ecuacion auxiliar m 4 = 0, y determinar entonces una solution particular y p mediante 
coeficientes indeterminados), o simplemente integrar la ecuacion cPylch r 4 = w 0 IEI cuatro 
veces de modo sucesivo. De cualquier forma encontramos que la solution general de la 
ecuacion y = y c + y p es 

y(x) = Ci + c 2 x + c 3 x 2 + c 4 x 3 + J^x 4 . 


Ahora las condiciones y(0) = 0 y y'(0) = 0 dan, a su vez, c, = 0 y c 2 — 0. Mientras que 

W 0 

las condiciones restantes y(L) = 0 y y'(L) = 0 aplicadas a y(x) = c^x 2 + c 4 x 3 + .y 4 

producen las ecuaciones simultaneas 


c 3 L 2 + c 4 L 3 + ——^—L 4 = 0 
3 4 24EI 

, w 0 , 

3 c 3 L + 3 c 4 L 2 + — L 3 = 0. 

6 El 

Cuando se resuelve este sistema resulta c 3 = w 0 L 2 /24EI y c 4 = -w 0 UY2EI. Por lo tanto, 
la deflexion es 


y( x ) 


w 0 L 2 2 WqL 3 w 0 4 

A X I X 

24EI \2El 24 El 


Wq - - 

o . A1 elegir w 0 = 24EI y L = 1, obtenemos la grafica de la 

curva de deflexiones mostrada en la figura 3.42. 


■ Valores propios y funciones propias Muchos problemas aplicados demandan 
resolver un problema en dos puntos de valores en la frontera donde se involucre una 
ecuacion diferencial lineal que contenga un parametro A. Buscamos valores de A para los 
cuales el problema de valores en la frontera tenga soluciones no triviales. 


Ejemplo 2 Soluciones no triviales de un PVF 

Resolver el problema de valores en la frontera 

y" + Ay = 0, y( 0) = 0, y(L) = 0. 

Solution Consideremos tres casos: A =0, A<0yA>0. 

Caso I: Para A = 0, la solution de la ED y" = 0 es y = c x x + c 2 . A1 aplicar las 

condiciones de frontera y(0) = 0 y y(L) = 0 a esta solution se produ¬ 
cen, a su vez, c 2 = 0 y c 3 = 0. Por lo tanto, para A = 0, la unica solution 
del problema de valores en la frontera es la solution trivial y = 0. 

Caso II: Para A < 0, es conveniente escribir A = -a 2 , donde a > 0. Con esta 

nueva notation, la ecuacion auxiliar es m 2 - a 2 = 0 y tiene rafces w, = 

a y m 2 = -a. Debido a que el intervalo donde estamos trabajando es 
finito, elegimos escribir la solution general de y" - a 2 y = 0 en la forma 
hiperbolica y = c 1 cosh ax + c 2 senh ax. De y(0) = 0 vemos que 

y(0) = Ci cosh 0 + c 2 senh 0 = cq • 1 + c 2 ■ 0 = cq 

implica que c 1 = 0. Por lo tanto, y = c 2 senh ax. La segunda condition 
de frontera y{L) = 0 requiere entonces c 2 senh aL = 0. Cuando a A 0, 
senh aL ¥= 0, y por ende estamos obligados a elegir c 2 = 0. Una vez 
mas la unica solution del PVF es la solution trivial y = 0. 


168 


CAPITUL0 3 Ecuaciones diferenciales de orden superior 











Caso III: Para A > 0 escribimos A = a 2 , donde a > 0. La ecuacion auxiliar 
m 2 + a 2 = 0 ahora tiene raices complejas m l = ia y m 2 = -ia, y por lo 
tanto la solution general de la ED y" + ory = 0 es y = c 1 cos ax + c 2 sen 
ax. Como antes, y(0) = 0 produce c t =0 v asf y = c 2 senax Entonces 
y(L) = 0 implica 


c 2 sen aL = 0. 


Si c 2 = 0, entonces necesariamente y = 0. Pero esta vez podemos re- 
querir que c 2 =f= 0 pues sen aL = 0 se satisface siempre que aL sea un 
multiplo entero de 77: 


aL = mr o a 


mr 

- o 

L 



n = 1,2,3,... 


Por lo tanto, cualquier numero real diferente de cero, c 2 , > = c 2 sen(mrx/L) 
es una solution del problema para cada n. Como la ecuacion diferencial 
es homogenea, cualquier multiplo constante de una solution es tambien 
una solution. Entonces podemos tomar simplemente c 2 = 1. En otras 
palabras, para cada numero de la secuencia 

77 2 477 2 9ir 2 

Ai - ~f> A 2 - —jj, A 3 - —jY, 


la funcion correspondiente en la secuencia 

7 t 2tt 3tt 

y 1 = sen— y 2 = sen—, y, = sen—, ..., 

L L L 

es una solucion no trivial del problema original. 

Los numeros A„ = n 2 tt 2 /L 2 , n = 1, 2, 3,... para los cuales el problema de valores en 
la frontera del ejemplo 2 no tiene una solucion trivial se conocen como valores caracte- 
risticos o, mas comunmente, valores propios. Las soluciones que dependen de estos va¬ 
lores de A,„ y n = c 2 senfnirx/L) o simplemente y n = sen(mrx/L), se denominan funciones 
caracterfsticas o funciones propias. 

■ Pandeo de una columna delgada vertical En el siglo xviii, Leonhard Euler fue 
uno de los primeros matematicos en estudiar un problema de valores en la frontera 
cuando analizo como una delgada columna elastica se pandeaba bajo una fuerza axial 
compresiva. 

Considere una columna vertical larga y delgada de corte transversal uniforme y lon- 
gitud L. Digamos que y(x ) denota la deflexion de la columna cuando una fuerza, o carga, 
vertical compresiva P se aplica a su parte superior, como indica la figura 3.43. A1 compa- 
rar los momentos de flexion en cualquier punto a lo largo de la columna obtenemos 

d 2 y 

EI dS = ~ Py ° EI ^ + Py = °’ (5) 



a) b ) 


Figura 3.43 Columna elastica 
pandeandose bajo una fuerza 
compresiva 


donde E es el modulo de Young de la elasticidad e / es el momento de inercia de un corte 
transversal en relation con la linea vertical a traves de su centroide. 


Ejemplo 3 La carga de Euler 

Encontrar la deflexion de una delgada columna homogenea vertical de longitud L sujeta 
a una carga axial constante P si la columna esta articulada en ambos extremos. 

Solucion El problema de valores en la frontera a ser resuelto es 
d 2 y 

EI^ 2 : + Py = 0, y(0) = 0, y{L) = 0. 
dx~ 

Primero observe que y = 0 es una solucion perfectamente buena de este problema. Esta 
solucion tiene una interpretation intuitiva simple: si la carga P no es lo suficientemente 
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XXX 


a) b) c) 

Figura 3.44 Curvas de deflexion 
para las fuerzas compresivas P v 

P*P* 



x x + Ax 

c) 


Figura 3.45 Cuerda rotatoria 
y fuerzas que actuan sobre esta 
cuerda 
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grande, no hay deflexion. Entonces la pregunta es: ^para que valores de P se flexionara 
la columna? En terminos matematicos, ^para que valores de P el problema dado de valo¬ 
res en la frontera posee soluciones no triviales? 

Si se escribe A = PIEI vemos que 

y" + Ay = 0, y(0) = 0, y(L) = 0 

es igual al problema del ejemplo 2. Con base en el caso III de este analisis vemos que las 
curvas de deflexion son y„(x) = c 2 senfmrx/L), que corresponden a los valores propios 
A„ = PJEI = n 2 ir"' 2 IL 2 , n = 1,2, 3,... Ffsicamente, esto significa que la columna se pan- 
deara o flexionara solo cuando la fuerza compresiva sea uno de los valores P n = n 2 Tr 2 EI/L 2 , 
n = 1, 2, 3,... Estas fuerzas diferentes se denominan cargas crfticas. La curva de de¬ 
flexion que corresponde a la carga crftica mas pequena P, = irEHL 2 , denominada carga 
de Euler, es y 2 (x) = c 2 sen (ttx/L) y se conoce como el primer modo de pandeo. 

Las curvas de deflexion del ejemplo 3 que corresponden a n = 1, n = 2 y n = 3 se mues- 
tran en la figura 3.44. Observe que si la columna original tiene alguna clase de restriccion 
fisica encima enx = L/2, entonces la carga crftica mas pequena sera P 2 = 4tt 2 EI/L 2 y la curva 
de deflexion sera como indica la figura 3 .440). Si se ponen restricciones sobre la columna en 
x = LI 3 y en x = 2L/3, entonces la columna no se pandeara sino hasta que se aplique la 
carga crftica P 3 = 9n t 2 EHL 2 y la curva de deflexion sea como ilustra la figura 3.44c). Vea 
el problema 25 en los ejercicios 3.9. 

■ Cuerda rotatoria La ecuacion diferencial lineal simple de segundo orden 

y" + Ay = 0 (6) 

ocurre una y otra vez como un modelo matematico. En la seccion 3.8 vimos la expresion 
(6) en las formas d 2 x/dt 2 + ( k/m)x = 0 y cfqldt 2 + ( ULC)q = 0 como modelos del movi- 
miento armonico simple de un sistema resorte-masa y de la respuesta armonica simple 
de un circuito en serie, respectivamente. Cuando en (5) el modelo para la deflexion de 
una columna delgada se escribe como d^/dx 2 + ( P/EI)y = 0 resulta evidente que es el 
mismo que (6). Una vez mas encontramos la ecuacion basica (6) en esta seccion: como 
un modelo que define la curva de deflexion o la forma y(x) asumida por una cuerda rota¬ 
toria. La situacion fisica es semejante a cuando dos personas sostienen una cuerda para 
saltar y la giran de manera sincronizada. Vea la figura 3.45 en las partes a) y b). 

Suponga que una cuerda de longitud L y densidad lineal constante p (masa por uni- 
dad de longitud) se estira a lo largo del eje x y se fija en x = 0 y x = L. Asuma que la 
cuerda gira entonces en relacion con ese eje a velocidad angular constante to. Considere 
un tramo de la cuerda en el intervalo [x, x + Ax], donde Ax es pequeno. Si la magnitud 
T de la tension T, la cual actua de manera tangencial a la cuerda, es constante a lo largo 
de la cuerda, entonces la ecuacion diferencial deseada se puede obtener al igualar las 
dos diferentes formulaciones de la fuerza neta que actua sobre la cuerda en el intervalo 
[x, x + Ax]. Primero, a partir de la figura 3.45c) vemos que la fuerza vertical neta es 

F = T sen 9 2 -T sen (7) 

Cuando los angulos d, y d 2 (medidos en radianes) son pequenos, tenemos sen 0 2 ~ tan d 2 y 
sen 6 l ~ tan rij. Ademas, como tan 0 2 y tan 8 l son, a su vez, pendientes de las lineas que 
contienen los vectores T 2 yT 1 , tambien podemos escribir 

tan 0 2 = y'(x + Ax) y tan 0! = y'(x). 

Por lo tanto, (7) se convierte en 

F ~ r[y'(x + Ax) -y'(x)]. (8) 

Segundo, podemos obtener una forma diferente de esta misma fuerza neta mediante la 
segunda ley de Newton, F = ma. Aquf la masa de la cuerda en el intervalo es m = pAx; 
la aceleracion centripeta de un cuerpo que gira con velocidad angular a> en un circulo de 
radio r es a = ror. Con Ax pequena tomamos r = y. Por lo tanto, la fuerza neta vertical 
tambien es aproximada por 

F ~ -(pAx)yor, (9) 
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donde el signo menos proviene de que la aceleracion apunta en direccion opuesta a la 
direccion positiva y. Ahora, al igualar (8) y (9) tenemos 

cociente de diferencias 
y'(x + Ax) - y'(x) 

T[y'{x + Ax) - y'{x)\ = ~(pAx)yco 2 o T + pw 2 y = 0. (10) 

Para Ax cercano a cero, el cociente de diferencias en (10) es aproximadamente la segun- 
da derivada d 2 y/dx 2 . Finalmente llegamos al modelo 

d 2 y 

T— + p(o-\>= 0. (11) 

dxr 

Dado que la cuerda esta anclada en sus extremos x = 0 y x = L, esperamos que la so¬ 
lution y(x) de la ecuacion (11) tambien satisfaga las condiciones de frontera y(0) = 0 v 
y(L) = 0. 


Comentarios 


i) En la section 12.5, abordaremos con mayor detalle el tema de valores propios y 
funciones propias para ecuaciones diferenciales lineales de segundo orden. 

ii) Los valores propios no siempre son tan faciles de encontrar como en el ejemplo 
2; es probable que tenga que aproximar rafces de ecuaciones tales como tan x = -x 
o cos x cosh x = 1. Vea los problemas 34 a 38 en los ejercicios 3.9. 

iii) Las condiciones de frontera pueden llevarnos a un sistema algebraico homoge- 
neo de ecuaciones lineales donde las incognitas sean los coeficientes c, en la solu¬ 
tion general de la ED. Tal sistema siempre es consistente, pero con el fin de obtener 
una solution no trivial (en el caso de que el nurnero de ecuaciones sea igual al de 
incognitas) debemos tener la determinante de los coeficientes igual a cero. Vea los 
problemas 19 y 20 en los ejercicios 3.9. 


EJERCICIOS 3.9 Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-7. 


Deflexion de una viga 

En los problemas 1 a 5 resuelva la ecuacion (4) sujeta a las 
condiciones de frontera apropiadas. La viga tiene longitud L y 
Wq es una constante. 

1. a) La viga esta embebida en su extremo izquierdo y 

libre en su lado derecho, y w(x) = w 0 , 0 < x < L. 

b) Use una herramienta de graficacion para trazar la 
curva de deflexion cuando w 0 = 24 El y L = 1. 

2. a) La viga esta simplemente apoyada en ambos extre¬ 

mos, y w(x) = w 0 , 0 < x < L. 
b ) Use una herramienta de graficacion para trazar la 
curva de deflexion cuando w 0 = 24 El y L = 1. 

3. a) La viga esta embebida en su extremo izquierdo y 

simplemente apoyada en su extremo derecho, y w(x) 
= w 0 , 0 < x < L. 

b) Use una herramienta de graficacion para trazar la 
curva de deflexion cuando w 0 = 4877 y L = 1. 

4. a) La viga esta embebida a su izquierda y apoyada 

simplemente en su extremo derecho, y w(x) = w 0 
sen (t tx/L), 0 < x < L. 

b ) Use una herramienta de graficacion para trazar la 
curva de deflexion cuando w 0 = 2 tt 2 EI v 7=1. 


c) Use la aplicacion de un CAS para encontrar rafces 
(o calculadora grafica) y en la grafica de la parte b) 
aproxime el punto donde ocurre la deflexion maxi¬ 
ma. oCual es la deflexion maxima? 

5. a) La viga esta simplemente apoyada en ambos extre¬ 

mos, y w(x) = WoX, 0 < x < L. 

b) Use una herramienta graficadora para trazar la curva 
de deflexion cuando w 0 = 367/ y L = 1. 

c) Use la aplicacion de un CAS para encontrar rafces 
(o calculadora grafica) y en la grafica de la parte b) 
aproxime el punto donde ocurre la deflexion maxi¬ 
ma. ^Cual es la deflexion maxima? 

6. a ) Encuentre la deflexion maxima para la viga en vola- 

dizo del problema 1. 

b) ^Como se compara la deflexion maxima de una viga 
de la mitad de largo con el valor calculado en la 
parte a)? 

c) Encuentre la deflexion maxima de la viga simple¬ 
mente apoyada del problema 2. 

d) ( ;,C6mo se compara la deflexion maxima de la viga 
apoyada simplemente, y calculada en la parte c), 
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con el valor de la deflexion maxima de la viga em- 
bebida del ejemplo 1? 

7. Una viga en voladizo de longitud L esta embebida en 
su extremo derecho, y en su extremo libre se aplica una 
fuerza tensora de P libras. Cuando el origen es tornado 
en su extremo libre, como indica la figura 3.46, se puede 
mostrar la deflexion y(x) de la viga para satisfacer la 
ecuacion diferencial 

Ely" = Py - w(x)* 

Encuentre la deflexion de la viga en voladizo si w(x) = 
t%x, 0 <x<L,y y(0) = 0, y'(L) = 0. 


y 




* L * 



X 


p 

1 

/ w 0 x 


O X 

X 


Figura 3.46 Deflexion de una viga en voladizo, problema 7 

8. Cuando una fuerza compresiva y no una tensora se apli¬ 
ca al extremo libre de la viga del problema 7, la ecua¬ 
cion diferencial de la deflexion es 

Ely" = -Py - w(x)|. 

Resuelva esta ecuacion si w(x) = WqX, 0 < x < L y 
v(0) = 0, y'(L) = 0. 


Valores propios y funciones propias 

En los problemas 9 a 18 encuentre los valores propios y las fun¬ 
ciones propias para el problema de valores en la frontera dado. 

9. y" + Ay = 0, y(0) = 0, y(ir) = 0 

10. y" + Ay = 0, y'(0) = 0, y(ir/4) = 0 

11. y" + Ay = 0, y(0) = 0, y(L) = 0 

12. y" + Ay = 0, y(0) = 0, y'(ir/2) = 0 

13. y" + Ay = 0, y'(0) = 0, yO) = 0 

14. y" + Ay = 0, y( — n) = 0, y(7r) = 0 

15. y" +2y' + (A + l)y = 0, y(0) = 0, y(5) = 0 

16. y" + (A + l)v = 0, y'(0) = 0, y'(l) = 0 

17. x 2 y" + xy' + Ay = 0, y(l) = 0, y(e n ) = 0 

18. x 2 y" + xy’ + Ay = 0, y'(c _1 ) = 0, y(l) = 0 

En los problemas 19 y 20 encuentre los valores propios y las 
funciones propias para el problema de valores en la frontera 
dado. Considere solo el caso A = a 4 , a > 0. 

19. y (4) - Ay = 0, y(0) = 0, y"(0) = 0, 

y(l) = 0, y"(l) = 0 

20. y (4) - Ay = 0, y'(0) = 0, y"'(0) = 0, 

y(7r) = 0, y"(7r) = 0 


Pandeo de una columna delgada 

21. Considere la figura 3.44. ^Donde se deben colocar las 
restricciones ffsicas sobre la columna si deseamos que 
la carga critica sea P 4 1 Trace la curva de deflexion que 
corresponda a esta carga. 

22. Las cargas crfticas de las columnas delgadas dependen de 
las condiciones de los extremos de las columnas. En el 
ejemplo 3, el valor P l de la carga de Euler se derivo bajo el 
supuesto de una columna articulada en ambos extremos. 
Suponga que una columna delgada homogenea vertical 
esta embebida en su base (x = 0) y libre en su parte superior 
(x = L),y que una carga axial constante P se aplica sobre su 
extremo libre. Esta carga ocasiona una pequena deflexion 
S como ilustra la figura 3.47, pero no la causa. En cual- 
quier caso, la ecuacion diferencial para la deflexion _y(x) es 

d 2 y 

El—-y + Py = P8. 

dx 2 7 


a) ( ;,Cual es la deflexion pronosticada cuando 8 = 0? 

b) Cuando 8 # 0, demuestre que la carga de Euler para 
esta columna es un cuarto de la carga de Euler para la 
columna articulada del ejemplo 3. 



x = 0 


y 


Figura 3.47 Deflexion de una 
columna vertical, problema 22 


23. Tal como se menciono en el problema 22, la ecuacion 
diferencial (5) que rige la deflexion y(x) de una columna 
elastica sujeta a una fuerza axial compresiva constante P 
es valida solo cuando los extremos de la columna estan 
articulados. En general, la ecuacion diferencial que rige 
la deflexion de la columna esta dada por 


a P 

dx 2 V 


( d 2 y 

I El — 


dx 2 


+ P 


d 2 y 

dx 2 


= 0 . 


Asuma que la columna es uniforme (El es una constante) 
y tiene los extremos articulados. Demuestre que la solu- 
cion de esta ecuacion diferencial de cuarto orden sujeta a 
las condiciones de frontera y(0) = 0, y"(0) = 0, y(L) = 0, 
y"(L) = 0 es equivalente al analisis del ejemplo 3. 

24. Suponga que una columna elastica delgada uniforme esta 
articulada en el extremo x = 0 y embebida en el extremo 
x = L. 


a) Use la ecuacion diferencial de cuarto orden dada en 
el problema 23 para encontrar los valores propios 
A„, las cargas crfticas P,„ la carga de Euler P x y las 
deflexiones y„(x). 

b ) Use una herramienta de graficacion para trazar el 
primer modo de pandeo. 
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Cuerda rotatoria 

25. Considere el problema de valores en la frontera intro- 
ducido en la construction del modelo matematico para 
representar la forma de una cuerda rotatoria: 
d 2 y 

T d^ + PC ° 2y = °’ ^ = °’ = °' 


Para las constantes T y p defina las velocidades crfticas 
de rotacion angular u>„ como los valores de a> para los 
cuales el problema de valores en la frontera tenga solu- 
ciones no triviales. Encuentre las velocidades criticas u>„ 
y las deflexiones correspondientes y„(x). 

26. Cuando la magnitud de la tension T no es constante, en- 
tonces el modelo para la curva de deflexion o forma y(x) 
que asume una cuerda rotatoria esta dado por 


d 

dx 



+ pu> 2 y = 0. 


Suponga que 1 < x < e y T(x) = x 2 . 

a) Si y(l) = 0, y(e) = 0 y pur > 0.25 demuestre que 
las velocidades criticas de la rotacion angular son u> n = 


1 

2 


V(4 n 2 Tr 2 + l)/py las deflexiones correspondien¬ 


tes son 


y„(x) = c 2 x 1,/2 sen(n7rln.r), n = 1, 2, 3,... . 

b) Use una herramienta de graficacion para trazar las 
curvas de deflexion en el intervalo [1, e] para n = 1, 
2, 3. Elija c 2 = 1. 


Problemas diversos de valores en la frontera 

27. Temperatura en una esfera Considere dos esferas de 
radios concentricos r = a y r = b, a < b. Vea la figura 
3.48. En la region localizada entre las esferas, la tempe¬ 
ratura u(r) se determina a partir del problema de valores 
en la frontera 



Figura 3.48 Esferas concentricas para el problema 27 


28. Temperatura en un anillo La temperatura u(r ) en el 
anillo circular mostrado en la figura 3.49 se determina a 
partir del problema de valores en la frontera 


d 2 u du 

r —r -I-= 0, 

dr dr 


i(a) = u 0 , u(b) = 


n, 


donde u 0 y m, son constantes. Muestre que 



Problemas de analisis 

29. Movimiento armonico simple El modelo nix" + kx = 0 
para el movimiento armonico simple, analizado en la 
section 5.1, puede relacionarse con el ejemplo 2 de esta 
section. 

Considere un sistema resorte-masa libre no amorti- 
guado para el cual la constante del resorte es, digamos, 
k = 10 lb/ft. Determine las masas m n que puedan sujetar- 
se al resorte de manera que cuando cada masa se libere 
en la position de equilibrio en t = 0 con velocidad dife- 
rente de cero v 0 , pase por la position de equilibrio en t = 
1 segundo. ^Cuantas veces atravesara cada masa m n la 
position de equilibrio en el intervalo de tiempo 0 < t < 1 ? 

30. Movimiento amortiguado Asuma que el modelo para 
el sistema resorte-masa presentado en el problema 29 se 
reemplaza por mx" + 2x' + kx = 0. En otras palabras, el 
sistema es libre pero esta sujeto a un amortiguamiento 
numericamente igual al doble de la velocidad instantanea. 
Con las mismas condiciones iniciales y la constante del 
resorte del problema 29, investigue si puede encontrarse 
una masa m que pase por el punto de equilibrio en t = 1 
segundo. 

En los ejercicios 31 y 32 determine si es posible encontrar los 
valores v 0 y y, (problema 31) y valores de L > 0 (problema 32) 
de manera que el problema de valores en la frontera dado tenga 
a) precisamente una solution no trivial, b) mas de una solu¬ 
tion, c) ninguna solution, d) la solution trivial. 

31. y" + 16v = 0, y(0) = y 0 , y(ir/2) = y l 

32. y" + 16y = 0, y(0) = 1, y(L) = 1 

33. Considere el problema de valores en la frontera 

y" + Ay = 0, y(-i7) = v(tt), y'(-u) = y'( tt). 

a) El tipo de condiciones de frontera especificadas se 
denomina condiciones periodicas de frontera. 
Proporcione una interpretation geometrica de estas 
condiciones. 

b) Encuentre los valores propios y las funciones pro- 
pias del problema. 

c) Use una herramienta de graficacion para trazar al- 
gunas de las funciones propias. Verifique su inter¬ 
pretation geometrica de las condiciones de frontera 
dadas en la parte a). 


3.9 Modelos Lineales: problemas de valores en La frontera 


173 









34. Demuestre que los valores y funciones propios de un 
problema de valores en la frontera 

y" + Ay = 0, y(0) = 0, y(l) + v'(l) = 0 
son A„ = a 2 n y y n = sen a„x, respectivamente, donde 
a n , n = 1, 2, 3, . . . son las rafces positivas consecutivas 
de la ecuacion tan a = —a. 

Tareas para el laboratorio de computo 

35. Use un CAS para trazar las graficas y demostrar que la 
ecuacion tan a = —a del problema 34 tiene un numero 
infinito de rafces. Explique por que se pueden ignorar las 
rafces negativas de la ecuacion. Tambien, 6 por que A = 0 


no es un valor propio aunque a = 0 sea una solucion 
evidente de la ecuacion tan a = — a? 

36. Use la aplicacion apropiada de un CAS para encontrar 
rafces y aproximar los primeros cuatro valores propios 
A,, A 2 , A 3 y A 4 para el BVP del problema 34. 

En los problemas 37 y 38 encuentre los valores propios y las 
funciones propias del problema de valores en la frontera dado. 
Utilice un CAS para aproximar los primeros cuatro valores 
propios A b A 2 , A 3 y A 4 . 

37. y" + Ay = 0, y(0) = 0, y(l) - §y'(l) = 0 

38. y (4) - Ay = 0, y(0) = 0, y'(0) = 0, y(l) = 0, y'(l) = 0 
[Sugerencia: Considere solo A = a 4 , a > 0.] 


3.10 Modelos no lineales 


■ Introduccion En esta seccion examinamos varios modelos matematicos no lineales 
de orden superior. Podemos resolver algunos de estos modelos empleando el metodo de 
sustitucion presentado en la pagina 146. En ciertos casos, cuando el modelo no se puede 
resolver, mostramos como una ecuacion diferencial no lineal puede reemplazarse por 
una ecuacion diferencial lineal mediante un proceso llamado linealizacion. 


■ Resortes no lineales 

seccion 3.8 tiene la forma 


El modelo matematico ilustrado en la expresion (1) de la 



+ F(x) = 0, 


( 1 ) 


donde F (x) = kx. Dado que x denota el desplazamiento de la masa desde su posicion 
de equilibrio, F (x) = kx es la ley de Hooke, es decir, la fuerza ejercida por el resorte 
que tiende a restaurar la masa a su posicion de equilibrio. Un resorte que actua bajo una 
fuerza de recuperacion F (x) = kx se denomina, de modo natural, resorte lineal. Pero los 
resortes rara vez son perfectamente lineales. Dependiendo de como esten construidos y 
del material usado, un resorte puede variar de “blando” o suave hasta “rfgido” o duro, de 
manera que su fuerza de recuperacion puede variar desde algo baja hasta cierta magnitud 
situada por encima de lo que establece la ley lineal. En el caso del movimiento libre, si 
asumimos que un resorte no sujeto a degradation posee algunas caracterfsticas lineales, 
entonces podrfa ser razonable suponer que la fuerza de recuperacion F(x) de un resorte 
es proporcional, digamos, al cubo del desplazamiento x de la masa mas alia de su posi¬ 
cion de equilibrio, o que F (x) es una combination lineal de potencias del desplazamien¬ 
to como las dadas por la funcion no lineal F (x) = kx + Aqx 3 . Un resorte cuyo modelo 
matematico incorpora una fuerza de recuperacion, tal como 

d 2 x 

m —y + kx + /qx 3 = 0, (2) 


d 2 x , 
m —y + kx = 0 
dt 2 


dt 2 


se denomina resorte no lineal. Ademas, examinamos modelos matematicos en los 
cuales el amortiguamiento impartido al movimiento era proporcional a la velocidad 
instantanea dxldi, y la fuerza de recuperacion de un resorte estaba dada por la funcion 
lineal F (x) = kx. Pero estos eran simplemente supuestos; en situaciones mas realistas, el 
amortiguamiento podrfa ser proporcional a alguna potencia de la velocidad instantanea 
dxldt. La ecuacion diferencial no lineal 



+ P 


dx 

-f kx — 0 

dt 


(3) 


es un modelo de un sistema resorte-masa libre con amortiguamiento proporcional al 
cuadrado de la velocidad. Podemos visualizar entonces otro tipo de modelos: amortigua¬ 
miento lineal y fuerza de recuperacion no lineal, amortiguamiento no lineal y fuerza de 
recuperacion no lineal, y asf sucesivamente. El punto es, las caracterfsticas no lineales 
de un sistema ffsico llevan a un modelo matematico no lineal. 


174 


CAPITUL0 3 Ecuaciones diferenciales de orden superior 







Observe en (2) que tanto F(x) = foe 3 como F(x ) = kx + k x x 2 son funciones impares 
de x. Para saber por que una funcion polinomial que contiene solo potencias impares de 
x ofrece un modelo razonable para la fuerza de recuperacion, expresemos F como una 
serie de potencias centrada en la position de equilibrio x = 0: 

F(x) = c 0 + + CjX 2 + c 3 x 3 + • • ■. 


Cuando los desplazamientos de x son pequenos, los valores de x n son insignificantes 
para una n lo bastante grande. Si truncamos la serie de potencias en, digamos, el termino 
cuarto, entonces 


Fix) = c 0 + c t x + c 2 xr + C3X 3 . 


Con el fin de que las fuerzas localizadas en x > 0 (F(x) = c 0 + c x x + c 2 x 2 + c 3 x 3 ) y 
-x < 0 (F(-x) = c 0 - c t x + C 2 X 2 - c 3 x 3 ) tengan igual magnitud pero actuen en direccio- 
nes opuestas, debemos tener F(-x) = -Fix). Como esto significa que F es una funcion 
impar, debemos tener c 0 = 0 y c 2 = 0, y por lo tanto Fix) = f,x + c 3 x 3 . Hemos usado 
solamente los primeros dos terminos de la serie, el mismo argumento produce la funcion 
lineal F(x) = c^x. Para fines de analisis escribiremos = k y c 2 = k x . Se dice que una 
fuerza de recuperacion con potencias mixtas como Fix) = kx + fox 2 , y las vibraciones 
correspondientes, es asimetrica. 

I Resortes suaves y duros Veamos con detenimiento la ecuacion (1) para el caso en 
que la fuerza de recuperacion esta dada por F (x) = kx + fox 3 , k > 0. Se dice que el resorte 
es duro si fo > 0 y suave si fo < 0. Las graficas de tres tipos de fuerzas de recuperacion 
aparecen en la figura 3.50. El siguiente ejemplo ilustra estos dos casos especiales de la 
ecuacion diferencial m d 2 x/dt 2 + kx + fojt 3 = 0 , m > 0 , k > 0 . 


Ejemplo 1 Comparacion de resortes duros y suaves 

Las ecuaciones diferenciales 



d 2 x , 

—7 + x + x = 0 
dt 2 

(4) 

y 

O 

II 

m 

H 

1 

H 

+ 

0*: M 

(5) 


son casos especiales de las expresiones ( 2 ) y modelos de resorte duro y resorte suave, 
respectivamente. La figura 3.51a) muestra dos soluciones de (4) y la figura 3.5 lb) dos 
soluciones de (5) obtenidas con ayuda de un programa de solucion numerica. Las cur- 
vas mostradas en negro son soluciones que satisfacen las condiciones iniciales x( 0 ) = 
2, x'(0) = -3; las dos curvas a color son soluciones que satisfacen x(0) = 2, x'(0) = 0. 
Estas curvas de solucion, sin lugar a dudas, sugieren que en el resorte duro el movimien- 
to de una masa es oscilatorio, mientras el movimiento de una masa en el resorte suave no 
lo es. Pero debemos ser cuidadosos cuando formulemos conclusiones basadas en un par 
de curvas de solucion. En el capftulo 11 obtendremos un panorama mas completo sobre 
la naturaleza de las soluciones de estas dos ecuaciones. 

I Pendulo no lineal Cualquier objeto que se balancee hacia delante y hacia atras se 
denomina pendulo fisico. El pendulo simple es un caso especial del pendulo fisico y 
consiste en una barra de longitud l a la cual se le une una masa m en un extremo. Cuando 
se describe el movimiento de un pendulo simple en un piano vertical, hacemos supuestos 
simplificadores acerca de que la masa de una barra es insignificante y de que no estan 
actuando sobre el sistema fuerzas conductoras ni amortiguadoras. En la figura 3.52 se 
muestra el desplazamiento del angulo 6 del pendulo medido desde la vertical, y se consi- 
dera positivo cuando se mide hacia la derecha de OP y negativo al medirlo a la izquierda 
de OP. Ahora recuerde que el arco 5 de un cfrculo de radio I esta relacionado con el angu¬ 
lo central 0 mediante la formula s = Id. Por lo tanto, la aceleracion angular es 

d 2 s d 2 0 
a = —x = l —x. 



Figura 3.50 Resortes suaves y 
duros 



a) Resorte duro 



b) Resorte suave 


Figura 3.51 Curvas de solucion 
numerica 
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De la segunda ley de Newton tenemos 



Figura 3.52 PenduLo simple 



Figura 3.53 Curvas solucion 
numericas en a); pendulo osdlante 
en b); pendulo giratorio en c) 


F = ma = ml — ir. 

dt 2 

En la figura 3.52 vemos que la magnitud del componente tangencial de la fuerza debida 
al peso W es mg sen 0. En direccion, esta fuerza es -mg sen 0, dado que apunta hacia la 
izquierda para 9 > 0 y hacia la derecha para 9 < 0. Igualamos las dos versiones diferentes 
de la fuerza tangencial para obtener ml d 2 9/dt 2 = -mg sen 9 o 

d 2 9 g 

—r + —send = 0. (6) 

dr l 


H Linealizacion Debido a la presencia de sen 9 , el modelo presentado en (6) es no 
lineal. En un intento por entender el comportamiento de las soluciones de las ecuaciones 
diferenciales no lineales de orden superior, a veces pretendemos simplificar el problema 
al reemplazar los terminos no lineales por ciertas aproximaciones. Por ejemplo, las se¬ 
ries de Maclaurin para sen 9 estan dadas por 

0 3 0 5 

sen# = 9 -1-•••, 

3! 5! 

y, por lo tanto, si usamos la aproximacion sen 0 — 9 - 076 la ecuacion (6) se convierte en 
d 2 9/df + ( g/l)9 + ( g/6l)9 3 = 0. Observe que esta ultima ecuacion es la misma que la 
segunda ecuacion lineal dada en (2) con m = 1, k = gll y k x = -g/61. No obstante, si asu- 
mimos que los desplazamientos 9 son lo bastante pequenos como para justificar usando 
el reemplazo sen 9 — 9, entonces (6) se transforma en 


d 2 6 g 
-— + -9 = 0. 
dr l 


(7) 


Vea el problema 14 en los ejercicios 3.10. Si establecemos to 2 = g/l reconocemos a (7) 
como la ecuacion diferencial (2) de la seccion 3.8 que es el modelo para vibraciones 
libres no amortiguadas de un sistema resorte-masa lineal. En otras palabras, (7) es nue- 
vamente la ecuacion lineal basica y" + X. = 0 analizada en la pagina 168 de la seccion 
3.9. En consecuencia, decimos que la ecuacion (7) es una linealizacion de la ecuacion (6). 
Dado que la solucion general de (7) es 9(f) = cq cos a> t + c 2 sen cot, esta linealizacion 
sugiere que para condiciones iniciales sensibles a oscilaciones pequenas, el movimiento 
del pendulo descrito en (6) sera periodico. 


Ejemplo 2 Dos problemas de valor inicial 

Las graficas de la figura 3.53a) se obtuvieron con ayuda de un programa de solucion 
numerica y representan curvas solucion de la ecuacion (6) cuando or = 1. La curva a 
color representa la solucion de (6) que satisface las condiciones iniciales 0(0) = 0'(O) 

= \ y la curva negra es la solucion de (6) que satisface las condiciones iniciales 0(0) = 
2 , 0'(0) = 2. La curva a color representa una solucion periodica: el pendulo oscila hacia 
atras y hacia delante como ilustra la figura 3.53 b) con amplitud aparente A < 1. La curva 
negra muestra que 0 aumenta sin lhnite conforme el tiempo aumenta: el pendulo, a partir 
del mismo desplazamiento inicial, tiene velocidad inicial de magnitud lo suficientemente 
grande como para llegar a la parte superior; en otras palabras, el pendulo esta oscilando 
alrededor de su pivote segun muestra la figura 3.53c). En ausencia de amortiguamiento, 
en cada caso el movimiento continua de manera indefinida. 

■ Cables de telefono La ecuacion diferencial de primer orden 

dy _ W 
dx 7’j 

es la ecuacion (17) de la seccion 1.3. Esta ecuacion diferencial, establecida con ayuda 
de la figura 1.26, pagina 27, sirve como un modelo matematico para la forma de un 
cable flexible cuando sostiene una carga vertical y esta suspendido entre dos soportes 
verticales. En los ejercicios 2.2, quiza usted haya resuelto esta ED simple bajo el su- 
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puesto de que la carga vertical sostenida por los cables de un puente suspendido era el 
peso de una superficie horizontal de carretera distribuida uniformemente a lo largo del 
eje x. Con W = pw, p el peso por unidad de longitud de la carretera, la forma de cada 
cable sostenido entre los soportes verticales se vuelve parabolica. Ahora estamos en po¬ 
sition de determinar la forma de un cable flexible uniforme que cuelga por efecto de su 
propio peso, tal como un cable tendido entre dos postes telefonicos. La carga vertical es 
ahora el propio cable y, por lo tanto, si p es la densidad lineal del cable (medida, diga- 
mos, en lb/ft) y s es la longitud del segmento P X P 2 ilustrado en la figura 1.26, entonces 
W = ps. Por lo tanto, 


dy ps 
dx 7j 


( 8 ) 


Dado que la longitud de arco entre los puntos P l y P 2 esta dada por 



del teorema fundamental del calculo se deduce que la derivada de (9) es 



(9) 


( 10 ) 


A1 diferenciar (8) con respecto a x y aplicar (10) obtenemos la ecuacion de segundo orden 

(ID 


d 2 y 

dx 2 


p ds 
7) dx 


£j 1 + m 

dx" 7\ V \dxj 


En el ejemplo siguiente, resolvemos (11) y mostramos que la curva asumida por el 
cable suspendido es una catenaria. Antes de seguir observe que la ecuacion diferencial 
de segundo orden (11) es una de esas ecuaciones con la forma F(x, y', y") = 0 analizada 
en la section 3.7. Recuerde que tenemos oportunidad de resolver una ecuacion de este 
tipo si reducimos el orden de la ecuacion mediante la sustitucion u = y'. 


Ejemplo 3 Un problema de valor inicial 

En la figura 1.26, a partir de la position del eje y puede advertirse que las conditio¬ 
ns iniciales asociadas con la ecuacion diferencial de segundo orden dada en (11) son 
v(0) = a y y'(0) = 0. Si sustituimos u = y', la ultima ecuacion de (11) se convierte en 
du p / -» 

— = —V1 + u . A1 separar las variables, 
dx 7j 


du 

. y/1 + u 2 



resulta en senh l u 


P , 

—X + Ci. 

7j 


Ahora, y'(0) = 0 es equivalente a u( 0) = 0. Dado que senh *0 = 0, encontramos c x = 0 
y, por lo tanto, u = senh (px/Tp. Por ultimo, al integrar ambos lados de 


dy p T x p 

— = senh — x obtenemos y = — cosh —% + cx. 
dx 7j f> 7j 


Mediante y(0) = a, cosh 0 = 1, la ultima ecuacion implica c 2 = a - T x /p. Por lo tanto, 
vemos que la forma del cable colgante esta dada por y = (7j/p) cosh(pv/7j) + a — T x /u>. □ 


En el ejemplo 3, si fuimos lo bastante cuidadosos al elegir a = 7j/p, entonces la solu¬ 
tion del problema habra sido simplemente el coseno hiperbolico y = (7j/p) cosh (px/'l] ). 
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Figura 3.54 La distanda hasta el 
cohete es grande en comparacion 
con R 


I Movimiento de un cohete En la section 1.3 vimos que la ecuacion diferencial de 
un cuerpo en cafda libre, y de masa m, cerca de la superficie de la Tierra esta dada por 

d 2 s 


d 2 s 

= —mg o simplemente 


, 


donde s representa la distancia desde la superficie de la Tierra hasta el objeto, y la di¬ 
rection positiva se considera ascendente. En otras palabras, aqui el supuesto basico es 
que la distancia s hasta el objeto es pequena cuando se le compara con el radio R de la 
Tierra; dicho de otra forma, la distancia y desde el centra de la Tierra hasta el objeto es 
casi la misma que R. Si, por otro lado, la distancia y hasta un objeto, como un cohete o 
una sonda espacial, es grande en comparacion con R, entonces combinamos la segunda 
ley de Newton para el movimiento y su ley de la gravitation universal para derivar una 
ecuacion diferencial en la variable y. 

Suponga que se lanza un cohete verticalmente hacia arriba desde el suelo, como ilus- 
tra la figura 3.54. Si la direction positiva es ascendente y se ignora la resistencia del aire, 
entonces la ecuacion diferencial de movimiento despues de la quema de combustible es 


m —7 = k 
dt 2 


Mm 

T 


cfy M 

f 


( 12 ) 


donde k es una constante de proporcionalidad, y es la distancia desde el centra de la 
Tierra hasta el cohete, M es la masa de la Tierra y m la masa del cohete. Para determinar 
la constante k, aplicamos el hecho de que cuando y = R, kMmIR 2 = mg ok = gR 2 /M. Por 
lo tanto, la ultima ecuacion dada en ( 12 ) se convierte en 

d 2 y _ R 2 

S V ( 13 ) 


Yea el problema 14 en los ejercicios 3.10. 


I Masa variable En el analisis anterior, advierta que describimos el movimiento del 
cohete despues de que ha quemado todo su combustible, cuando presumiblemente su 
masa m es constante. Por supuesto, durante su ascenso con combustible, la masa total del 
cohete vana a medida que el combustible se consume. La segunda ley del movimiento, 
desarrollada originalmente por Newton, establece que cuando un cuerpo de masa m atra- 
viesa un campo de fuerza a velocidad v, la tasa de cambio de la cantidad de movimiento 
del cuerpo mv es igual a la fuerza F neta o aplicada que actua sobre el cuerpo: 


F = 



(14) 


Si m es constante, entonces (14) produce la mas familiar forma F = mdvldt = ma, donde 
a es la aceleracion. Usamos la forma de la segunda ley de Newton dada en (14) en el 
siguiente ejemplo, en el cual la masa m del cuerpo es variable. 


Ejemplo 4 Cadena jalada hacia arriba por una fuerza constante 

Una cadena uniforme de 10 pies de longitud esta enrollada holgadamente en el suelo. 
Un extremo de la cadena es jalado de manera vertical hacia arriba mediante una fuerza 
constante de 5 libras. La cadena pesa 1 libra por pie. Determinar la altura del extremo 
situado por encima del suelo en el tiempo t. Vea la figura 1.36 y el problema 21 en los 
ejercicios 1.3. 

Solution Supongamos que x = x(i) denota la altura del extremo de la cadena en el aire 
en el tiempo t, v = dx/dt , y que la direction positiva es ascendente. Para ese tramo de la 
cadena en el aire en el tiempo t, contamos con las siguientes cantidades variables: 

peso: W = (xft) • (1 lb/ft) = x 
masa: m = W/g = x/32, 
fuerza neta: F = 5- W= 5-x. 
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Por lo tanto, a partir de (14) tenemos, 


d 

dt 



= 5 — x o 



Regia del producto 

dx 

+ v — = 160 — 32x. 
dt 


( 15 ) 


Puesto que v = dxldt, la ultima ecuacion se convierte en 

(fy ( dx V 

+ U) + 32jc=16 °- < 16) 

La ecuacion diferencial no lineal de segundo orden (16) tiene la forma F(x, x ', x") 
= 0, la cual es la segunda de las dos formas consideradas en la seccion 3.7 que posi- 
blemente se pueden solucionar mediante reduccion de orden. Con el fin de resolver 
(16), regresamos a (15) y usamos v = x' junto con la regia de la cadena. Con base 
dv dv dx dv 

en — =-= v — la segunda ecuacion en (15) puede escribirse de nuevo como 

dt dx dt dx 


xv -b v 2 = 160 — 32x. (17) 

dx 

A simple vista (17) podrfa parecer diffcil, dado que no puede caracterizarse como nin- 
guna de las ecuaciones de primer orden resueltas en el capftulo 2. No obstante, si (17) se 
escribe de nuevo en la forma diferencial M(x, v)dx + Nix, v)dv = 0, observamos que la 
ecuacion inexacta 


(v 2 + 32x- \60)dx + xvdv = 0 (18) 

se puede transformar en una ecuacion exacta al multiplicarla por un factor de integra¬ 
tion* Cuando (18) se multiplica por fi(x) = x, la ecuacion resultante es exacta (verifi- 
quelo). Si identificamos df/dx = xv 2 + 32j r - 160x, df/dv = x 2 v, y despues procedemos 
como en la seccion 2.4, llegamos a 

1 - , 32 , , 

— x"v~ H- x 3 — 80x 2 = Ci. (19) 

2 3 


De la condicion inicial x(0) = 0 se deduce que c t = 0. Ahora, al resolver ^x 2 v 2 + y x 3 
- 80x 2 = 0 para v = dxldt > 0 obtenemos otra ecuacion diferencial. 


dx 

dt 



que se puede resolver por separacion de variables. El lector debera verificar si 




t + c 2 . 


( 20 ) 


Esta vez la condicion inicial x(0) = 0 implica c 2 = -3 VTo/8. Por ultimo, si elevamos 
al cuadrado ambos lados de (20) y resolvemos para x llegamos al resultado que busca- 
bamos, 


x(t) 




( 21 ) □ 


Vea el problema 15 en los ejercicios 3.11. 


*Consulte la pagina 64 en la seccion 2.4. 
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EJERCICIOS 3.10 Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-7. 


Al maestro 

Ademas de los problemas 24 y 25, todos o parte de los proble¬ 
mas 1 a 6 , 8 a 13, 15, 17 y 23 pueden servir como tarea para el 
laboratorio de computo. 


cion, use un programa de solucion numerica para obtener las 
curvas solucion que satisfagan las condiciones iniciales dadas. 


9. 


d 2 x dx 

-T - 

dt~ dt 


+ x + x 3 = 0 , 


Resortes no lineales 


En los problemas 1 a 4, la ecuacion diferencial dada es modelo 
de un sistema resorte-masa no amortiguado en el cual la fuerza 
de recuperacion F(x ) en (1) es no lineal. En cada ecuacion, 
use un programa de solucion numerica para graficar las curvas 
solucion que satisfagan las condiciones iniciales dadas. Si las 
soluciones parecen ser periodicas, emplee la curva solucion 
para estimar el periodo T de las oscilaciones. 


drx 

dt‘ 


- + x 3 = 0 , 


x( 0 ) = 1 , jc'(0) = 1 ; 40) = -, 4(0) = 

d 2 x , 

2 . — + 4x- 164 = 0 , 

dr 


-1 


40) 

= -3, 

x'(0) = 4; 

drx 

dx 


— 

+ - 

+ x - x 3 = 0 . 

dt 2 

dt 

40) 

= 0, 

4(0)= 


40) = 0, 4(0) = -8 

40) = -1, 4(0) = 1 


11. El modelo mx" + kx + k Y x 3 = F 0 cos cot de un sistema 
resorte-masa conducido de manera periodica y no amor¬ 
tiguado se denomina ecuacion diferencial de Duffing. 
Considere el problema de valor inicial 4' + x + k t x 3 = 5 
cos t, .40) = 1, 4(0) = 0. Use un programa de solucion 
numerica para estudiar el comportamiento del sistema 
para valores de k x > 0 que van de = 0.01 a k { = 100 . 
Exprese sus conclusiones. 

12. a) Encuentre valores de k x < 0 para los cuales el siste¬ 

ma del problema 11 sea oscilatorio. 
b) Considere el problema de valor inicial 


40) = 1, 4(0) = 1; 40) = -2, 4(0) = 2 

drx , 

3. —x + 2x - x 2 = 0, 
dt 2 

, 3 , 

40) = 1,4(0) = 1; 40) = -, 4(0) = -1 

drx 

4. ^4 + xe ° m *=0, 
dt 2 

40) = 1,4(0) = 1; 40) = 3, 4(0) = -1 

5. En el problema 3, suponga que la masa se libera desde 
su posicion inicial 40) = 1 con velocidad inicial 4(0) 
= X|. Use un programa de solucion numerica para esti¬ 
mar el valor mas pequeno de Lv, I en el cual el movimien- 
to de la masa sea no periodico. 

6 . En el problema 3, suponga que la masa se libera desde una 
posicion inicial x( 0 ) = x 0 con velocidad inicial x'( 0 ) = 1 . 
Use un programa de solucion numerica para estimar un 
intervalo a < x 0 < b donde el movimiento sea oscilatorio. 

7. Encuentre una linealizacion de la ecuacion diferencial 
dada en el problema 4. 

8 . Considere el modelo de un sistema resorte-masa no li¬ 
neal y no amortiguado dado por x" + 8 x - 6 x 3 + x 5 = 0 . 
Use un programa de solucion numerica para analizar la 
naturaleza de las oscilaciones del sistema que corres- 
ponda a las condiciones iniciales: 

.40) = 1,4(0) = 1; x(0) = -2, x'(0) = 1; 

x( 0 ) = V2, x'( 0 ) = 1 ; x( 0 ) = 2, 4(0) = 
x( 0 ) = 2, 4(0) = 0 ; x( 0 ) = -V2, x'( 0 ) = - 1 . 

En los problemas 9 y 10, la ecuacion diferencial dada es modelo 
de un sistema resorte-masa amortiguado no lineal. Pronostique el 
comportamiento de cada sistema cuando t —> 00 . En cada ecua- 


3 

x" + x + kyX 3 = cos —t, x( 0 ) = 0 , x'( 0 ) = 0 . 

Encuentre valores para k { < 0 para los cuales el sis¬ 
tema sea oscilatorio. 

Pendulo no lineal 

13. Considere el modelo del pendulo libre no lineal amorti¬ 
guado dado por 

d 2 0 dO , 

—7 + 2A-h or send = 0. 

dt 2 dt 

Use un programa de solucion numerica para investigar 
si en los casos A 2 — or > 0 y A 2 — co 2 < 0 el movimiento 
corresponde, respectivamente, a las condiciones de so- 
breamortiguamiento y subamortiguamiento analizadas 
en la seccion 3.8 para sistemas resorte-masa. Elija las 
condiciones y valores iniciales apropiados de A y co. 

Movimiento de cohete 

14. a) Use la sustitucion v = dyldt para resolver (13) para v 
en funcion de y. Asuma que mientras quema su com¬ 
bustible, la velocidad del cohete es v = v 0 y que y ~ 
R en ese instante, muestre que el valor aproximado de 
la constante de integration c esc = -gR + |v 0 2 . 

b) Use la solucion de v determinada en la parte a) para 
mostrar que la velocidad de escape del cohete esta 
dada por v 0 = “s/lgR. [Sugerencia: Tome y —> 00 y 
asuma v > 0 para todo tiempo ?.] 

c) El resultado de la parte b) es aplicable a todo cuer- 
po existente en el Sistema Solar. Use los valores 
g = 32 ft/s 2 y R = 4000 para mostrar que la veloci¬ 
dad de escape desde la Tierra es (aproximadamente) 
v 0 = 25 000 mi/h. 
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d) Encuentre la velocidad de escape desde laLuna si la ace- 
leracion de la gravedad es de 0.165g v R = I 080 millas. 


Masa variable 

15. a) En el ejemplo 4, ^quecantidadde cadena intuin'austed 
que podn'a levantar la fuerza constante de 5 libras? 

b) ^Cual es la velocidad inicial de la cadena? 

c) i ,Por que el intervalo de tiempo que corresponde a 
x(t ) > 0 no es el intervalo / de definition de la solu¬ 
tion (21)? Determine el intervalo /. ^Que cantidad 
de cadena se levanta en realidad? Explique cualquier 
diferencia entre esta respuesta y su pronostico de la 
parte a). 


16. Una cadena uniforme de longitud L, medida en pies, se 
sostiene verticalmente de manera que el extremo inferior 
apenas toca el piso. La cadena pesa 2 lb/ft. El extremo 
superior que esta sostenido se libera del reposo en t = 0 
y la cadena cae directamente hacia abajo. Vea la figura 
1.38. Tal como vimos en el problema 22 de los ejercicios 
1.3, si x(t) denota la longitud de la cadena en el piso en el 
tiempo t, se ignora la resistencia del aire, y la direction 
positiva se toma como descendente, entonces 

\2 


(L 


d 2 x 


x ) —7 
dV 


= Lg. 


a) Resuelva para v en terminos de x, y para x en termi- 
nos de t. Exprese v en terminos de t. 

b ) Determine cuanto tiempo le tomara a la cadena caer 
por completo al piso. 

c) (,Que velocidad pronostica el modelo encontrado 
en la parte a) para el extremo superior de la cadena 
cuando este toca el piso? 

17. Un tramo de una cadena uniforme de 8 pies de longitud 
esta enrollado holgadamente alrededor de una clavija colo- 
cada a orillas de una plataforma horizontal alta, y el tramo 
restante de la cadena cuelga en reposo sobre la orilla de la 
plataforma. Suponga que la longitud de la parte colgante 
es de 3 pies y que la cadena pesa 2 lb/ft. Partiendo de 
t = 0, el peso del tramo saliente ocasiona que la cadena 
de la plataforma se desenrolle lentamente y caiga al piso. 

a) Ignore cualquier fuerza resistiva y suponga que la 
direction positiva es descendente. Si x(i) denota la 
longitud de la cadena colgante de la plataforma en 
el tiempo t > 0 y v = dxldt, encuentre una ecuacion 
diferencial que relacione a v con x. 

b) Proceda como en el ejemplo 4 y resuelva para v en 
terminos de x al encontrar un factor de integration 
adecuado. 

c) Exprese el tiempo t en terminos de x. Use un CAS 
para ayudarse a determinar el tiempo que le toma a 
un segmento de 7 de pies de cadena desenrollarse 
por completo, es decir, caer de la plataforma. 

18. Un tramo de una cadena uniforme de 8 pies de longitud 
yace extendido sobre una plataforma horizontal alta, y el 


tramo restante cuelga por la orilla de la plataforma como 
indica la figura 3.55. Suponga que la longitud de la parte 
saliente es de 3 pies, y la cadena pesa 2 lb/ft. El extremo 
de la cadena sobre la plataforma se sostiene hasta ser 
liberado desde el reposo en t = 0, y la cadena comienza 
a deslizarse por la plataforma debido al peso de la parte 
colgante. 


a) Ignore cualquier fuerza resistiva y suponga que la 
direction positiva es descendente. Si x(t) denota la 
longitud de la cadena saliente de la plataforma en el 
tiempo t> 0 y v = dxldt , demuestre que v esta rela- 

dv 

cionado con x por la ecuacion diferencial v — = 4x. 

dx 

b) Resuelva para v en terminos de x, y para x en termi¬ 
nos de t. Exprese v en terminos de t. 

c ) Aproxime los tiempos que le toma a la cadena desli¬ 
zarse completamente de la plataforma partiendo del 
reposo. Encuentre la velocidad a la cual el extremo 
de la cadena abandona la orilla de la plataforma. 


d) Suponga que la cadena tiene L pies de longitud y 
pesa un total de W libras. Si en t = 0 la parte sa¬ 
liente es x 0 pies, demuestre que la velocidad a la 
cual el extremo de la cadena abandona la orilla de la 


plataforma es v(L) 




Figura 3.55 Cadena deslizandose, problema 18 

Modelos matematicos diversos 

19. Curva de persecucion En un ejercicio naval, una em- 
barcacion 5, es perseguida por un submarino S 2 , como 
indica la figura 3.56. El barco S) sale del punto (0, 0) 
en t = 0 y sigue un curso en llnea recta (el eje y) a ve¬ 
locidad constante rq. El submarino S 2 mantiene con- 
tacto visual con el barco ,Sj, indicado por la llnea recta 
discontinua L en la figura, mientras navega a velocidad 
constante v 2 a lo largo de una curva C. Suponga que S 2 
parte del punto (a, 0), a > 0, en t = 0 y que L es tangente 
a C. Determine un modelo matematico que describa la 
curva C. Encuentre una solution explfcita de la ecuacion 
diferencial. Por comodidad, defina r = v 1 /v 2 . Determine 
si las trayectorias de Si y S 2 se intersecaran alguna vez 
considerando los casos r>l,r<lyr = 1. Sugerencia: 
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dt dt ds 

— =-, donde 5 es la longitud del arco medida a lo 

dx ds dx 

largo de C.] 


x Figura 3.56 Curva 
de persecution, 
problema 19 

20. Curva de persecution En otro ejercicio naval, un 
destructor 5) persigue a un submarino sumergido S 2 . 
Suponga que en (9, 0) del eje x 5 1 , detecta a S 2 en (0, 0), y 
que S 2 detecta de manera simultanea a .S',. El capitan del 
destructor asume que el submarino tomara una accion 
evasiva inmediata y concluye que su nuevo curso proba¬ 
ble es la lfnea recta indicada en la figura 3.57. Cuando 
Si esta en (3, 0), cambia su curso de lfnea recta al origen 
por una curva de persecucion C. Suponga que la velo- 
cidad del destructor es, en todo momento, una constan- 
te de 30 mi/h y que la velocidad del submarino es una 
constante de 15 mi/h. 

a) Explique por que el capitan espera que .S', alcance 
(3, 0) antes de ordenar un cambio de curso hacia C. 

b) Mediante coordenadas polares, encuentre una ecua¬ 
cion r = f(9) para la curva C. 

c) Si T denota el tiempo, medido desde la detection 
inicial, al cual el destructor intercepta al submarino, 
encuentre el lfmite superior para T. 


c Figura 3.57 Curva 
de persecucion, 
problema 20 




Problemas de analisis 


21. Analice por que en la ecuacion (3) el termino de amorti- 
guamiento se escribe como 




dx 

dt 


dx 

dt 


en lugar de 



22. a) Experimente con una calculadora para encontrar un 

intervalo 0 < 0 < 0 b donde 0 se mida en radianes, 
para el cual usted piensa que sen 0 ~ 0 es una es¬ 
timation muy buena. Despues, use una herramienta 
de graficacion para trazar las graficas de y = x v y 
= sen x en los mismos ejes coordenados que para 0 
< x < 77 / 2 . ^Las graficas confirman sus observacio- 
nes con la calculadora? 

b) Use un programa de solucion numerica para trazar 
las curvas solucion de los problemas de valor inicial 
d 2 0 

— + sen 0 = 0, 0(0) = 0 O , 0'(O) = 0 
dt 

d 2 e 

y —I + 0 = 0, 0(0) = 0 O , 0'(O) = 0 

para diversos valores de 0 O en el intervalo 0 < 0 < 0, 
encontrados en el inciso a). A continuation, trace las 
curvas de solucion de los problemas con valores ini- 
ciales paradistintos valores 0 O para los cuales 9 0 >9 l . 

23. a ) Considere un pendulo no lineal cuyas oscilaciones 

estan defmidas por (6). Use un programa de solucion 
numerica para determinar si un pendulo de longitud l 
oscilara mas rapido en la Tierra o en la Luna. Aplique 
las mismas condiciones iniciales, pero seleccionadas 
de manera que el pendulo oscile de atras para adelante. 

b ) ^En que lugar de la parte a ) tendra el pendulo mayor 
amplitud? 

c) En a) y b ), 6 las conclusiones son las mismas cuando 
se usa el modelo lineal (7)? 

Tareas para el laboratorio de computo 

24. Considere el problema de valor inicial 

d 2 9 . . 77 1 

+ sen0 = 0, 0(0) = —, 0'(O) = -- 

para el pendulo no lineal. Dado que no podemos resolver 
la ecuacion diferencial, no encontramos soluciones ex- 
plfcitas para este problema. Pero suponga que deseamos 
determinar el primer tiempo q > 0 en cual el pendulo de 
la figura 3.52 comienza desde una posicion inicial a la 
derecha y alcanza la posicion OP, es decir, encuentra la 
primera rafz positiva de 9(t) = 0. En este problema y en 
el siguiente examinamos diversas formas de proceder. 

a) Calcule /, mediante la resolucion del problema li¬ 
neal d 2 0/dt 2 + 0 = 0, 0(0) = 77/12, 0'(O) = -l 

b) Use el me todo ilustrado en el ejemplo 3 de la sec- 
cion 3.7 y encuentre los primeros cuatro terminos 
diferentes de cero para una solucion de la serie de 
Taylor 0(f) centrada en 0 para el problema de valor 
inicial no lineal. Proporcione los valores exactos de 
todos los coeficientes. 

c) Use los primeros dos terminos de la serie de Taylor de- 
terminada en la parte b ) para aproximar t { . 

d) Use los tres primeros terminos de la serie de Taylor em- 
pleada en la parte b) para aproximar q. 

e) Use la aplicacion apropiada de un CAS (o una calcula¬ 
dora grafica) para buscar rafces y los primeros cuatro 
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terminos de la serie de Taylor empleada en la parte b ) 
para aproximar q. 

f) En esta parte del problema, recurra a los comandos de 
Mathematica que le permiten aproximar la rafz q. El 
procedimiento se puede modificar con facilidad de ma- 
nera que pueda aproximarse cualquier rafz de 0(t) = 0. 
(Si usted no cuenta con Mathematica, adapte el proce¬ 
dimiento dado encontrando la sintaxis correspondiente 
para el CAS que tenga a la memo.) Reproduzca de modo 
preciso y despues, a su vez, ejecute cada lfnea en la se- 
cuencia de comandos dada. 

sol = NDSolve[{y"[t] + Sin[y[t]} = = 0, 
yt 0] = = Pi/12, y'[0]== -1/3}, 
y, {t, 0, 5} ]//Flatten 
solution = y[t]/.sol 
Clear [y] 

y[t_]: = Evaluate [solution] 
y[t] 

grl = Plot[y[t], {t, 0, 5} ] 

root = FindRoot[y[t] = = 0, { t, 1} ] 

g) Modifique adecuadamente la sintaxis de la parte /) 
y encuentre las dos siguientes rafees positivas de 
0(f) = 0. 

25. Considere un pendulo que se libera del reposo desde un 
desplazamiento inicial de 0 O radianes. Cuando resuelva 
el modelo lineal (7) sujeto a las condiciones iniciales 
0(0) = 0 O , 0'(O) = 0 obtendra 0(0 = 0 O cos Vg/lt. El 
periodo de oscilaciones pronosticado por este mode¬ 
lo se expresa mediante la conocida formula T = 2ir/ 


\fgfl = 2ijS/lfg. En esta formula, lo interesante para 
T es que no depende de la magnitud del desplazamien¬ 
to inicial 0 O . En otras palabras, el modelo lineal pro- 
nostica que el tiempo que le tomarfa al pendulo oscilar 
desde su desplazamiento inicial de, digamos, 0 O = 7r/2 
(= 90°) hasta -77/2 y regresar de nuevo serfa exactamen- 
te el mismo que tardarfa en desplazarse desde, digamos, 
0 O = 77/360 (= 0.5°) hasta -77/360. Esto no es logico 
desde el punto de vista intuitivo; el periodo real debe 
depender de 0 O . 

Si asumimos que g = 32 ft/s 2 y l = 32 ft, enton 
ces el periodo de oscilacion del modelo lineal es T = 
277 s. Comparemos este ultimo numero con el periodo 
pronosticado por el modelo no lineal cuando 0 O = 77/4. 
Mediante un programa de solucion numerica capaz de 
generar datos concretos, aproxime la solucion de 

d 2 0 . . 77 

—r+ sen 0 = 0, 0(0)=-, 0 (0) = 0 

dt 2 W 4 w 

en el intervalo 0 < t < 2. Tal como en el problema 24, 
si q denota la primera vez que el pendulo llega a la po¬ 
sition OP en la figura 3.52, entonces el periodo del pen¬ 
dulo no lineal es 4q. Aquf presentamos otra forma de 
resolver la ecuacion 0(?) = 0. Experimente con pasos 
pequenos y anticipe el tiempo comenzando en t = 0 
y terminando en t = 2. Con base en datos concretos, 
observe el tiempo q en que 0(?) cambia, para la primera 
vez, de positivo a negativo. Use el valor q para determi- 
nar el verdadero valor del periodo del pendulo no lineal. 
Calcule el porcentaje relativo de error en el periodo esti- 
mado mediante T = 277. 


I Resolution de sistemas de ecuaciones N 

lineales, 

■ Introduction Concluimos este capftulo como lo hicimos en el capftulo 2, con siste¬ 
mas de ecuaciones diferenciales. Pero a diferencia de la section 2.9, en el analisis presen- 
tado a continuation realmente resolveremos sistemas. 

■ Sistemas acoplados y ecuaciones diferenciales acopladas En la section 2.9 
examinamos brevemente algunos modelos matematicos que fueron sistemas de ecuaciones 
diferenciales ordinarias de primer orden lineales y no lineales. En la section 3.8 vimos que 
los modelos matematicos que describen el desplazamiento de una masa en un solo resorte, 
corrientes en circuitos en serie y la carga de un capacitor en un circuito en serie, estaban 
compuestos por una sola ecuacion diferencial. Cuando los sistemas ffsicos estan acoplados 
—por ejemplo, si dos o mas tanques mezcladores estan conectados, si dos o mas sistemas 
resorte-masa estan unidos o si los circuitos se ensamblan para formar una red— sus mode¬ 
los matematicos generalmente estan compuestos por un conjunto de ecuaciones diferencia¬ 
les acopladas, en otras palabras, por un sistema de ecuaciones diferenciales. 

No intentamos resolver ninguno de los sistemas considerados en la section 2.9. Los 
mismos comentarios que se hicieron en las secciones 3.7 y 3.10 se aplican tambien a sis¬ 
temas de ecuaciones diferenciales ordinarias no lineales, es decir, resulta casi imposible 
resolver esos sistemas de manera analftica. Sin embargo, sistemas lineales con coeficientes 
constantes sf pueden ser resueltos. El metodo que examinaremos en esta section para re¬ 
solver sistemas lineales con coeficientes constantes simplemente desacopla el sistema en 
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k \ x l 



k 2 (x 1 -x 1 ) 


k 2 (x 1 -x 1 ) 



a) equilibrio b ) movimiento c) fuerzas 

Figura 3.58 Sistemas resorte- 
masa acoplados 


ecuaciones diferenciales ordinarias lineales distintas en cada variable independiente. Por lo 
tanto, esta seccion ofrece la oportunidad de practicar lo aprendido antes en el capitulo. 

Antes de proceder, continuemos de la misma forma en que lo hicimos en la seccion 
3.8 al considerar un sistema resorte-masa, pero esta vez derivemos un modelo matemati- 
co que describa los desplazamientos verticales de dos masas en un sistema resorte-masa 
acoplado. 

I Sistema resorte-masa acoplado Suponga que dos masas m i y m 2 estan unidas a 
dos resortes Ay B de masa insignificante cuyas constantes del resorte son k l y k 2 , respec- 
tivamente. Como ilustra la figura 3.58a), el resorte A esta sujeto a un soporte rfgido y el 
resorte B a la parte inferior de la masa m l . Digamos que x t (t) y x 2 (t) denotan los desplaza¬ 
mientos verticales de las masas a partir de sus posiciones de equilibrio. Cuando el sistema 
esta en movimiento, figura 3.58 b), el resorte B queda sujeto a una elongation y a una com- 
presion; por lo tanto, la elongation neta resulta ser x 2 - x x . En consecuencia, de la ley de 
Hooke se deduce que los resortes Ay B ejercen fuerzas -k l x l y k 2 (x 2 - x t ), respectivamen- 
te, en m x . Si no hay amortiguamiento ni se aplican fuerzas extemas al sistema, entonces la 
fuerza neta sobre m l es -k l x l + k 2 (x 2 - x x ). Con base en la segunda ley de Newton podemos 
escribir 

d 2 x i 

m 1 -—yy = ~k x X x + k 2 (x 2 ~ X x ). 

Asimismo, la fuerza neta ejercida sobre la masa m 2 se debe unicamente a la elongation 
neta del resorte B\ es decir, -k 2 (x 2 -x l ). Entonces tenemos 

d 2 x 2 

m 2 = -k 2 {x 2 - x x ). 

En otras palabras, el movimiento del sistema acoplado esta representado por el sistema 
de ecuaciones lineales de segundo orden 

m x x x = k[X x + k 2 (x 2 — x x ) 

(1) 

K 2 {- V 2 i j. 

Una vez ilustrada la idea principal a tratar en esta seccion, regresaremos al sistema (1). 

■ Elimination sistematica El metodo de elimination sistematica para resolver sis¬ 
temas de ecuaciones lineales con coeficientes constantes esta basado en el principio alge- 
braico de elimination de variables. El analogo de multiplicar una ecuacion algebraica por 
una constante es operar en una EDO con alguna combination de derivadas. El proceso de 
elimination se acelera al escribir nuevamente cada ecuacion de un sistema empleando una 
notation de operador diferencial. De la seccion 3.1 recuerde que una sola ecuacion lineal 

a n y (n) + a n _ i/"“ 11 + ■ ■ • + a x y' + a 0 y = g(t), 

donde las a b i = 0, 1,..., n son constantes, la podemos escribir como 

(a„D n + a n _ x D n “ 1 + • • ■ + a x D + a 0 )y = g(t). 

Si un operador diferencial de «-esimo orden a n D" + a n _ x D n ~ 1 + • • • + a , I) + a 0 se fac- 
toriza en distintos operadores diferenciales de orden inferior, entonces los factores se 
conmutan. Ahora, por ejemplo, para escribir nuevamente el sistema 

x" + 2x' + y" = x + 3_y + sen t 

x' + y' = -Ax + 2y + e~' 

en terminos del operador D, primero llevamos todos los terminos que involucran las va¬ 
riables dependientes a un lado y agrupamos las variables semejantes: 

x" + 2x' - x + y" - 3y = sen t (D 1 + 2D - l)x + (D 2 - 3)y = sen t 

de manera que 

x' - 4x + y' —2y= e~‘ (D - 4)x + (D — 2)y = e~' 
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I Solucion de un sistema Una solucion de un sistema de ecuaciones diferenciales 
es un conjunto de funciones lo suficientemente diferenciables x = </),(/), y = d> 2 (t), z 
= y as! sucesivamente, que satisface cada ecuacion presente en el sistema en un 
intervalo comun I. 


I Metodo de solucion Considere el sistema simple de ecuaciones lineales de primer 
orden 


dx 

dt 

dy 

dt 


3 }’ 

2x 


o, de manera equivalente, 


Dx — 3y = 0 
2x — Dy = 0. 


( 2 ) 


Si se opera en la primera ecuacion de (2) mediante D mientras la segunda se multiplica por 
-3 y despues con la suma se elimina y del sistema se obtiene D 2 x - 6x = 0. Dado que las 
rafces de la ecuacion auxiliar de la ultima ED son m 3 = V6 y m 2 = — V6, obtenemos 


x(t) = c + c 2 e^'. 


( 3 ) 


Si se multiplica la primera ecuacion de (2) por 2 mientras se opera en la segunda me¬ 
diante D y despues se resta, se obtiene la ecuacion diferencial para y, D 2 y - 6v = 0. De 
inmediato se deduce que 

y(t) = c.e-^ 1 + c 4 e^. (4) 

Ahora, (3) y (4) no satisfacen el sistema (2) para cada option de c h c 2 , c 3 y c 4 debido a 
que el propio sistema impone una restriction sobre la cantidad de parametros que puede 
elegirse de manera arbitraria en una solucion. Para ver esto, observe que despues de 
sustituir xit) y y(t) en la primera ecuacion del sistema original, (2) da, luego de la sim¬ 
plification, 

(—\/6 c 3 — 3c 3 )e _v ®' + (V / 6 c 2 — 3c 4 )e v ^ r = 0. 

Dado que la ultima expresion ha de ser cero para todos los valores de t, debemos tener 
-V6f| - 3 c 3 = 0 y V6 c 2 - 3c 4 = 0. Por lo tanto, escribimos c 3 y un multiplo de c, y c 4 
como multiplo de c 2 : 

c 3 =-Ci y c 4 = -y c 2 . (b) 

En consecuencia, concluimos que una solucion del sistema debe ser 

x(t) = Cl e^ + c^, y{t) = + ^c 2 e V6 \ 

Se le exhorta a sustituir (3) y (4) en la segunda ecuacion de (2) y verificar que la 
misma relacion (5) se mantenga entre las constantes. 


V6 V6 



Esto es importante. 


Ejemplo 1 Solucion por eliminacion 

Resolver Dx + (D + 2 )y = 0 

(D - 3)x - 2y = 0. (6) 

Solucion Se opera en la primera ecuacion mediante D - 3 y en la segunda mediante D 
y despues se elimina x del sistema por sustraccion. Se deduce que la ecuacion diferencial 
para y es 

[(D - 3 )(D + 2) + 2 D]y = 0 o (D 2 + D - 6)y = 0. 

Dado que la ecuacion caracterfstica de esta ultima ecuacion diferencial es m 2 + m - 6 = 
(m - 2)(m + 3) = 0, obtenemos la solucion 

y(t) = c x e 2t + c 2 e~ 31 . (7) 

A1 eliminar y de una forma similar se obtiene (D 1 + D - 6)x = 0, de donde encontramos 

x(t) = c 3 e 2 ' + c 4 e~ 3 '. (8) 

Tal como se advirtio en el analisis anterior, una solucion de (6) no contiene cuatro cons¬ 
tantes independientes. Si se sustituye (7) y (8) en la primera ecuacion de (6) resulta 
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ue un camino mas 


\ 


y 


(4c : + 2c 3 )e 2 ' + (-c 2 - 3c 4 )<? 3f = 0. 

De 4c, + 2c 3 = 0 y -c 2 - 3c 4 = 0 obtenemos c 3 = -2c! y c 4 = - 3 c 2 . De acuerdo con 
esto, una solution del sistema es 

x(t) = -2c!e 2f -— c 2 e~ 31 , y(t) = c 3 e 2 ' + c 2 e~ 3 '. 

Dado que facilmente podriamos resolver solo para c 3 y c 4 en terminos de c, y c 2 , la 
solution del ejemplo 1 se puede escribir en la forma alternativa 

x(t) = c 3 e 2 ' + c 4 e~ 3 ‘, y(t) = - —c 3 e 2 ' ~ 3 c 4 e~ 3 '. 

Algunas veces conviene estar atento cuando se resuelven sistemas. Hemos resuelto pri- 
mero para x, despues se podrfa encontrar y, junto con la relation entre las constantes, 
mediante la ultima ecuacion dada en (6). Debera verificarse que sustituir x(t) en v = \ 
(Dx - 3x) produce y = -k c 3 e 2 ' - 3c 4 e -3 '. 


Ejemplo 2 Solucion por eLiminacion 

Resolver x' - Ax + y" = t 2 

x' + x + y' = 0. (9) 


Solucion Primero escribimos el sistema en la notation de operador diferencial: 

(D - 4)x + D 2 y = t 2 
(D + \)x + Dy = 0. 


( 10 ) 


Despues, al eliminar x, obtenemos 

[(D + 1)D 2 - (D - A)D]y = (D + l)t 2 - (D - 4)0 
o (D 3 + AD)y = r + 2t. 

Dado que las ralces de la ecuacion auxiliar m(m 2 + 4) = 0 son m l = 0, m 2 = 2 i y m 3 = 
-2 i, la funcion complementaria es 


y c = c 3 + c 2 cos 2 1 + c 3 sen 2 1. 


Para determinar la solucion particular y p usamos coeficientes indeterminados al asumir 
y p = At 3 + Bt 2 + Ct. Por lo tanto, 

y' p = 3Ar 2 + 2 Bt + C, y p = 6At + 2 B, y'; = 6A, 

y" p + 4y' p = 12 At 2 + 8 Bt + 6A + 4C = t 2 + 21. 

La ultima ecuacion implica 12A = 1, 8fi = 2, 6A + 4C = 0, y en consecuencia A =y 2 , 
B = \, C = - 1. Asf que 

1,1,1 

y = y c + y p = Ci+ c 2 cos 2 1 + c 3 sen 2t + — V + -1 - -1. (11) 

12 4 o 

Al eliminar y del sistema (9) se tiene 

[{D - 4) - D(D + l)]x = r 2 o (D 2 + 4)x = -t 2 . 

Debe ser evidente que 

x c = c 4 cos 2 1 + c 5 sen 2 1 

y que los coeficientes indeterminados pueden aplicarse a una solucion particular de la 
forma x p = At + Bt + C. En este caso, las derivaciones y operaciones algebraicas acos- 
tumbradas producen x p = t 2 + |, y asf 

1 9 1 

x = x c + x p = c 4 cos 2 1 + c 5 sen 2t - — t + —. (12) 
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Ahora, c 4 y c 5 pueden expresarse en terminos de c 2 y c 3 al sustituir (11) y (12) en cual- 
quier ecuacion de (9). Al utilizar la segunda ecuacion encontramos, despues de combinar 
terminos, 

(c 5 - 2c 4 - 2c 2 ) sen 2 1 + (2c 5 + c 4 + 2c 3 ) cos 2t = 0 

de manera que c 5 - 2 c 4 - 2c 2 = 0 y 2c 5 + c 4 + 2c 3 = 0. Al resolver para c 4 y c 5 en termi¬ 
nos de c 2 y c 3 se tiene c 4 = - 3 (4c 2 + 2c 3 ) y c 5 = | (2c 2 - 4c 3 ). Por ultimo, una solucion de 
(9) seria 

1 1 1,1 

x(t) = - — (4c 2 + 2c 3 ) cos 2 1 + — (2 c 2 - 4c 3 ) sen 2t - — r + —, 

5 5 4 8 

1,1,1 

v(f) = Ci + c 7 cos 2 1 + c 3 sen 2 1 + — t + — t - — t. 

7 1 2 3 12 4 8 


Ejemplo 3 Nuevo enfoque para un modelo matematico 

En la expresion (3) de la seccion 2.9 vimos que un sistema de ecuaciones diferenciales 
lineales de primer orden describio la cantidad de libras de sal jq(?) y x 2 (t) de una mezcla 
de salmuera que fluye entre dos tanques. En esa ocasion no pudimos resolver el sistema. 
Pero ahora, en terminos de operadores diferenciales, el sistema es 

( 2 \ 1 

V 25 J 1 50 2 

2 ( 2 \ 

- x, + [ D H-) X-, = 0. 

25 1 V 25/ " 

Si se opera en la primera ecuacion mediante D + 2 /, se multiplica la segunda ecuacion 
por^j, se suma, y despues se simplifica, resulta 

(625 D 2 + 100Z) + 3)jcj = 0. 

A partir de la ecuacion auxiliar 625nr + 100m + 3 = (25 m + 1)(25 m + 3) = 0 de inme- 
diato advertimos que 

x 3 (t) = c x e~" 25 + c 2 e~ 3 " 25 . 

De manera similar encontramos (625 D 2 + 100/1 + 3)x 2 = 0 y, por lo tanto, 

x 2 (t) = c 3 e~" 25 + c 4 e“ 3</25 . 

Al sustituir x 3 (0 y x 2 (t) en, digamos, la primera ecuacion del sistema, se obtiene 
(2c, - c 3 )e~' 125 + (-2c 2 - c 4 )e“ 3 ' /25 = 0. 

A partir de la ultima ecuacion encontramos c 3 = 2c, y c 4 = -2c 2 . Por lo tanto, una solu¬ 
cion del sistema es 


x,(r) = Cl e-' /25 + c 2 e~ 3t,2S , x 2 (t) = 2c 1 e _,/25 - 2 c 2 e- 31125 . 

En el analisis original asumimos que las condiciones iniciales fueron x,(0) = 25 
y x 2 (0) = 0. Cuando se aplican estas condiciones a la solucion tenemos c, + c 2 = 25 y 
2c, - 2 c 2 = 0. Al resolver de manera simultanea estas ecuaciones resulta c, = c 2 = y. 
Por ultimo, una solucion del problema de valor inicial es 

x,(t) = ^e -" 25 + ^-e- 3 " 25 , x 2 (f) = 25e~' 125 - 25e~ 3 " 25 . 

En nuestro siguiente ejemplo resolveremos (1) bajo el supuesto de que = 6, k 2 = 4, 
m, = I y m 2 = 1. 


Ejemplo 4 Un caso especial del sistema (1) 

Resolver x" + 10x, - 4x 2 = 0 

4x, + x 2 + 4 x 2 = 0 

sujeto ax,(0) = 0, x[(0) = 1, x 2 (0) = 0, x 2 (0) = -1. 
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Solution Si usamos la elimination en la forma equivalente del sistema 


( D 2 + 10)jcj - 4x 2 = 0 

4x, + ( D 2 + 4)x 2 = 0 
encontramos que x 1 y x 2 satisfacen, respectivamente, 

(D 2 + 2 )(D 2 + 12)xj = 0 y {D 2 + 2 ){D 2 + 12)x 2 = 0. 



a) x^t) 

x 2 

0.4 F ^ 1 1 1 77 ,— 

0.2 - 

°- : — I 1 - f \-/ t 

-0.2 l f V / ' \ I - 

- 0.4 - V V « 

0 2.5 5 7.5 10 12.5 15 

6) * 2 (f) 

Figura 3.59 DespLazamientos de 
las dos masas. 


Por lo tanto, encontramos 


Xi(t) = cq cos V2r + c 2 sen V2f + c 3 cos 2V3? + c 4 sen 2 V3/ 
x 2 (f) = c 5 cos V2t + c 6 sen V2f + c 7 cos 2 V3t + c 8 sen 2 V3i 

A1 sustituir ambas expresiones en la primera ecuacion de (13) y simplificar, finalmente 
se tiene c 5 = 2 c u c 6 = 2 c 2 , c 7 = -|c 3 , c 8 = - 2 c 4 . Por lo tanto, una solution de (13) es 


x,(t) = Cj cos V2? + c 2 sen V2t + c 3 cos 2 V3? + c 4 sen 2 V3t 

x 2 (t) = 2 Cl cos V2 1 + 2c 2 sen - ac 3 cos 2 V3f - |c 4 sen 2 V3?. 

Entonces las condiciones estipuladas inicialmente implican cq = 0, c 2 = -^2/10, 
c 3 = 0, c 4 = V3/5. Y entonces la solution del problema de valor initial es 


Xi(0 = 

x 2 (0 = 


—sen \[2t + -^-^sen2\/3/ 
10 5 

\/~2 / y/3 / 

—— senV2r-j-^-sen2V3f. 


(14) 


En la figura 3.59, las graficas de x 1 y x 2 revelan el complicado movimiento oscilatorio de 
cada masa. □ 


Volveremos a analizar el ejemplo 4 de la section 4.6, entonces resolveremos (13) 
mediante la transformada de Laplace. 


EJERCICIOS 3.11 


Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-7. 


En los problemas 1 a 20, resuelva el sistema de ecuaciones dife- 
renciales dado mediante elimination sistematica. 


= x 


dx 

1 . — = 2x — y 
dt 

dy 

dt 
dx 

3. — = -v + t 
dt 

dy 

— = x — t 
dt 

5. (D 2 + 5)x - 2y = 0 

-2x + ( D 2 + 2 )y = 0 

6. (D+ 1 )x + (D - 1 )y = 2 

3 x + (D + 2 )y = -1 


dx 

2. — = 4x + 7v 
dt 

dy 9 

— = x — 2y 

dt 

dx 

4.-4y = 1 

dt 

dy . 9 

— + x = 2 

dt 


drx 

7. —r = 4y + e' 
dt 2 y 

d 2 y 

—y = 4x — e 
dt 2 


d 2 x dy 
8. —y H—q 

dt“ dt 


= —5x 


dx dy 

-1-= —x + 4v 

dt dt 


9. Dx + D~y = e 3 ' 

(D + l)x + (D - 1 ) v = 4e 3 ' 

10. D 2 x - Dy = t 

(D + 3)x + {D + 3)y = 2 

11. (D 2 -1)x- y = 0 
(D - 1) x + Dy = 0 

12. {2D 2 - D - \)x - {2D + \)y = 1 

(D - l)x + Dy = -1 


188 


CAPITUL0 3 Ecuaciones diferenciales de orden superior 









dx 

_ dy 

13. 

2- 

5x H -= e 


dt 

dt 


dx 

dy 


— 

x H - = 5e 


dt 

dt 


dx 

dy 

14. 

— + 

— = e' 


dt 

dt 


d 2 x 

dx 


-7 d“ 

- h x + y = 0 


dt 2 

dt 


15. (D - l)x + (D 2 + l)y = 1 
(D 2 - l)x + (D+\)y= 2 

16. D 2 x - 2(D 2 + D)y = sen t 

x + Dy = 0 


II 

s 

18. 

Dx + z = e' 

Dy = z 

(P - 

l)x + Dy + Dz = 0 

Dz = x 


x +2 y + Dz = e‘ 

dx 

dx 


19. — = 6y 

20. — = 

—x + z 

dt 

dt 


dy 

dy _ 


ll 

•* 

+ 

N 


—y + z 

dt 

dt 


dz 

dz 


— = x + y 


—x + y 

dt 

dt 



En los ejercicios 21 y 22 resuelva el problema de valor inicial 
dado. 


dx 

21 ‘ -Jt = - 5X - y 
dy . 
j, =Ax ~ y 

*(1) =0,y(l) = 1 


dx 

22. — = y 
dt y 


1 


dy 

— = -3x + 2y 
dt 

x(0) = 0, y(0) = 0 


Modelos matematicos 


23. Movimiento de un proyectil Un proyectil disparado 
desde un arma tiene un peso de w = mg y velocidad v 
tangente a su trayectoria de movimiento. Ignore la re- 
sistencia del aire y todas las demas fuerzas que actiian 
sobre el proyectil, salvo su peso, y determine un sistema 
de ecuaciones diferenciales que describan la trayectoria 
del movimiento. Vea la figura 3.60. Resuelva el sistema. 
[Sugerencia: Aplique la segunda ley de Newton del mo¬ 
vimiento en las direcciones x y y.] 



Figura 3.60 Trayectoria 
del proyectil del problema 23 


24. Movimiento de un proyectil con resistencia del ai¬ 
re Determine un sistema de ecuaciones diferenciales 
que describa la trayectoria del movimiento planteado en 
el problema 23 si la resistencia del aire retarda la fuerza 
k (de magnitud k) que actua tangente a la trayectoria del 


proyectil pero opuesta a su movimiento. Vea la figura 
3.61. Resuelva el sistema. [Sugerencia: k es un multiplo 
de la velocidad, digamos, cv.] 


V 



Figura 3.61 Fuerzas descritas 
en el problema 24 


Tareas para el laboratorio de computo 

25. Considere la solucion x { (t) y x 2 (t) del problema de valor 
inicial dado al final del ejemplo 3. Use un CAS para 
graficar jc, (4) y x 2 (t) en el mismo piano coordenado en 
el intervalo [0, 100]. En el ejemplo 3, x x {t) denota la 
cantidad de libras de sal presentes en el tanque A en el 
momento f, y x 2 (t ) representa las libras de sal disueltas 
en el tanque B en el tiempo t. Vea la figura 2.52. Use una 
aplicacion apropiada para buscar rafces y determinar 
cuando el tanque B contiene mas sal que el tanque A. 

26. a) Relea el problema 8 de los ejercicios 2.9. En ese 

problema se le pidio demostrar que el sistema de 
ecuaciones diferenciales 

dx i 1 

dt ~ ~ 50 Xl 
dx 2 1 2 

dt ~ 50 X ' ~~ 75 * 2 

dx 3 2 1 

dt 75 2 25 

era un modelo empleado para ilustrar las cantidades 
de sal presentes en los tanques mezcladores conecta- 
dos A,ByC mostrados en la figura 2.58. Resuelva el 
sistema sujeto a Xi(0) = 15, x 2 (t) = 10, x 3 (t) = 5. 

b) Use un CAS para graficar jc x (f), x 2 (t) y x 3 (t) en el 
mismo piano coordenado en el intervalo [0, 200]. 

c) Dado que solo se bombea agua pura hacia el tanque 
A, es logico pensar que la sal finalmente sera enjua- 
gada de los tres tanques. Use un buscador de rafces 
de un CAS para determinar el tiempo en que la can¬ 
tidad de sal presente en cada tanque es menor que o 
igual a 0.5 libras. ^Cuando seran las cantidades de 
sal X\(t), x 2 {t) y x 3 (t) simultaneamente menores que 
o iguales a 0.5 libras? 

27. a) Use la eliminacion sistematica para resolver el sistema 

(1) del arreglo resorte-masa acoplado cuando k x = 4, 
k 2 = 2, m t = 2 y m 2 = 1, y las condiciones iniciales 
sonx^O) = 2, xj(0) = 1, x 2 (0) = -l,xj(0) = 1. 

b) Use un CAS para trazar las graficas de x t (t) y x 2 (t) 
en el piano tx. ^Cual es la diferencia fundamental 
entre los movimientos de las masas m l y m 2 exa- 
minadas en este problema y los movimientos de las 
masas ilustradas en la figura 3.59? 

c) Como ecuaciones parametricas, trace X|(t) y x 2 U) en 
el piano X|X 2 . La curva definida por estas ecuaciones 
parametricas se denomina curva de Lissajous. 
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EJERCICIOS DE REPASO DEL CAPITULO 3 


Las respuestas a los problemas impares 
seleccionados comienzan en la pagina RESP-8. 


Resuelva los ejercicios 1 a 8 sin remitirse al texto. Llene el espa- 
cio en bianco o responda verdadero o falso. 

1. La unica solucion del problema de valor inicial y" + x 2 y 

= 0, y(0) = 0, y'(0), = 0 es_. 

2. Para el metodo de coeficientes indeterminados, la forma 

asumida de la solucion particular y p para y" - y = 1 + e x 
es_. 

3. Un multiplo constante de una solucion de una ecuacion 

diferencial lineal tambien es una solucion._ 

4. Si/! y/ 2 son funciones linealmente independientes en un 

intervalo I, entonces su wronskiano W (/,/) =f= 0 para 
toda x en I. _ 

5. Si un peso de 10 libras estira un resorte 2.5 pies, un peso 

de 32 libras lo estirara_pies. 

6. El periodo del movimiento armonico simple de un peso 

de 8 libras sujeto a un resorte cuya constante es de 6.25 
lb/ft es_segundos. 

7. La ecuacion diferencial que describe el movimiento de 

una masa sujeta a un resorte es x" + 16x = 0. Si la masa 
se libera en t = 0 desde 1 metro por encima de la posi¬ 
tion de equilibrio con velocidad descendente de 3 m/s, 
la amplitud de las vibraciones es de_metros. 

8. Si el movimiento armonico simple se describe median- 
te x(r) = (V2/2) sen (2 1 + <£), el angulo de fase cf) es 
_cuando x(0) = y x'(0) = 1. 

9. Proporcione un intervalo en el cual /(x) = x 2 y f 2 (x) 
= x Ixl sean linealmente independientes. Despues pro¬ 
porcione un intervalo en el cual/ y/ 2 sean linealmente 
dependientes. 

10. Sin ayuda del wronskiano, determine si el conjunto de 
funciones dado es linealmente independiente o lineal¬ 
mente dependiente en el intervalo indicado 

a) /i(x) = In x, / 2 (x) = In x 2 , (0, oc) 

b) /i(x) = x n , / 2 (x) = x" + 1 , n= 1,2,..., (-oo, oo) 

c) /(x) = x, / 2 (x) = x + 1, (-oo, oo) 

d) /i(x) = cos (x + 77-/2), / 2 (x) = sen x, (-oo, oo) 

e) /i(x) = 0, / 2 (x) = x, (-5, 5) 

/) /(x) = 2, / 2 (x) = 2x, (-oo, oo) 

g) fi(x) = X 2 , / 2 (x) = 1 - x 2 , f 3 (x) = 2 + X 2 , (-00, oo) 

h) /(x) = xe x+ \ / 2 (x) = (4x - 5 )e x , f 3 (x) = xe x , 

(-00, oo) 

11. Suponga que m 1 = 3, m 2 = -5 y m 3 = 1 son rafces de mul- 
tiplicidad uno, dos y tres, respectivamente, de una ecua¬ 
cion auxiliar. Escriba la solucion general de la ecuacion 
diferencial lineal homogenea correspondiente si esta es 

a) una ecuacion con coeficientes constantes, 

b) una ecuacion de Cauchy-Euler. 


12. Encuentre una ecuacion diferencial de Cauchy-Euler 
ax 2 y" + bxy' + cy = 0, donde a, b y c sean constantes 
reales, sabiendo que: 

a) mi — 3 y m 2 = -1 son rafces de su ecuacion auxi¬ 
liar, 

b) mi ~ i es una rafz compleja de su ecuacion auxiliar. 

En los problemas 13 a 28, use los procedimientos desarrollados 
en este capftulo para encontrar la solucion general de cada ecua¬ 
cion diferencial. 

13. /' - 2y' - 2y = 0 

14. 2y" + 2/ + 3y = 0 

15. /"+ 10/'+ 25/ = 0 

16. 2/" + 9y"+ 12/ +5y = 0 

17. 3/"+ 10y"+ 15/ +4y = 0 

18. 2y (4) + 3y"' + 2y" + 6y' - 4y = 0 

19. y"-3y' + 5y = 4x 3 -2x 

20. y" - 2y'+ y = x 2 ^ 

21. y"’-5y" + 6y' = 8+ 2 sen x 

22. y"'-y" = 6 

23. y" - 2 y’ + 2y = e x tan x 


25. 6x 2 /' + 5xy' - y = 0 

26. 2xV" + 19x 2 y" + 39xy' + 9y = 0 

27. x-y" - 4 xy' + 6y = 2x 4 + x 2 

28. x 2 y" - xy 1 + y = x 3 

29. Escriba la forma de la solucion general y = y c + y p de la 
ecuacion diferencial dada en los dos casos a> =/= a y a> = a. 
No determine los coeficientes en y p . 

a) y" + a) 2 y = sen ax 

b ) y" - (o 2 y = e ax 

30. a) Dado que y = sen x es una solucion de y t4) + 2/" + 

1 ly" + 2y' + lOy = 0, encuentre la solucion gene¬ 
ral de la ED sin ayuda de una calculadora o una 
computadora. 

b) Encuentre la ecuacion diferencial lineal de segundo 
orden con coeficientes constantes para los cuales 
yi = 1 y y 2 = e~ x sean soluciones de la ecuacion 
homogenea asociada y y p = ix 2 - x sea una solucion 
particular de la ecuacion no homogenea. 

31. a) Escriba la solucion general de la ED de cuarto orden 

y <4) - 2y" + y = 0 totalmente en terminos de funcio¬ 
nes hiperbolicas. 

b) Escriba la forma de una solucion particular de y (4) 
- 2y" + y = senh x. 

32. Considere la ecuacion diferencial x 2 y" - (x 2 + 2x)y' + 
(x + 2)y = x 3 . Verifique si y x = x es una solucion de la 
ecuacion homogenea asociada. Despues, demuestre que 
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el metodo de reduction de orden analizado en la section 
3.2 lleva tanto a una segunda solution y 2 de la ecua- 
cion homogenea como a una solution particular y p de la 
ecuacion no homogenea. Conforme la solution general 
de la ED en el intervalo (0, oo). 

En los problemas 33 a 38, resuelva la ecuacion diferencial dada 
sujeta a las condiciones indicadas. 

33. y" - 2 y' + 2y = 0, = 0, y(ir) = -1 

34. y" + 2v' + y = 0, y(-l) = 0, y'(0) = 0 

35. y" - y = x + sen x, y(0) = 2, y'(0) = 3 

36. y"+y = sec 3 x, y(0) = 1, y'(0) = \ 

37. y’y" = 4x, y( 1) = 5, y'(l) = 2 

38. 2 y" = 3y 2 , y(0) = 1, y'(0) = 1 

39. a) Use un CAS para ayudarse a encontrar las rafces de 

la ecuacion auxiliar para 12y (4) + 64/" + 59/ - 23/ 
- 12y = 0. Escriba la solution general de la ecua¬ 
cion. 

b ) Resuelva la ED de la parte a) sujeta a las condicio¬ 
nes iniciales y(0) = -1, y'(0) = 2, /'(0) = 5, /"(0) 
= 0. Use un CAS para resolver los sistemas resul- 
tantes de cuatro ecuaciones en cuatro incognitas. 

40. Encuentre un miembro de la familia de soluciones de 
xy" + y' + Vx = 0 cuya grafica sea tangente al eje x en 
x = 1. Use una herramienta graficadora para obtener la 
curva solution. 


En los problemas 41a 44, aplique la elimination sistematica 
para resolver el sistema dado. 


41. 


dx dy 
- + - 

dt dt 


= 2x + 2y + 1 



2x + y + t - 2 


dx dy 

— + 2 — 
dt dt 


y + 3 


43. (I) - 2)x -y = -e‘ 

-3x + (D - 4)y = -le' 

44. ( D + 2)x + (D + l)v = sen 2 1 
5x + (D + 3)y = cos 2? 


dy 

— = 3x + 4y - 4? 
dt 


45. Un sistema resorte-masa libre no amortiguado oscila 
con un periodo de 3 s. Cuando se eliminan 8 libras del 
resorte, el sistema tiene entonces un periodo de 2 s. 
^Que peso tenia originalmente la masa en el resorte? 


46. Un peso de 12 libras estira un resorte 2 pies. El peso se 
libera desde un punto que esta 1 pie por debajo de la 
position de equilibrio a velocidad ascendente de 4 ft/s. 

a) Encuentre la ecuacion que describe el movimiento 
armonico simple resultante. 

b ) /'utiles son la amplitud, el periodo y la frecuencia 
del movimiento? 

c) /n que momentos el peso regresa al punto que esta 
a 1 pie por debajo de la position de equilibrio? 

d) ^En que momentos cruza el peso la position de 
equilibrio moviendose hacia arriba?, ^y al moverse 
hacia abajo? 


e) ^Cual es la velocidad del peso en t = 37t/16 s? 

/) /n que momentos la velocidad es de cero? 

47. Un resorte tiene constante k = 2 y esta suspendido en un 
liquido que ofrece una fuerza de amortiguamiento igual 
a cuatro veces la velocidad instantanea. Si una masa m 
esta suspendida del resorte, determine los valores de m 
para los cuales el movimiento libre subsiguiente es no 
oscilatorio. 

48. Un peso de 32 libras estira un resorte 6 pulgadas. El peso 
se mueve a traves de un medio que ofrece una fuerza 
amortiguadora igual a /3 veces la velocidad instantanea. 
Determine los valores de /3 para los cuales el sistema 
exhibira movimiento oscilatorio. 


49. Un circuito en serie contiene una inductancia de L = 
1 h, una capacitancia de C = 10 -4 f, y una fuerza electro- 
motriz de E(i) =100 sen 50? V. En un inicio, la carga q y 
la corriente i son cero. 

a) Encuentre la ecuacion para la carga en el momenta t. 

b) Encuentre la ecuacion para la corriente en el mo¬ 
menta t. 

c ) Encuentre los momentos para los cuales la carga en 
el capacitor es de cero. 

50. Demuestre que la corriente i(t) en un circuito LRC en 
serie satisface la ecuacion diferencial 


d 2 i di 1 . 

dt 2 dt C K h 


donde E'(t) denota la derivada de E(t). 

51. Considere el problema de valores en la frontera 

/' + Xy = 0, y(0) = y(27r), y'(0) = y'( 27 r). 


Demuestre que salvo para el caso de X = 0, existen dos 
funciones propias independientes que corresponden a 
cada valor propio. 

52. Una cuenta esta restringida a deslizarse sin friction por 
una barra de longitud L. La barra gira en un piano ver¬ 
tical a velocidad angular constante u> en torno a un eje 
P fijo localizado en el punto medio de la barra, pero el 
diseno del eje le permite a la cuenta moverse a lo largo 
de toda la barra. Digamos que r(t) denota la position de 
la cuenta en relation con su sistema coordenado gira- 
torio, como ilustra la figura 3.62. Con el fin de aplicar 
la segunda ley de Newton del movimiento a este marco 
de referencia giratorio, es necesario usar el hecho de 
que la fuerza neta que actua sobre la cuenta es la suma 
de las fuerzas reales (en este caso, la fuerza debida a la 
gravedad) y las fuerzas inerciales (coriolis, transversa y 
centrffuga). Las operaciones matematicas son un tanto 
complicadas, asf que solo damos la ecuacion diferencial 
resultante para r. 



= md) 2 r - mg sen (cot). 
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Figura 3.62 Barra giratoria para el problema 52 

a) Resuelva la ED anterior sujeta a las condiciones 
iniciales r(0) = r 0 , r'{ 0) = v 0 . 

b ) Determine las condiciones iniciales en que la cuen- 
ta exhibe el movimiento armonico simple. ^Cual 
es la longitud L minima de la barra en la cual se 
puede presentar el movimiento armonico simple de 
la cuenta? 

c) Para condiciones iniciales diferentes a las obteni- 
das en la parte b ), la cuenta debe salir fmalmente de 
la barra. Explique esto mediante la solucion r(t) de la 
parte a). 

d) Suponga que u> = 1 rad/s. Use una herramienta gra- 
ficadora para trazar la grafica de la solucion r(t ) 
bajo las condiciones iniciales r(0) = 0, r'(0) = v 0 , 
donde v 0 es 0, 10, 15, 16, 16.1 y 17. 

e) Suponga que la longitud de la barra es L = 40 pies. 
Para cada par de condiciones iniciales dado en la 
parte d), utilice un buscador de raices para encontrar 
el tiempo total que la cuenta permanece en la barra. 

53. Suponga que una masa m yace sobre una superficie 

plana, seca, sin friccion, y esta sujeta al extremo libre 

de un resorte cuya constante es k. En la figura 3.63a), la 


masa se muestra en la posicion de equilibrio x = 0. es 
decir, el resorte no se estira ni comprime. Segun la figu¬ 
ra 3.63 b), el desplazamiento x(t) de la masa hacia la de- 
recha de la posicion de equilibrio es positivo y negativo 
hacia la izquierda. Derive una ecuacion diferencial para 
el movimiento horizontal libre (deslizante) de la masa. 
Examine la diferencia entre derivar esta ED y el analisis 
que lleva a (1) en la seccion 3.8. 


soporte 

rfgido 



Figura 3.63 Sistema deslizante resorte-masa 
para el problema 53 

54. En el problema 53, ^cual es la ecuacion diferencial de 
movimiento si la friccion cinetica (pero ninguna otra 
fuerza amortiguadora) actria sobre la masa deslizante? 
[Sugerencia: Asuma que la magnitud de la fuerza de 
friccion cinetica es f k = fimg, donde mg representa el 
peso de la masa y la constante jx > 0 el coeficiente de 
friccion cinetica. Entonces considere dos casos x' > 0 
x' < 0. Interprete estos casos ffsicamente.] 
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La transformada de Laplace 


Estructura del capitulo 

N 

4.1 

Definicion de La transformada de LapLace 

> 

4.2 

La transformada inversa y transformadas de derivadas 

4.2.1 Transformadas inversas 

4.2.2 Transformadas de derivadas 


4.3 

Teoremas de trasLacion 

4.3.1 TrasLacion en eL eje s 

4.3.2 TrasLacion en eL eje t 


4.4 

Propiedades operacionaLes adicionaLes 

4.4.1 Derivadas de transformadas 

4.4.2 Transformadas de integraLes 

4.4.3 Transformada de una funcion periodica 


4.5 

La funcion deLta de Dirac 


4.6 

Sistemas de ecuaciones diferenciaLes LineaLes 



Ejercicios de repaso del capituLo 4 

_ J 


En Los modeLos matematicos LineaLes desarroLLados para un sistema fi- 
sico, tal como un sistema resorte-masa o un circuito eLectrico en serie. 
La entrada o funcion impuLsora representa o una fuerza externa /(f) o 
un voLtaje aplicado E(t). En La seccion 3.8 consideramos probLemas en 
Los cuaLes Las funciones/y E eran continuas. No obstante, funciones 
impuLsoras discontinuas no son raras (vea Las figuras 4.37 a 4.42). 
ResoLver La ecuacion diferenciaL deL sistema puede resuLtar dificil cuan- 
do se utiLizan Las herramientas anaLizadas en eL capituLo 3. La transfor¬ 
mada de LapLace, que se estudia en este capituLo, es una herramienta 
invaLuabLe que simpLifica La soLucion de probLemas como estos. 
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4.1 Definition de la transformada de Laplace 


■ Introduccion En el curso de calculo elemental, usted aprendio que la diferenciacion 
y la integracion son transformadas, lo cual significa, a grandes rasgos, que estas opera- 
ciones transforman una funcion en otra. Por ejemplo, la funcion/(x) = x 2 se transforma, 
segun sea el caso, en una funcion lineal, en una familia de funciones polinomiales cubicas, 
y en una constante gracias a operaciones de diferenciacion, integracion indefinida e inte¬ 
gracion definida: 


— x 2 = 2x, 



— .r + c, 


f 3 

x 2 dx 
-’o 


9. 


Ademas, estas dos transformadas poseen la propiedad de linealidad: ello significa que 
la transformada de una combinacion lineal de funciones es una combinacion lineal de las 
transformadas. Para las constantes a y j8. 


— [af(x) + /3g(x)] = af(x) + Pg'(x) 

[af(x) + Pg(x)] dx = a f{x)dx + p g(x) dx 


[af(x) + Pg(x)] dx = a 


f(x) dx + p 


g(x) dx 


siempre que existan cada derivada y cada integral. En esta seccion examinaremos un tipo 
especial de transformada integral llamada transformada de Laplace. Ademas de poseer 
la propiedad de linealidad, la transformada de Laplace tiene muchas otras propiedades 
interesantes que la hacen muy util para resolver problemas lineales de valor inicial. 

Si fix, y) es una funcion de dos variables, entonces una integral definida de/con res- 
pecto a una de las variables produce una funcion de la otra variable. Por ejemplo, si y se 
mantiene constante vemos que f\ 2xy 2 dx = 3y 2 . De manera similar, una integral defini¬ 
da, tal como K(s, t)f(t)dt transforma a una funcion/(t) en una funcion de la variable 
5. A nosotros nos interesan en particular las transformadas integrales de este ultimo 
tipo, donde el intervalo de integracion es el intervalo [0, oo) no acotado. 


■ Definicion basica Si f{x) esta definida para f > 0, entonces la integral impropia 
t)f{t) dt esta definida como un li'mite: 


' OO 

K(s, t)f(t) dt 
•'o 


lfm 

b—> oo _ 


K(s, t)f(t)dt. 


( 1 ) 


Si existe el limite, se dice que la integral existe o es convergente; si no hay limite, la 
integral no existe y se afirma que es divergente. Este limite, en general, existe solo para 
ciertos valores de la variable s. La eleccion K(s, t ) = e~ st produce una transformada inte¬ 
gral especialmente importante. 



Cuando la integral definitoria (2) converge, el resultado es una funcion de 5. En el 
analisis general, cuando utilicemos letras minusculas nos referiremos a la funcion que 


194 


CAPITULO 4 La transformada de Laplace 



















se va a transformar, y letras mayusculas denotaran su transformada de Laplace; por 
ejemplo, 

2 {/(f)} = F(s), £{g{t)} = GO), £{y(t)} = 70) y = h(s). 


Ejemplo 1 Uso de La definidon 4.1 

Evalue ^{1}. 

SoLucion A partir de (2), 


^{ 1 } = 


e '”(1) dt = lfm 

b—>oo 


6 s 'dt 


= Km- 

b—>oo S 


= lim- 

o b ~ 


-e~ sb + 1 


siempre y cuando s > 0. En otras palabras, cuando s > 0, el exponente -sb es negativo y 
e -st> q con f orme b oo. Para s < 0, la integral es divergente. 


El uso del signo de lfmite deviene en una tarea tediosa, de manera que adoptaremos la 
notacion |“ como abreviatura de lun^^f )|° fe . Por ejemplo, 


■^{1} 


e~ s, (\)dt 

•'o 


1 

-, 5 > 0. 

5 


En el lfmite superior, se entiende que nos referimos a que e st —> 0 cuando t —> oo para 
s > 0. 


Ejemplo 2 Uso de La definidon 4.1 

Evalue 5£{t}. 


SoLucion A partir de la definidon 4.1, tenemos que £{t] = f 'f, e s, t dt. Si integramos por 
partes usando Km Moo te~ s ‘ = 0, s > 0, junto con el resultado del ejemplo 1, obtenemos 


m 



oo 

+ 

o 


1 f°° 1 

- e~ s, dt = -£{\\ 
s J s 



1 


□ 


Ejemplo 3 Uso de La definidon 4.1 

Evalue £{e~ 3r }. 


SoLucion A partir de la definidon 4.1, tenemos 


2{e- 3 '} = 


e~ s, e~ 3 ' dt = 


e~( s+3), dt 


- e -(* +3 > f 

5+3 
1 


5 + 3 


, 5 > -3. 


El resultado deriva del hecho de que Km Moc e (s+3> ' = 


0 para s + 3>0os> -3. 


□ 


Ejemplo 4 Uso de La definidon 4.1 

Evalue !£ {sen 2 1}. 


4.1 Definidon de La transformada de LapLace 
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Solucion A partir de la definicion 4.1 y la integration por partes obtenemos 


£2{sen2f} = 


* OO — st , 

, — e sen 2t 

00 2 

e ”sen2r dt — 

+ - 

s 

J o 

o 

oa 

o 


e "cos 2 t dt 


e sl cosit dt, 5 > 0 


J o 


lime "cos 2 1 dt = 0, s > 0 

t —>oo 

I 


Transformada de Laplace de sen 2 1 

| 


—e "cos2 1 

OO 2 


— 

l S 

0 s J 


2 4 

,- 7 ££{sen 2t}. 


En este punto tenemos una ecuacion con ££{ sen 2?} en ambos lados de la igualdad. A1 
resolver para esa cantidad se produce el resultado 


£2 {sen 2 f} = 


s 1 2 + 4’ 


s> 0 . 


es una transformada lineal Para una suma de funciones, podemos escribir 

O OO OO 

+ Pg(t)] dt = a e~ s 'f{t) dt + (1 e~ s, g{t) dt 
■'o J o J o 

siempre que ambas integrales converjan para s > c. Por lo tanto, se deduce que 

i£{af(t) + [ig(t)} = ai£{f(t)\ + pi£{g(t)} = aF(s) + (IG(s). (3) 


Debido a la propiedad dada en (3), se dice que r :£ es una transformada lineal. Por ejem- 
plo, de los ejemplos 1 y 2 , 

1 5 

£6(1 +5t) = ^{1} + 5^{f} = - + 

s s 

y de los ejemplos 3 y 4, 

4 20 

£2 {4e -3 ' — 10 sen 2t) =4£2{e' 3 4 '} - 10£2{sen2f} =---. 

5+3 5+4 

La generalizacion de algunos de los problemas anteriores la enunciaremos mediante 
el teorema 4.1. A partir de ahora nos abstendremos de indicar cualquier restriccion sobre 
5 , pues se entiende que 5 esta lo bastante restringida como para garantizar la convergen- 
cia de la transformada de Laplace apropiada. 



El apendice III 
proporciona una lista 
mas amplia de las 
transformadas. 
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■ Condiciones de suficiencia para que exista i£ mm No es necesario que con- 

2 

verja la integral que define la transformada de Laplace. Por ejemplo, ni !£{ 1/f) ni i£.{e‘ } 
existen. Las condiciones de suficiencia que garantizan la existencia de !£{f(t)} son que/ 
sea continua por tramos en [0, oo) y de orden exponencial cuando 1 > 7 . Recuerde que una 
funcion/es continua por tramos en [0, oo) si, en cualquier intervalo 0 < « < f < b, hay 
cuando mucho una cantidad finita de puntos t k , k = 1, 2, ..., n (t k _ x < t k ), en los cuales/ 
tiene discontinuidades finitas y es continua en todo intervalo abierto t k _ l < t < t h Vea la 
figura4.1. El concepto de orden exponencial esta defmido de la siguiente manera. 



Figura 4.1 Funcion continua 
por tramos 



Si/es una funcion creciente, entonces la condition |/(f)| < Me cl , t>T, solo indica que la 
grafica de/en el intervalo (T, oo) no crece mas rapido que la grafica de la funcion exponen¬ 
cial Me cl , donde c es una constante positiva. Vea la figura 4.2. Todas las funciones/(f) = f,/(f) 
= e~' y j(t) = 2 cos t son de orden exponencial c = 1 para / > 0 puesto que, respectivamente, 

|f| < e\ \e~'\ < e‘, |2 cos f| < 2e'. 

En la figura 4.3 se ofrece una comparacion de las graficas existentes en el intervalo [0, oo). 

Una funcion tal como/(r) = e'~ no es de orden exponencial pues, como ilustra la 
figura 4.4, su grafica crece con mas rapidez que cualquier potencia lineal positiva de e 
para t > c > 0. 

Una potencia integral positiva de f siempre es de orden exponencial ya que, para c > 0 


\f\ < Me cr o 



M para t > T 


es equivalente a demostrar que lhn Moo t"/e r:l es finito para n = 1, 2, 3,... El resultado se 
obtiene mediante n aplicaciones de la regia de L’Hopital. 


TEOREMA 4.2 


Condiciones de suficiencia 
para la existencia 


"\ 


Si fit) es continua por tramos en el intervalo [0, oo) y de orden exponencial c, enton¬ 
ces X [ f{t)} existe para s> c. 

_/ 


Demostracion Mediante la propiedad aditiva del intervalo de las integrales defmidas. 


nm 


e s, f(t) dt + 


e s ‘f{t) dt = f + I 2 . 


j 0 j t 

La integral /, existe ya que se puede escribir como una suma de integrales en los intervalos 
donde e~ st f{f) es continua. Ahora/es de orden exponencial, por lo tanto existen constantes 
c, M > 0, T> 0 de manera que |/(/)| < Me" para I > T. Entonces podemos escribir 


\H - 

* oo 

e-J(t) 

§ 

VI 

’CO 

e~ st e ct dt = M 

. 

T 


. 

T J 


e -(s~c)< dt = M 


~{s — c)T 


para s> c. Puesto que /“ Me^ s ~ c)t dt converge, la integral \e~ s, f{t)\ dt converge segun la 
prueba de comparacion para integrales impropias. Esto, a su vez, implica que / 2 existe cuan¬ 
do .s > c. La existencia de /, e I 2 implica que !£ {/(f)} = /“ e~ s, f(t) dt existe para s> c. □ 


Ejemplo 5 Transformada de una funcion continua por tramos 

f 0, 0 < t < 3 

Evalue X {/(f)) para/(f) = < 



Figura 4.2 La funcion/es 
de orden exponencial 





Figura 4.3 Las funciones con 
graficas coloreadas son de orden 
exponencial 



Figura 4.4 f{t) = e f? no es 

de orden exponencial 
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y 

2 



t 


Figura 4.5 Funcion continua por 
tramos 


Solution La funcion continua por tramos aparece en la figura 4.5. Como/esta defmida 
en dos partes, expresamos a !£ {/(?)} como la suma de dos integrales: 


m*)} 



2e- s ‘ 

s 

2e~ 3s 

s 


oo 

3 


s > 0. 


r3 


oo 


e s '(0)dt + 

■'0 ■'3 


e~ s ‘(2 )dt 


□ 


Comentarios 


A traves de todo el capftulo nos concentraremos principalmente en las funciones 
que son tanto continuas por tramos como de orden exponencial. Sin embargo, ad- 
vertimos que estas dos condiciones son suficientes mas no necesarias para la exis- 
tencia de una transformada de Laplace. La funcion/(r) = f 1/2 no es continua por 
tramos en el intervalo [0, oo); no obstante, existe su transformada de Laplace. Vea el 
problema 42 en los ejercicios 4.1. 


EJERCICIOS 4.1 


Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-8. 


En los problemas del 1 al 18, use la definicion 4.1 para encon- 
trar £{f(t)}. 


f-1, f < 1 

1. fit) = \ 

11, t > 1 

2 - m ‘ {a 


3./«) = {;; 

,, f 2t + 1 

4 - /w = to. 

7 m 

i- 


0 < t < 2 
t > 2 
0 < t < 1 
t > 1 
0 < t < 1 
t > 1 

0Sf<7T 
t > 7T 

0 <(< 7t/2 
t & tt/2 

8 . 

( 2 , 2 ) 



Figura 4.6 Grafica para 
el problema 7 


m 

1 


Figura 4.7 Grafica para 
el problema 8 


10. 


m 


i 

Figura 4.8 Grafica para 
el problema 9 


i i 

i i 

H-1- 1 


Figura 4.9 Grafica para 
el problema 10 


11 . fit) = e ,+1 
13. fit) = te 4 ‘ 

15. /(f) = e~' sen t 
17. /(f) = f cos f 


12. /(f) = <r 2f - 5 
14. /(f) = fV 2 ' 

16. /(f) = e' cos f 
18. /(f) = f sen f 


En los problemas del 19 al 36, use el teorema 4.1 para encon- 
trar ££{//)}. 

19. fit) = 2f 4 20. fit) = f 

21. fit) = At - 10 22. fit) = It + 3 

23. /(f) = f 2 + 6f - 3 24. /(f) = —4^+ 16f + 9 

25. /(f) = (f + l) 3 26. /(f) = (2f - l) 3 

27. /(f) = 1 + e 4 ' 28. /(f) = f 2 - <T 9 ' + 5 

29. /(f) = (1 + e 21 ) 2 30. /(f) = (e' - e ‘) 2 

31. /(f) = 4^ — 5 sen 3f 32. /(f) = cos 5f + sen 2f 

33. /(f) = senh kt 34. /(f) = cosh kt 

35. /(f) = e' senh f 36. /(f) = cosh f 

En los problemas del 37 al 40, encuentre ££{/(f)} utilizando 

primero una identidad trigonometrica adecuada. 


37. 

f(t) = 

sen 2f cos 2f 

38. 

m = 

cos 2 f 

39. 

fit) = 

sen(4f + 5) 

40. 

II 

f 

10 cosl f — ■ 

41. 

Una definicion de 


integral impropia r(a) = 


f“ l e ' dt, a > 0. 


a) Demuestre que T/cr + 1) = ar(a). 
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r (a + 1) 

b) Demuestre que i£{t a } = -—, a > — 1. 

42. Use el hecho de que T(^) = \frr y el problema 41 para 
encontrar la transformada de Laplace de: 

a) f(t) = r 1/2 

b) f(t) = t 1 ' 2 

c ) f(t) = t 3/2 . 

Problemas de analisis 

43. Construya una funcion h'(t) que sea de orden exponen- 
cial, pero donde/(f) = F'(t ) no sea de orden exponencial. 
Construya una funcion/que no sea de orden exponen¬ 
cial, pero cuya transformada de Laplace exista. 

44. Suponga que £{fit)} = Ffs) para 5 > y que £{f 2 (t)} 
= Fit*) para j > c 2 . ^Cuando {fit) +f 2 (t)} = Ffs) + 
F 2 (s)7 

45. La figura 4.4 sugiere, pero no demuestra, que la funcion 
f{t) = e' no es de orden exponencial. ^Como puede la 
observation de que t 2 > In M + ct, para M > 0 y t lo 


suficientemente grande, demostrar que e'~ > Me" para 
cualquier c? 

46. Use el inciso c) del teorema 4.1 para demostrar que 




s — a + ib 
(s — a) 2 + b 2 ' 


donde ay b son reales e i 2 = — 1. Muestre como aplicar 
la formula de Euler (pagina 120) para deducir los resul- 
tados 


^{e°'cos bt} 


s — a 

(s — a) 2 + b 2 


y !£{e a ' sen bt} = -- -5 -y 

L J (s - a) 2 + b 2 

47. ^En que condiciones una funcion lineal fix) = mx + b, 
m ¥= 0 , es una transformada lineal? 

48. La demostracion del inciso b) del teorema 4. 1 requiere 
induccion matematica. Demuestre que si 

= (n - l)!/j“ 

se asume como verdadera, entonces se deduce que 
£{f}= n\/s" + \ 


I La transformada inversa y transformadas^ 

de derivadas , 


I Introduccion En esta seccion damos unos cuantos pequenos pasos en el estudio de 
como se puede utilizar la transformada de Laplace para resolver ciertos tipos de ecuacio- 
nes. Despues de analizar el concepto de la transformada inversa de Laplace y examinar 
transformadas de derivadas, usamos la transformada de Laplace para resolver algunas 
ecuaciones diferenciales ordinarias sencillas. 


4.2.1 


Transformadas inversas 


□ EL problema de La inversa Si F(s) representa la transformada de Laplace de una 
funcion/(f), que es i£{f(t)} = F(s), entonces decimos que/(?) es la transformada 
inversa de Laplace de F(s) y escribimos/(f) = - fr 1 j F(s )}. Para los ejemplos 1, 2 y 3 
dados en la seccion 4.1, tenemos, respectivamente. 


, f 1 

1 , f 1 

r) y e~ 3 ' = £~ l 

1 M 

1 = £~ l \ - 

z , t = tt 1 \ — 


J 1/ 

J 

+ 3 J 


El analogo del teorema 4.1 para la transformada inversa se presenta a continuation. 



4.2 La transformada inversa y transformadas de derivadas 
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Cuando evaluamos transformadas inversas, muchas veces sucede que una funcion 
de 5 bajo consideration no coincide exactamente con la forma de la transformada de 
Laplace F(s) dada en una tabla. Puede ser necesario entonces “arreglar” la funcion de s 
multiplicandola y dividiendola empleando una constante apropiada. 


Ejemplo 1 

E value a ) 


Aplicacion del teorema 4.3 



Solucion a) Para hacer coincidir la forma dada en el inciso b) del teorema 4.3, identifi- 
camos n + 1=5 o n = 4 y entonces multiplicamos y dividimos empleando 4!: 


.sr 1 




b ) Para hacer coincidir la forma dada en el inciso d) del teorema 4.3, identificamos k 2 = 1 
y, por lo tanto, k = V7 . Arreglamos la expresion al multiplicarla y dividirla por V7: 






Vl 


sen 


Vlt. 


□ 


H ;/: _1 es una transformada lineal La transformada inversa de Laplace tambien es 
una transformada lineal; es decir, para las constantes a y j3, 

e-'{aF(s) + (3G(s)} = ak£- l {F(s)}+pk£- l {G(s)}, (1) 

donde F y G son las transformadas de algunas funciones/y g. Al igual que (2) de la section 
4.1. (1) se extiende a cualquier combination lineal finita de transformadas de Laplace. 


Ejemplo 2 Division termino a termino y LineaLidad 


. f -2s + 6] 

Evalue kfr' { — ->. 

I J 2 + 4 


Solucion Primero escribimos nuevamente como dos expresiones la funcion de s que 
estamos considerando, lo cual se logra mediante la division de termino a termino, y des¬ 
pues usamos (1): 

Division termino a termino Linealidad y arreglo de constantes 


f + 6 | = 

s 2 + 4 j U 2 + 4 s 2 + 4) 


= -2£T 




( 2 ) 


-2 COS 2f + 3 sen 2 1. <— Incisos e) y d) del teorema 4.3 con k = 2 


□ 


■ Fracciones parciales Las fracciones parciales cumplen una funcion importante 
cuando se trata de encontrar las transformadas inversas de Laplace. Como se menciono 
en la section 2.2, la descomposicion de la expresion racional en fracciones componen- 
tes puede hacerse con rapidez mediante un solo comando en la mayoria de los sistemas 
computacionales algebraicos. De hecho, algunos de estos sistemas contienen programas 
que implementan los comandos de la transformada de Laplace y de la transformada in¬ 
versa de Laplace. En esta section y en las siguientes, para aquellas personas con acceso a 
tales programas, revisaremos algunos conocimientos basicos de algebra en los casos im- 
portantes donde el denominador de una transformada de Laplace F(s) contenga factores 
lineales distintos, factores lineales repetidos y polinomios cuadraticos sin factores reales. 
Examinaremos cada uno de estos casos conforme se desarrolle el capftulo. 


Ejemplo 3 

Evalue Sf 


{ 


Fracciones parciales y linealidad 

s 2 + 6s + 9 1 

(s - l)(y - 2)(s + 4)/' 


CAPITULO 4 La transformada de Laplace 



















Solution Existen constantes unicas A, B y C tales que 
■y 2 + 6-y + 9 _ A B C 

(s — l)(s — 2 )(s + 4) s — 1 s — 2 s + 4 

_ A(s - 2)(s + 4) + B(s - l)(y + 4) + C(s - 1 )(s - 2) 

{s - 1)0 - 2)(s + 4) 

Puesto que los denominadores son identicos, los numeradores son identicos: 

r + 6s + 9 = A(s - 2)(s + 4) + B(s - 1 )(s + 4) + C(s - 1 )(s - 2). (3) 


Por comparacion de los coeficientes de potencias de 5 en ambos lados de la igualdad, 
sabemos que (3) es equivalente a un sistema de tres ecuaciones en las tres incognitas: A, 
By C. No obstante, recuerde que hay una via mas corta para determinar estas incognitas. 
Si establecemos s = 1, s = 2 y s = —4 en (3) obtenemos, respectivamente,* 


16 = A(—1)(5), 25 = B( 1)(6), 1 = C(-5)(-6), 

y entonces A = — = Por lo tanto, la descomposicion de la fraccion 

parcial es 


+ 6 j + 9 


16/5 25/6 1/30 


(s - l)(j - 2)(s + 4) s - 1 ' s - 2 ' s + 4’ 
y de esta manera, con base en la linealidad de y el inciso c) del teorema 4.3, 


(4) 






s 1 + 6s + 9 


l)(y-2)(y + 4). 


J 5 U-lJ 6 U-2J 30 U + 4j 
1 


16 , 25 „ 

— e' + — e 2 ' 
5 6 


H- e 

30 


+ — i£- 
30 

(5) □ 


Transformadas de derivadas 

H Transformada de una derivada Tal como fue senalado en la introduction a este ca- 
pftulo, nuestra meta inmediata es usar la transformada de Laplace para resolver ecuaciones 
diferenciales. Con ese fin, necesitamos evaluar cantidades como !£{dy/dt\ y i£{d 2 y/dt 2 }. 
Por ejemplo, si/' es continua cuando r > 0, la integration por partes da entonces 



o 


W(0} = 

' oo 

e*f' (0 dt = e-J(t) 

oo 

+ 5 

. 

0 

0 


e s ‘f(t ) dt 


= -m + s%{f(t )} 


./{/'(0 | = sF(s') -/( 0 ). 


( 6 ) 


Aqui hemos asumido que e s, f(t) —* 0 cuando t —> oo. De manera similar, con ayuda de (6), 

i 

e-J'(t) dt 


^ {/"(?)} = 

• oo 

e-J"(t) dt = e-J'(t) 

oo 

+ S 

. 

0 

0 


= -f\0) + s£{f'(i)} 

= s[sF( S ) -/(0)] -/'(0) 
=s 2 F(s)-s/(0)-/'(0). 


- De (6) 


(7) 


Asimismo, es posible demostrar que 

:s 3 F(s)-s 2 m-sf(0)-f"{0). ( 8 ) 

La naturaleza recursiva de la transformada de Laplace de las derivadas de una funcion/ 
debe ser evidente en los resultados obtenidos en (6), (7) y (8). El teorema siguiente pro¬ 
duce la transformada de Laplace de la n-esima derivada de/. Se omite la demostracion. 


*Los numeros 1, 2 y —4 son los ceros del denominador comun (s — 1)(^ — 2)(^ + 4). 
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■ Solucion de ecuaciones diferenciales ordinarias lineales A partir del resultado 
general que se da en el teorema 4.4, resulta evidente que i£,{d n y/dt n } depende de Y(s) = 
££{y(r)} y de las derivadas n - 1 de y(t) evaluadas en t = 0. Esta propiedad hace que la 
transformada de Laplace sea tan adecuada para resolver problemas de valor inicial linea¬ 
les donde la ecuacion diferencial tenga coeficientes constantes. Una ecuacion diferencial 
de tal indole simplemente es una combination lineal de los terminos y, y', y ",..., y'" 1 : 

d n y d n ~ l y 

a „ — +«„-i df | + • • • + a 0 y = g(t). 


y(0)=y 0 ,y'(0)=y„... ,y ( "- |) (0)=>„_„ 


donde a h i = 0, 1, ..., n y y 0 , y u ..., y n _ l son constantes. Gracias a la propiedad 
de linealidad. la transformada de Laplace de esta combination lineal es una combination 
lineal de transformadas de Laplace: 

I'rTy'l 

a n £ +a n -i£ + ••■ +a o£iy) = £{g(t)}- (9) 

Con base en el teorema 4.4, (9) se convierte en 


a n [s n Y(s)-.f-'y(0) -y^O)] 

+ a n _ l [s' 1 " 1 L(i) - s n ~ 2 y(0)--y ( "- 2, (0)| + + a 0 Y(s) = G(s), (10) 


donde !£{y(t)} = Y(s) y !£{g(t)} = G(s). En otras palabras, la transformada de Laplace 
de una ecuacion diferencial lineal con coeficientes constantes se convierte en una ecua- 
cion algebraica en Y(s). Si resolvemos la ecuacion general transformada (10) para el 
sfmbolo Y(s), primero obtenemos P(s)Y(s) = Q(s) + G(s), y despues escribimos 




gM , G(s) 
P(s) P(sY 


( 11 ) 


donde P(s) = a„s n + a n _iS n ~ l + - 1 a 0 , Q(s ) es un polinomio de grado s menor o igual 

que n- 1 y consiste en varios productos de los coeficientes a h i = 1 ,..., n, y las condi¬ 
tions iniciales prescritas y 0 , y 1; ..., y n _ b y G(s ) es la transformada de Laplace de g(t).* 
Por lo general, ponemos los dos terminos dados en (11) sobre el menor denominador 
comun y despues descomponemos la expresion en dos o mas fracciones parciales. Por 
ultimo, la solucion de y(r) del problema de valor inicial original es y(r) = i£ _1 {y(i)}, 
donde la transformada inversa se efectua termino a termino. 


*E1 polinomio P(s ) es lo mismo que el polinomio auxiliar de n-esimo grado dado en la expresion (13) de la 
seccion 3.3, con el simbolo acostumbrado m reemplazado por s. 
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El procedimiento se resume en el siguiente diagrama. 



El ejemplo siguiente ilustra este metodo de resolucion de ecuaciones diferenciales. 


E mplo 4 Resolucion de un PVI de primer orden 

Usar la transformada de Laplace para resolver el problema de valor inicial 


dy 


— + 3y = 13 sen 2 1, 
dt 


y(0) = 6. 

Solucion Primero tomamos la transformada de cada miembro de la ecuacion diferencial: 

( 12 ) 


^{~dt} +3,Se{ - y} = 13 ^l sen 2 f l- 


Pero de (6), i£{dyldt) = sY(s) -y(0) = sY(s ) - 6, y de la parte d) del teorema 4.1, it {sen 
2?} = 2 l(s 2 + 4), y por lo tanto (12) es lo mismo que 


,s-y(. S )-6 + 3m-)= 2 26 A 
s + 4 


26 

(5 + 3)7(5) = 6 + -y—-. 

5+4 


A1 resolver la ultima ecuacion para Y(s), obtenemos 
6 26 


F(5) = 


+ 


6s 2 + 50 


s + 3 (5 + 3)(s 2 + 4) (5 + 3)(i 2 + 4) 


(13) 


Puesto que el polinomio cuadratico .v 2 + 4 no se factoriza con numeros reales, su numera- 
dor asumido en la descomposicion de la fraccion parcial es un polinomio lineal en s: 


6s 2 + 50 
(5 + 3)(s 2 + 4) 


5 + 3 


+ 


Bs + C 
5 2 + 4 ' 


A1 poner el lado derecho de la igualdad sobre un denominador comiin e igualar los 
numeradores se tiene 6s 1 + 50 = A(s 2 + 4) + (Bs + C)(s + 3). A1 establecer 5 = -3, de 
inmediato se produce A = 8. Como el denominador no tiene mas ceros reales, igualamos 
los coeficientes de 5 2 y 5: 6 = A + B y 0 = 3B + C. Aplicando el valor de A en la primera 
ecuacion se tiene B = -2, y al usar despues este ultimo valor en la segunda ecuacion 
resulta C = 6. Por lo tanto. 


n*) = 


6s 2 + 50 


8 


-25 + 6 


(5 + 3)(5 2 + 4) 5 + 3 5 2 + 4 


Aun no hemos terminado porque la ultima expresion racional todavia tiene que escribir- 
se como dos fracciones. Pero esto se hizo en el ejemplo 2 mediante la division termino a 
termino. Con base en (2) de ese ejemplo, 

*'> - + 

Se deduce de los incisos c), d) ye) del teorema 4.3 que la solucion del problema de valor 
inicial es y(t) = 8<?“ 3 ' - 2 cos 2t + 3 sen 2 1. □ 



Fracciones parciales: 
polinomiales cuadrati- 
cas sin factores reales. 
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Ejemplo 5 Solucion de un PVI de segundo orden 

Resuelva y" - 3/ + 2y = e*, v(0) = 1, y'(0) = 5. 

Solucion Si procedemos como en el ejemplo 4, transformamos la ED al tomar la suma 
de las transformadas termino por termino, usamos ( 6 ) y (7), aplicamos las condiciones 
iniciales dadas, asf como la transformada inversa c) del teorema 4.3, y despues resolve- 
mos para Y(s ): 


‘ 32 {f} + 2a +> - *+*} 

1 


■s 2 y(» - 5y(0) - y'( 0) - 3LSEO) - y(0)| + 2/0) = 


5 + 4 


o 2 - 35 + 2)70) = 5 + 2 + 


1 


5+4 


Y(s) = 


5+2 


+ 


5 2 + 65 + 9 


5 2 — 35 + 2 (s 2 — 3s + 2)(j + 4) (5 — 1)(5 — 2)(s + 4) 


(14) 


y, por lo tanto, y(t) = ifO'j/O)}- Los detalles de la descomposicion de +0) en fraccio- 
nes parciales ya fueron analizados en el ejemplo 3. En vista de (4) y (5), la solucion del 
problema de valor inicial es 


y(f) 




2t 



□ 


Los ejemplos 4 y 5 ilustran el procedimiento basico de como usar la transformada 
de Laplace para resolver un problema de valor inicial lineal, pero estos ejemplos pue- 
den aparecer para demostrar un metodo que no es mucho mejor que el presentado para 
tales problemas en las secciones 2.4 y de la 3.3 a la 3.6. No saque ninguna conclusion 
negativa de estos dos ejemplos. St hay una gran cantidad de algebra inherente en el uso 
de la transformada de Laplace, pero observe que no tuvimos que usar la variacion de 
parametros o preocuparnos por los casos y el algebra del metodo de coeficientes in- 
determinados. Ademas, como el metodo incorpora las condiciones iniciales prescritas 
directamente a la solucion, no hay necesidad de realizar operaciones por separado para 

aplicar las condiciones iniciales a la solucion general y = c x y x + ■*-+ c„y n + y p de 

la ED para encontrar constantes especfficas en una solucion particular del problema de 
valor inicial. 

La transformada de Laplace tiene muchas propiedades operacionales. Examinaremos 
algunas y en las secciones siguientes ilustraremos como nos permiten resolver proble¬ 
mas de mayor complejidad. 

Terminemos esta seccion con un poco de teorla adicional relacionada con los tipos de 
funciones de 5 con los que trabajaremos normalmente. El teorema siguiente indica que 
no toda funcion arbitraria de 5 es una transformada de Laplace de una funcion continua 
por tramos de orden exponencial. 


TEOREMA 4.5 


Comportamiento de F(s) cuando 5 00 

Si/es continua por tramos en [0, 00 ) y de orden exponencial, entonces lfm + { [(t )} =0. 


Demostracion Como/(f) es continua por tramos en 0 < t < T, esta necesariamente 
acotada en el intervalo. Es decir, |/(f)| < M x = M l e 0t . Tambien, debido a que/se asume 
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como de orden exponencial, existen constantes 7 , M 2 > 0 y T > 0, tales que \ f(t)\ =£ M 2 e yt 
para t > T. Si M denota el maximo de {M h M 2 } y c denota el maximo de {0, 7 }, enton- 
ces 


zmy 


e 'V(t)\ dt<M 


' dt = 


e -(s-c), 

-M - 

S — c 


CO 

0 


M 

s — c 


para s > c. Cuando s —> 00 , tenemos \!£{j{i)}\ —> 0, y, por lo tanto, !£ {/(f)} —> 0. 


□ 


Como una consecuencia del teorema 4.5, podemos decir que funciones de s tales 
como F, (s) = 1 y F 2 (s) = s/(s + 1) no son las transformadas de Laplace de funciones 
continuas por tramos de orden exponencial ya que F^s) —> 0 y F 2 (s) —* 0 cuando 5 —» 00 . 
Pero usted no debe concluir a partir de esto que F t (s) y F 2 (s) no son transformadas de 
Laplace. Existen otras clases de funciones. 


Comentarios 


i) La transformada inversa de Laplace de una funcion F(s) puede no ser unica, en 
otras palabras, es posible que ££{/!(?)} — i£{f 2 (t)} y que incluso/i A f 2 . Para nues- 
tros propositos, esto no es algo por lo que haya que preocuparse. Si/! y f 2 son conti¬ 
nuas por tramos en [0, 00 ) y de orden exponencial, entonces dichas funciones son en 
esencia las mismas. Consulte el problema 44 en los ejercicios 4.2. Sin embargo si/j y 
f 2 son continuas en [0, 00 ) y i/j/ff)} = i£,{f 2 {t)}, entonces/! =/ 2 en el intervalo. 

ii) Este comentario es para aquellos que requieran hacer a mano una descomposicion 
fraccional parcial. Hay otra forma de determinar los coeficientes en una descompo¬ 
sicion fraccional parcial en el caso especial cuando i£,{f(t)} = F(s ) es una funcion 
racional de s y el denominador de F es un producto de distintos factores lineales. 
Ilustremos lo anterior al volver a analizar el ejemplo 3. Suponga que multiplicamos 
ambos lados de la descomposicion supuesta 

s 2 + 6s + 9 A B C 

+-r +- 7 (15) 


(s — l)(x — 2)(s + 4) s — 1 


s + 4 


por, digamos, s - 1, simplifique, y despues establezca s = 1. Como los coeficientes 
de B y C en el lado derecho de la igualdad son cero, tenemos 


s 2 + 6s + 9 
(s - 2){s + 4) 


= A 


Escrito de otra forma, 


s~ + 6.J + 9 
0 - 2)(s + 4) 


A = 

5 


= ^ = A, 
5 


donde hemos coloreado u ocultado el factor que se cancelo cuando multiplicamos el 
lado izquierdo por s — 1. Ahora, para obtener By C, simplemente evaluamos el lado 
izquierdo de (15) mientras cubrimos, a su vez, s — 2 y s + 4: 


s 2 + 6s + 9 


(s~ 1 ) 


(s + 4) 


25 .s ' 2 + 6.S- + 9 

= — = B y - 

s=2 6 (j - l)(s - 2) 


1 

= — = C 
s = —4 30 


La descomposicion deseada (15) esta dada en (4). Esta segunda tecnica para deter¬ 
minar los coeficientes se conoce como el metodo de cubrimiento. 

Hi) En este comentario continuamos con nuestra introduccion a la terminologfa 
de sistemas dinamicos. Debido a (9) y (10), la transformada de Laplace esta bien 
adaptada a sistemas lineales dinamicos. En (11), el polinomio P(s) = a n s" + a n _ is " -1 
+ • • • + a 0 es el coeficiente total de Y(s) en (10) y es simplemente el lado izquierdo 
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de la ED con las derivadas cl k y/clt k sustituidas por las potencias k = 0,1, n. Es 
comun denominar al recfproco de P(s), usualmente conocido como Mi) = l// J (.v), 
como la funcion de transferencia del sistema y escribir ( 11 ) como: 

Y(s) = W(s)Q(s) + W(s)G(s). (16) 


De esta manera hemos separado, a manera de suma, los efectos sobre la respuesta 
que se deben a las condiciones iniciales (esto es, W%y)Q 0 )) y a la funcion de entrada 
g (es decir, W(s)G(s)). Veanse (13) y (14), Por lo tanto, la respuesta del sistema y(t ) 
es una superposition de dos respuestas: 

y(t) = S~ l [W(s)Q(s)} + %-'{W(s)G(s)} = y 0 (t) +y,(0- 


Si la entrada es g(t) = 0, entonces la solucion al problema es y 0 {t) = i£~ k {VP(s)2(s)}. 
A esta solucion se le denomina respuesta de entrada nula del sistema. Por otro 
lado, la funcion y x {t) = £~ 1 { VP(.s)G(.y)} es la salida provocada por la entrada g(t). 
Ahora, si el estado inicial del sistema es el estado nulo (es decir, todas las condicio¬ 
nes iniciales son cero), entonces Q(s) = 0, y por tanto la unica solucion al problema 
de valor inicial es yyit)- A la solucion anterior se le conoce como respuesta para 
el estado nulo del sistema. Tanto y 0 (t) como yyit) son soluciones particulares: y 0 (t) 
es una solucion del problema de valores iniciales que consiste en la ecuacion ho- 
mogenea asociada con las condiciones iniciales dadas, y y/t) es una solucion del 
problema de valor inicial que consiste en la ecuacion no homogenea cuyas condi¬ 
ciones iniciales son nulas. En el ejemplo 5 se ve que, a partir de (14), la funcion de 
transferencia es W(s) = l/(s 2 - 3s + 2), y la respuesta de entrada nula es: 


Vo« = 


s ~\~ 2 


0 - 1)0 - 2 ) 


-3e’ + 4e 2 ', 


y la respuesta para el estado nulo es: 

yM =%- 1 ' ‘ 


.0 - 1 )(s - 2)(s + 4) 


= --«' + -e 2 ' + — e- 41 . 
5 6 30 


Verifique que la suma de y 0 (t) y y x {t) sea la solucion y(t) en ese ejemplo y que 
y 0 (0) = 1, yo(0) = 5, en tanto que yi(0) = 0, yj(0) = 0. 


EJERCICIOS 4.2 


Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-8. 


Transformadas inversas 

En los ejercicios del 1 al 30, use el teorema 4.3 para encontrar 
la transformada inversa dada. 


i. s~ l < — 

3 . S~ l 

5 . S 
7 . S~ l 

9 . £ 

11 . £ 


4 


'{ 7 } 

'{(HTI 

■m 


2 . 

4 . £~ 
6 . £~ 


’I—} 

1 As + 1 J 
\s 2 + 49j 


10 . £ 
12. S' 


fe} 

-if 10 * 1 

U 2 + 16 J 


13 . S' 1 
15 . S 

17 . £ 

19 . £ 

21. S 

22. S 


(—I 

W + 1 / 

W 2 + 9 / 

‘{7737} 

‘{77m} 


14 . S 

16 . S 

18 . S 

20. S 


'{ 7 ^} 

4_ 1 _j 

U 2 + J - 20 J 


23 . S 


1 f 0-^ ] 

\{s - 0 . 1)0 + 0 . 2 )/ 

4_mi_1 

l (s - V3)(i + V3) j 


0 - 2 )0 - 3)0 - 6) 


} 
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24. 

25. 

27. 

28. 

29. 

30. 


I 


s 2 + 1 


s(s — l)(s + l)(s — 2) 


} 


X 




X 


{^r 3 + 5^} 26 ' ^ {(s + 2)(s 2 + 4)} 

-if 2,-4 ) 

l ( i 2 + ,)(, 2 + 1 )/ 

{(i 2 + 1 )(.S' 2 + 4)} 

A 6, + 3 ] 

l (, 4 + 5, 2 + 4) J 



Transformadas de derivadas 


En los problemas del 31 al 40, use la transformada de Laplace 
para resolver el problema de valor inicial dado. 

dy 

31. -±-y= L y(0) = 0 
dt 


32. 2 — + y = 0, y(0) = -3 

dt 

33. y' +6y = e 4f , y(0) = 2 

34. y' - y = 2 cos 5 1 , y(0) = 0 

35. y" + 5/ + 4v = 0, y(0) = 1, y'(0) = 0 

36. y" - Ay' = 6e 3 '- 3e~', y(0) = 1, y'(0) = -1 

37. y" + y = V2sen Vl t, y(0) = 10, y'(0) = 0 

38. y" + 9y = e', y(0) = 0, y'(0) = 0 

39. 2 /" + 3/ - 3y' - 2y = e~\ y(0) = 0, y'(0) = 0, /(0) = 1 

40. V" + 2y"-y'-2y= sen 3 1, y(0) = 0, v'(0) = 0, 
y"(0) = 1 


Las formas inversas de los resultados obtenidos en el problema 
46 de los ejercicios 4.1 son 


y 


$T 




{ 

{ 


s — a 

(s — a) 2 + b 2 
b 

(s — a) 2 + b 2 


) 

} 


e at cos bt 


e at sen bt 


En los ejercicios 41 y 42, use la transformada de Laplace y 
estas inversas para resolver el problema de valor inicial dado. 

41. y' + y = e~ 3 ' cos 2 1, y(0) = 0 

42. y" - 2/ + 5y = 0, y(0) = 1, y'(0) = 3 


Problemas de analisis 

43. a) Con un ligero cambio en la notacion, la transforma¬ 

da incluida en (6) es lo mismo que 

= s —/(0). 

Con fit) = te“', analice como puede usarse este resul- 
tadojuntoconcjdel teorema 4.1 para e valuar {te a '}. 
b) Proceda como en el inciso a), pero esta vez analice 
como usar (7) con/(f) = t sen if junto con d) y e) 
del teorema 4.1 para evaluar ££ { t sen kt}. 

44. Construya dos funciones f x y f 2 que tengan la misma 
transformada de Laplace. No son necesarias ideas muy 
elaboradas. 

45. Lea de nuevo el apartado Comentarios iii) de las paginas 
205 y 206. Encuentre la entrada cero y la respuesta de 
estado cero para el PVI del problema 36. 

46. Suponga que/(f) es una funcion para la cual/'(f) es con- 
tinua por tramos y de orden exponencial c. Use los resul¬ 
tados obtenidos en esta seccion y en la 4.1 para justificar 

/(0) = lfm sF(s), 

s—> oo 

donde F(s) = i£{f(t)}. Verifique este resultado con/(f) = 
cos kt. 


4.3 Teoremas de traslacion 


H Introduccion No es conveniente usar la definicion 4.1 cada vez que deseemos 
encontrar la transformada de Laplace para una funcion /(f) dada. Por ejemplo, la inte- 
gracion por partes requerida para determinar la transformada de, digamos,/(f) = e't 2 
sen 3f es, en pocas palabras, formidable cuando se hace a mano. En esta seccion y en la 
siguiente presentamos varios teoremas que ahorran esfuerzo y permiten crear una lista 
mas amplia de transformadas (vea la tabla incluida en el apendice III) sin la necesidad de 
usar la definicion de la transformada de Laplace. 

Traslacion en el eje s 

Evaluar transformadas tales como i/je 5 / 3 } y ££{e~ 2r cos 4f} resulta sencillo siempre que 
conozcamos ^{f 3 } y ££{cos At}, lo cual sabemos. En general, si conocemos ££{/(/} = 
F(s) es posible calcular la transformada de Laplace de un multiplo exponencial de la 
funcion/, es decir, £{e a, f{t)}, sin ningun esfuerzo adicional que el de trasladar, o des- 
plazar, F(s) a F(s - a). Este resultado se conoce como primer teorema de la traslacion 
o primer teorema del desplazamiento. 


4.3.1 


4.3 Teoremas de traslacion 
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TEOREMA 4.6 


Primer teorema de la traslacion 


Si !£ {/(?)} = F(s) y a es cualquier numero real, entonces 

£{e at f(t)} = F(s-a). 



Figura 4.10 DespLazamiento 
sobre el eje x 


Demostracion La demostracion es inmediata, dado que por definicion de 4.1 


£{e a ‘f(t)} = 


e~ s, e a, f(t) dt = 


e - (s - a> ’f{t) dt = F(s - a). 


□ 


J o J o 

Si consideramos a s como una variable real, entonces la grafica de F(s - a) es la grafica 
de F(s ) desplazada sobre el eje x por la cantidad \a\. Si a > 0, la grafica de F(s) se desplaza 
a unidades hacia la derecha, mientras que si a < 0, la grafica se desplaza |a| unidades hacia 
la izquierda. Vea la figura 4.10. 

Para enfatizar, algunas veces resulta util usar el simbolismo 


%{e at f{t)} = S{/(0W, 


donde s —> s - a significa que en la transformada de Laplace F(s) de fit) reemplazamos el 
sfmbolo s siempre que aparezca por s -a. 


Ejemplo 1 Uso deL primer teorema de la traslacion 

Evalue a) !£ { e 5t t 3 } y b) { e~ 2 ' cos At }. 


SoLucion Los resultados se deducen de los teoremas 4.1 y 4.6. 
a) i£{e 5 'P} = 5 = “f 


b) {e 2t cos At} = !£ {cos At} 


s—>s -5 ( s 5 ) 


*-»*-(- 2 ) 2 


/ + 16 


s + 2 


s +2 (s + 2) 2 + 16 


□ 


I Forma inversa del teorema 4.6 Para calcular la inversa de F(.s - a) debemos recono- 
cer F(s), encontrar/(r) al tomar la transformada inversa de Laplace de F(s), y despues mul- 
tiplicar/(t) por la funcion exponencial e“'. Este procedimiento se puede resumir de manera 
simbolica en la siguiente forma: 

( 1 ) 

donde/(r) = 5S _1 {F(i)}. 


I 


Fracciones parciales: 
factores lineales 
repetidos. 


Ejemplo 2 Fracciones parciales y completar el cuadrado 

f 2s + 5 \ f s/2 + 5/3 \ 

Evalue a) - 3 fj y b) £~ l \ s 2 + 4s + 6 /' 

Solution a) Un factor lineal repetido es un termino (s - a) n , donde a es un numero real y n 
un entero positivo > 2. Recuerde que si (s - a) n aparece en el denominador de una expresion 
racional, entonces la descomposicion asumida contiene n fracciones parciales con numera- 
dores y denominadores constantes s-a,(s- a) 2 ,... ,(s- a)' 1 . Por lo tanto, con a = 3 y n = 2 
escribimos 

2s + 5 _ A B 

(s — 3) 2 s — 3 (s — 3) 2 

El numerador obtenido al poner los dos terminos situados a la derecha sobre un denominador 
cornun es 2s + 5 = A(s - 3) + B, y esta identidad produce A = 2 y B = 11. Por lo tanto, 


2s + 5 2 11 



(s — 3 ) 2 s — 3 (5 — 3 ) 2 

( 2 ) 


{2s + 5\ f 1 1 f 1 \ 


y 

^- 1 {(s-3) 2 j=^- , \s-3h^- 1 i(s-3rf- 

(3) 
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Ahora l/(s - 3) 2 es F(s ) = 1/s 2 desplazada 3 unidades hacia la derecha. Como if '{ 1/s 2 } 
= t, se deduce de (1) que 


Por ultimo, (3) es 



(4) 


b) Para comenzar, observe que el polinomio cuadratico ,v 2 + 4s + 6 no tiene ceros reales 
y, por lo tanto, no tiene factores lineales reales. En esta situacion completamos el cua- 
drado: 


s/2 + 5/3 _ s/2 + 5/3 
s 2 4- 4s + 6 (s + 2) 2 + 2 

Nuestra meta aqui es reconocer la expresion planteada en la derecha como alguna trans- 
formada de Laplace F(s) donde s ha sido reemplazado en todas partes por ,y + 2. Lo 
que estamos intentando es parecido a lo hecho en el inciso b) del ejemplo 1 anterior. El 
denominador en (5) ya esta en la forma correcta, es decir, s 2 + 2 con s reemplazado por 
s + 2. No obstante, debemos arreglar el numerador manipulando las constantes: /s + f = 
/(s + 2) + | — 2 = 2^ + 2) + 3 . 

Ahora por division termino a termino, la linealidad de if! -1 , los incisos e) y cl) del teo- 
rema 4.3, y por ultimo la forma (1), 


s /2 + 5/3 _ (l/2)(a+ 2) + 2/3 _ 1 s + 2 2 1 

(i + 2) 2 + 2 (s + 2) 2 + 2 2 (j + 2)" + 2 3 [s + 2)" + 2 


if 


-1 jumix = yj - + 2 | 2 r_i_i 

\ s 2 + 4^ + 6 / 2 \ (j + 2) 2 + 2 / 3 \ (5 + 2) 2 + 2 / 

= -£ )+^— if - l (- 2 - ) 

2 U 2 + 2 s ^ s+2 ) 3\/2 U + 2 ms + 2 J 


= e cos 

2 


2 '—V2 1 + 


s—>s + 2 

V2 


( 6 ) 


■ 2 '""iV2 1 . 


- e sen 


(7)Q 


Ejemplo 3 Problema de valor inicial 

Resuelva y" - 6y' + 9y = /V', y (0) = 2, y'(0) = 17. 


Solucion Antes de transformar la ED, observe que su lado derecho es similar a la fun- 
cion incluida en el inciso a) del ejemplo 1. Usamos el teorema 4.6, las condiciones ini- 
ciales, simplificamos, y entonces resolvemos para Y(s) = if {/(?)}: 


£{/}-6<£{y')+9£{y} = if{?V'} 

s 2 P(s) - jy(0) - y'(0) - 6[iL(x) - >(0)] + 9K(s) = . 2 .. 3 

{s - 3) 


(i 2 -6s + 9 )Y(s) = 2s + 5 + 
(s - 3) 2 Y(s) = 2s + 5 + 


(s - 3) 3 
2 

(s - 3) 3 


2^ + 5 2 

n®) = -—- + 


(S - 3) 2 (s ~ 3) 5 
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El primer termino localizado a la derecha ya se ha descompuesto en fracciones parciales 
individuales en la expresion (2) del inciso a) del ejemplo 2: 


m = 


2 11 2 
5 — 3 (j — 3) 2 (s — 3) 5 


For y(<) - + 112 + i ar '{(73^}- <*) 

A partir de la forma inversa (1) del teorema 4.6, los ultimos dos terminos son 



y as! (8) es y(t) = 2e 3 ' + 11/e 3 ' + fV'. 


Ejemplo 4 Un problema de valores iniciaLes 

Resuelva y" + 4y' + 6 y = 1 + e~‘, y(0) = 0, v'(0) = 0. 

££{y"} +4^£{y'} + 6!£{y} = ££{ 1} + t£{e~'} 


, 11 

5 2 F(i) - jy(0) - y (0) + 4[5Y(s) - y(0)] + 6 Y(s) = - +- 

5 5+1 


(5 2 + 45 + 6)Y(s) = 


25 + 1 

<5 + 1) 


m = 


2 5 + 1 


5(5 + 1)(5 2 + 45 + 6) 


Puesto que en el denominador el termino cuadratico no se factoriza en factores lineales 
reales, se encuentra que la descomposicion de la fraccion parcial para Y(5) es 

1/6 1/3 s/2 + 5/3 

Y(s) = — + 

w 5 5 + 1 5 2 + 45 + 6 

Ademas, en la preparacion para tomar la transformada inversa, ya hemos manipulado el 
ultimo termino en la forma necesaria a partir del inciso b ) del ejemplo 2. De manera que, 
en vista de los resultados obtenidos en (6) y (7), tenemos la solution 


f 1] 1 . 

{ 1 

1 1 , f 

<-} + -X 1 


WJ 3 

U + 1. 

J 2 l 


]_ 
6 ' 


1 1,1 

= —I —e - e 

6 3 2 


5 + 2 


2 'cosV2 /-— e - 2 ' 


(s + 2) 2 + 2 
sen \Pl t. 


^ 1 

/ 3 1 (5 + 2) 2 + 2 J 


Traslacion en el eje t 

M Funcion escalon unitario En ingenieria es comun encontrar funciones que estan 
en estado “activo” o “inactivo”. Por ejemplo, una fuerza externa que actue sobre un 
sistema mecanico o un voltaje aplicado a un circuito pueden ser suspendidas despues 
de cierto tiempo. Resulta conveniente, entonces, definir una funcion especial que sea 
del numero 0 (inactiva) hasta cierto tiempo t = a, y de numero 1 (activa) despues de ese 
tiempo. Esta funcion se denomina funcion escalon unitario o funcion de Heaviside. 
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Observe que definimos °U(f - a) solo en el eje f no negativo puesto que es todo lo 
que nos interesa en el estudio de la transformada de Laplace. En un sentido mas amplio, 
°IL (t-a) = 0 cuando t < a. La grafica de °ll(t - a) se presenta en la figura 4.11. 

Cuando una funcion/definida para f > 0 se multiplica por 'll, it - a), la funcion 
escalon unitario “desactiva” una porcion de la grafica de esa funcion. Por ejemplo, con- 
sidere la funcion/(f) = 2t - 3. Para “desactivar” la parte de la grafica de/en, digamos, 
el intervalo 0 < t < 1, simplemente formamos el producto (2f - 3)°lL(t - 1). Vea la figura 
4.12. En general, la grafica de/(f)°l!(f - a) es 0 (desactivado) para 0 < t < a y es la por¬ 
cion de la grafica desactivada (activada) cuando f > a. 

La funcion escalon unitario tambien se puede utilizar para escribir en forma compacta 
funciones defmidas por tramos. Por ejemplo, al considerar los intervalos 0 < / < 2, 2 < 
f< 3, f > 3, y los valores correspondientes de °U(f-2) y °U(f- 3), debe resultar evidente que la 
funcion definida por tramos mostrada en la figura 4.13 es la misma que/(f) = 2 - 3°U(f- 2) + 
°l i(t- 3). Tambien, una funcion general definida por tramos del tipo 


os ::: 

(9) 

es la misma que 


fit) = git) - giO'Uit - a) + /f(f)°U(f-a). 

(10) 

De manera similar, una funcion del tipo 


TO, 0 < t < a 


f(t) = S g(t), a<t<b 

(ID 

lo, t — b 


se puede escribir como /(f) = g(f)[°U(f - a) - °lt(f - b)]. 

(12) 


Ejemplo 5 

Exprese/(f) = 


Una funcion definida por tramos 

f 20r, 0 < / < 5 

| _ en terminos de funciones escalon unitario. Graffquelos. 


Soluciones La grafica de/se presenta en la figura 4.14. Ahora, a partir de (9) y (10) 
con a = 5, git ) = 20f y hit) = 0, obtenemos/(f) = 20 1 - 20f °U(f - 5). 


Considere una funcion general y = /(f) definida para I > 0. La funcion definida por 
tramos 

„ f 0, 0 < f < a 

fit -amt-a) = \ (13) 

l - a ), t> a 

desempena un papel importante en el siguiente analisis. Como se muestra en la figura 
4.15, cuando a > 0 la grafica de la funcion y = fit - a)°K,(f - a) coincide con la grafica 
de y = fit - a) cuando f > a (la cual es toda la grafica de y = /(f), f > 0, desplazada en a 
unidades hacia la derecha en el eje f), pero es identica a cero cuando 0 < / < a. 

En el teorema 4.6 vimos que un multiplo exponencial de fit) da como resultado una 
traslacion de la transformada F(s) en el eje ,v. Como una consecuencia del teorema si¬ 
guiente vemos que siempre que Fis) se multiplique por una funcion exponencial e~ as , 
a > 0, la transformada inversa del producto e~ as Fis) sera la funcion / desplazada a lo 
largo del eje f en la forma ilustrada por la figura 4.15 b). Este resultado, presentado a 
continuacion en su version transformada directa, se denomina segundo teorema de la 
traslacion o segundo teorema del desplazamiento. 


* 

l -- 


- 1 - 1 

a 

Figura 4.11 Grafica de la funcion 
escalon unitario 



Figura 4.12 La funcion se puede 
escribir como/(t) = (2t — 3)°lt(t — 1) 



Figura 4.13 La funcion se puede 
escribir como/(f) = 2 1 - 3°lL(t - 2) 
+ °U(t - 3) 



r 


Figura 4.14 La funcion se puede 
escribir como/(t) = 20f-20t a lf(f-5) 




Figura 4.15 DespLazamiento 
en el eje t 
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TEOREMA 4.7 


Segundo teorema de la traslacion 


Si F(s) = if {fit )} y a > 0, entonces 

if{f(t-a)°\L(t-a)} = e~ as F(s). 


Mediante la propiedad aditiva de intervalos para integrales, e s, f(t - a) 
°ll,(r - a) dt puede escribirse como dos integrales: 


if [fit- a)°U,(t -a)} = 


e '[fit - a)°li(t - a) dt + 


Ceropara 0 £ t<a 

o 

e~ s 'f(t - a) dt. 


e s f(t - a) °\L(t - a) dt 

Uno para lid 


Ahora, si establecemos que v = t - a, dv = dt en la ultima integral, entonces 


i£{f{t - a^it - a)} = 


e~ s(v+a fiv) dv 


e- s "f{v)dv = e- asX {f{t)}. 


Muchas veces deseamos encontrar la transformada de Laplace de solo una funcion es- 
calon unitario. Esto se puede lograr con base en la definicion 4.1 o en el teorema 4.6. Si 
identificamos/(f) = 1 en el teorema 4.7, entonces/(f- a) = 1, F{s) = i£{ 1} = 1 Is, y asf 


iE^it-a)} = — 


(14) 


Por ejemplo, mediante (14), la transformada de Laplace de la funcion ilustrada en la 
figura 4.13 es 

if {fit )} = 2i£{l] -3 if (°U(r-2)} + ^{°lt(r-3)} 

„ 1 „ ^ 2s e~ 3s 

s s s 


■ Forma inversa del teorema 4.7 Si f(t) = if 1 {/-’(.v)}. la forma inversa del teorema 
4.7, a > 0, es 


cp —1 f yj—as 


{e- as F(s)l = f(t-a)°U(t-a). 


(15) 


Ejemplo 6 Uso de la formula (15) 

Evalue a ) _ i\ e } y b) if -1 1 s ,2 + g e 

Solution a) Con las identificaciones a = 2, Fis) = \Ks - 4), {£,_'{ Fis) \ = e 4 ', a partir 
de (15) tenemos 

.ST 1 j—= e 4 ('- 2 %(f - 2). 

b) Con a = ti! 2, F(s) = s/(s 2 + 9), i£^{F{s)} = cos 3 1, (15) produce 

= “ s3 (' - fM' - 0 

La ultima expresion puede simplificarse un poco mediante la formula de adicion para el 
coseno. Verifique si el resultado es lo mismo que — sen3r°li,(r — tt!2). 
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I Forma alternativa del teorema 4.7 Con frecuencia enfrentamos el problema 
de encontrar la transformada de Laplace del producto de una funcion g y una funcion 
escalon unitario °li(t - a) donde la funcion g carece de la forma desplazada precisa 
fit - a) del teorema 4.7. Para encontrar la transformada de Laplace de g{if\L{t - a), 
podemos arreglar g(t ) para convertirla en la forma requerida/(t - a ) empleando mani- 
pulaciones algebraicas. Por ejemplo, si queremos usar el teorema 4.7 para encontrar la 
transformada de Laplace de t 2 °lL(t-2), tendrfamos que forzar a g(t) = t 2 a convertirse en 
la forma/(t- 2). Usted debera trabajar los detalles minuciosamente y verificar que t 2 = 
it - 2) 2 + 4(t - 2) + 4 es una identidad. Por lo tanto, 

££{t 2 °ll(r- 2)} = {(r - 2) 2o lt(r - 2) + 4(r- 2)°ll(r- 2) + 4°U(r- 2)}, 


donde cada termino de la derecha puede evaluarse ahora mediante el teorema 4.7. Pero 
como estas manipulaciones son lentas y con frecuencia no resultan evidentes, es mas 
facil disenar una version alternativa del teorema 4.7. Empleando la definicion 4.1, la 
definition de °il(t - a), y la sustitucion u = t - a, obtenemos 


Es decir. 


i£{g(tmt-a)} 


e s, git) dt = 


’ OO 

e~ s(u+a) giu + a) du. 


£{g{tmt-d)} = e- as £{git + a)}. 


(16) 


Ejemplo 7 Segundo teorema de La trasLacion. Forma alternativa 

Evalue if {cos r°lt(r - 7r)}. 

Solucion Con git) = cos t,a = tt, entonces git + ir) = cos (I + tt) = -cos t mediante la 
formula de la adicion para la funcion coseno. Entonces, por (16) 

if {cos f°H(f- ir)} = -e~™i£ {cos t} = — e™. 

s + 1 


Ejemplo 8 Un problema de valores iniciales 

f 0, 0 < t < 7T, 

Resuelva y + y = f(t), y(0) = 5, donde fit) = < 

(3 COSf, t > 7T. 

Solucion La funcion/se puede escribir como fit) = 3 cos Lit (7 - tt) y entonces por 
linealidad, con los resultados del ejemplo 7 y las fracciones parciales acostumbradas, 
tenemos 


if {y' } + if {y} = 3if {cos t°ll(t - tt)} 


sYis)-yiO) + Yis) = -3 


is + l)L(i) = 5 


5 2 + 1 


35 


5 2 + 1 


7(5) = 


5+1 


1 1 

-e~ ns + -r- 


5+1 


5 2 + 1 


+ 


5 2 + 1 


(17) 


Ahora que si procedemos como lo hicimos en el ejemplo 6, a partir de (15) con a = tt se 
deduce que las inversas de los terminos entre Haves son 


if 


1 = e^-^it-Tt), if- 1 e~™\ = sen it- 7r)°U(t- tt), 

if- 1 / 2 ^ i e -,rj | = cos (t - rri^it - tt). 
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Figura 4.16 Grafica de La solucion 
dada en (18) 


Por lo tanto, la inversa de (17) es 

3 3 3 

y{t) = 5e 1 + — e (t 7r,0 ll(f - tt) — — sen(? - - tt) - — cos (f - 7r)°U(r - tt) 


5e~‘ + - 


' 5e~', 


e (' 7T ’+ sen t + cos t 


)/,(/ — tt) <— Identidades trigonometricas 


,5e ' + \e ^ + I sen/ + | cos? ’ 


0 < t < TT 

t > 77. 


(18) 


Con ayuda de una herramienta de graficacion, obtenemos la grafica de (18) mostrada en 
la figura 4.16. 


■ Vigas En la seccion 3.9 vimos que la deflexion estatica y(x) de una viga uniforme 
de longitud L que soporta una carga w(x ) por unidad de longitud se encuentra a partir de 
la ecuacion diferencial de cuarto orden 


uy 

EI^i = w(x), (19) 

ax 

donde E es el modulo de Young de elasticidad e / es un momento de inercia del corte 
transversal de la viga. La transformada de Laplace resulta particularmente util cuando 
w(x) esta definida por tramos, pero con el fin de usar la transformada, debemos asumir de 
manera tacita que y(x) y w(x) estan definidas en (0, oo) y no en (0, L). Observe tambien 
que el siguiente ejemplo es un problema de valores en la frontera mas que de valor inicial. 



Figura 4.17 Viga empotrada con 
una carga variable 


Ejemplo 9 Un problema de valores en la frontera 

Una viga de longitud L esta empotrada por ambos extremos como se muestra en la figura 
4.17. Encuentre la deflexion de la viga cuando la carga esta dada por 



donde vi^es una constante. 



0 < x < L/2 
L/2 < x < L, 


Solucion Recuerde que, como la viga esta empotrada por sus dos extremos, las condi- 
ciones de frontera son y(0) = 0, y'(0) = 0, y{L) = 0, y'(L) = 0. Ahora, con base en (10), 
podemos expresar w(x) en terminos de la funcion escalon unitario: 


w(x) = w 0 ( 1 - -x 


w 0 1 


rrv ~ I 


2w 0 

L 


— X + 


x -1M* * 2 


A1 transformar (19) respecto a la variable x se tiene 


El I 1 s 4 F(5 r ) — s 3 ;y(0) — ^ 2 j'(0) — ^"(0) — /"(0) I = 


2w 0 


L/2 1 1 , . ' 

+ e- ul2 


o bien 


**Y(s) - sy"( 0) - y"'(0) = ^ 


Hl-l + Le-** 

S s 2 s 2 


Si establecemos C! = y"(0) y c 2 = y"'(0), entonces 


C\ c 2 2w 0 

y( S ) = 4 + 4 + — 

.v 3 s 4 EIL 


L/2 1 1 , ,, 

— - 1 - p-^l 2 

j 5 a 6 a 6 
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y en consecuencia 





+ 


2w 0 

EIL 


[^*4 

i}-‘4 

1 

s _h 

+ 

L 4! b 

S J 5! 1 

r b J 5! JJ 


= —x 2 + ^x 3 + 
2 


Cl 

6 


w 0 

60 EIL 


5 L 


x 1 + \ x 


°U x 


A1 aplicar las condiciones y(L) = 0 y y'(L) = 0 al ultimo resultado se produce un sistema 
de ecuaciones para c 1 y c 2 : 


Cl 


L 2 

2 



49wqL 4 

1920£7 


L 2 85woL 3 

CiL + c 2 -h- 

1 2 2 960 El 


= 0. 


Al resolver, encontramos Cj = 23w 0 L 2 /960EI y c 2 = -9w 0 L/40EI. Por lo tanto, la de¬ 
flexion es: 




23WqL 2 ^ 2 _ 3wqL + w 0 
1920£7 A 80/i/ ' 60EIL 



□ 


EJERCICIOS 4.3 Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-9. 


Traslacion en el eje s 


En los problemas del 1 al 20, encuentre F(s ) o fit), como se 
indica. 


1. 

5£{te 10 '} 

2. 

3. 

££{lV 2 '} 

4. 

5. 

!£ { t(e' + e 2t ) 2 } 

6. 

7. 

{e' sen 3f| 

8. 

9. 

i£{( l—e' + 3e“ 4 ') cos 5?} 



£{te- 6 '} 
£{t 10 e- 7 ‘} 
£{e 2, {t-\) 2 } 
t£{e~ 2 ' cos 4f} 


10. 

11 . 

13. 

15. 

17. 

19. 




En los problemas del 21 al 30, use la transformada de Laplace 
para resolver el problema de valor inicial dado. 

21. y' + 4y = e At , y( 0) = 2 

22. y'-y = 1 + re', y(0) = 0 

23. y" + 2y' + y = 0, y(0) = 1, y'(0) = 1 


24. y" - 4y' + 4y = fe 2 ‘, y(0) = 0, y'(0) = 0 

25. y" - 6y' +9y = t, y(0) = 0, y'(0) = 1 

26. y" - 4/ +4 y = t 3 , v(0) = 1, v'(0) = 0 

27. y" - 6y' + I3y = 0, y(0) = 0, y'(0) = -3 

28. 2y" + 20 y' + 51y = 0, y(0) = 2, y'(0) = 0 

29. y" -y' = e'cos t, v(0) = 0, y'(0) = 0 

30. y" - 2y' + 5y = 1 + t, y(0) = 0, y'( 0) = 4 

En los ejercicios 31 y 32, use la transformada de Laplace y el 
procedimiento delineado en el ejemplo 9 para resolver el pro¬ 
blema de valores en la frontera dado. 

31. y" + 2/ + y = 0, y'(0) = 2, y(l) = 2 

32. y" + 8/ + 20y = 0,y(0) = 0, y'(jr) = 0 

33. Un peso de 4 libras estira un resorte 2 pies. El peso se li¬ 
bera del reposo a 18 pulgadas por encima de la position 
de equilibrio, y el movimiento resultante se presenta en 
un medio que ofrece una fuerza amortiguadora numeri- 
camente igual a | veces la velocidad instantanea. Use la 
transformada de Laplace para encontrar la ecuacion de 
movimiento x(t). 

34. Recuerde que la ecuacion diferencial para la carga instan¬ 
tanea q(t) en el capacitor de un circuito LRC en serie es: 

d 2 q dq 1 

L i? * R i; + c“ - (20) 

Vea la section 3.8. Use la transformada de Laplace para 
encontrar q(i) cuando L = I h. R — 20 11, C = 0.005 f, 
E(t) = 150 V, t > 0, q( 0) = 0 e 1(0) = 0. ^Cual es la 
corriente 1(f)? 
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35. Considere la baterfa de voltaje constante E 0 que carga el capacitor mostrado en la figura 4.18. Divida la ecuacion 
(20) entre L y defina 2A = R/L y or = 1 ILC. Use la transformada de Laplace para mostrar que la solucion q(t ) de 
q" + 2\q' + a) 2 q = E 0 /L, sujeta a qiO) = 0, ((0) = 0, es 


9(0 


E 0 C 

1 — e A '(coshVA 2 

EqC 

1 - e~ A '(l + A/) , 

EqC 

1 — e~ A '^ cos \/cir 


— senh VA 2 

VA 2 - co 2 





^ Figura 4.18 Circuito del problema 35 


36. Use la transformada de Laplace para encontrar la carga 
q(t) en una serie RC cuando q( 0) = 0 y E(t) = E 0 e~ k ‘, k> 0. 
Considere dos casos: k =h 1 IRC y k = 1 IRC. 


m 


. 3.2 


Traslacion en el eje t 


En los problemas del 37 al 48, encuentre F(s) o/(f), como se 
indica. 


37. 

i 

j 

i 

38. 

!£ { e 2 ~ l °ll(f - 2)} 

39. 

!£ {f°lt(f - 2)} 

40. 

!£ {(3f + l)°U(f- 1)} 

41. 

££{cos 2f °U(f- tt)} 

42. 

sen t°U 




JH + e- 2 r\ 

43. 

z- 1 X s 3 J 

44. 

^X s + 2 J 


f e~” \ 


ise~ m/2 ) 

45. 

z-'U + if 

46. 

^V + 4j 




( „~2 s } 


> e l 


1 e l 

47. 

d' \ s{s + 1) J 

48. 




Figura 4.20 Grafica Figura 4.21 Grafica 

para eL problema 49 para el problema 50 


51. 



t 


Figura 4.22 Grafica para el problema 51 


En los problemas del 49 al 54, haga coincidir la grafica dada 
con alguna de las funciones ilustradas de a) a/). La grafica de 
/(f) aparece en la figura 4.19. 



Figura 4.19 Grafica para los problemas del 49 al 54 


52. 



Figura 4.23 Grafica para el problema 52 


a) fif) -f{t) °U(t - a) 

b) fit - b) °U(t - b) 

c) fit) °\Lit - a) 

d ) m-mmt-b) 

e) mm -a) -mm -b) 

f) f(t-a)<W-a)-fit-a)<W-b) 



Figura 4.24 Grafica Figura 4.25 Grafica 

para eL problema 53 para el problema 54 
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En los problemas del 55 al 62, escriba cada funcion en termi- 
nos de las funciones escalon unitario. Encuentre la transforma- 
da de Laplace de la funcion dada. 



m = \ 

f 2, 

0 

< t < 

3 

55. 

i- 2 ; 

t > 

3 



fi. ° 

< 

t < 4 


56. 

m = | 

0, 4 

< 

t < 5 




u, 


t > 5 



II 

o 

o 

< 

t < 1 


57. 

If 2 , 


t > 1 


58. 

f(t) = i 

'o. 

0 

■ t < 

3tt/2 



, sen t. 


t > 

3t7/2 


II 

[ t, 0 

< 

t < 2 


59. 

lo, 


t > 2 



m = \ 

sen t. 

0 

< t < 2 tt 

60. 

.0, 


t > 

: 27 T 

61. 




62. 


70. y" + Ay' + 3y = 1 - °U(t - 2) - °ll(r - 4) + °lL(t - 6), 

y(0) = 0, >■'((.)) = 0 

71. Suponga que un peso de 32 libras estira un resorte 2 
pies. Si el peso se libera del reposo desde la posicion 
de equilibrio, encuentre la ecuacion de movimiento x(t) 
si una fuerza aplicada/L) = 20 1 actua sobre el sistema 
cuando 0 < f < 5 y despues se elimina (vea el ejemplo 
5). Ignore cualquier fuerza de amortiguamiento. Use 
una herramienta de graficacion para obtener la grafica 
x(t) en el intervalo [0, 10]. 

72. Resuelva el problema 71 si la fuerza aplicada f(t) = sen 
t actua sobre el sistema cuando 0 < t < 2 it y despues se 
elimina. 

En los problemas 73 y 74, use la transformada de Laplace para 
encontrar la carga q{t) en el capacitor de un circuito RC en 
serie sujeto a las condiciones dadas. 

73. q{Q) = 0, R = 2.5 Cl, 74. ty(0) = q Q , R = 10 O, 

C = 0.08 f, E{i) dada en C = 0.1 f, E(t) dada en la 
la figura 4.28 figura 4.29 


m 

1 - 




pulso rectangular funcion escalera 

Figura 4.26 Grafica Figura 4.27 Grafica 

para el problema 61 para el problema 62 

En los ejercicios del 63 al 70, use la transformada de Laplace 
para resolver el problema de valor inicial dado. 

63. y' +y = fit), y(0) = 0, donde/(7) = 

64. y' +y = fit), y(0) = 0, donde/f) = 


f 1, 0 < t < 1 

l — 1, t > 1 


f0, 0 < t < 1 

\ 5, t > 1 


Figura 4.28 E(t) del Figura 4.29 E(t) del 

problema 73 probLema 74 

75. a) Use la transformada de Laplace para encontrar la 
corriente i(t) en el circuito LR en serie de malla 
simple cuando i( 0) = 0 ,L = I h. R = 10 11 y E(t) es 
como aparece en la figura 4.30. 

b) Use un programa computacional de graficacion para 
graficar i(t) en el intervalo 0 < t < 6. Utilice la gra¬ 
fica para estimar r mSx e ( mfn , los valores maximos y 
mmirnos de la corriente. 


65. y' + 2y =fit), y(0) = 0, donde/(f) 


lo. 


0 < t < 1 
1 > 1 


66. y" + 4y = fit), >(0) = 0,y'(0) = -1, donde 

0 < t < 1 


m = 


{i; 


t > 1 


67. y" + 4 y = sen t°lL(t- 2 tt), y(0) = 1, y'(0) = 0 

68. /' - 5y' + 6y = °lt (t- 1), y(0) = 0, y'(0) = 1 

69. y" + y = fit), y(0) = 0, y'(0) = 1, donde 


r o, o < t < tt 

f(t) = | 1, 77<f<277 
[O, t > 277 



Figura 4.30 E(t) del problema 75 

76. a) Mediante la transformada de Laplace, encuentre la 
carga q(t) en el capacitor de un circuito RC en serie 
cuando q( 0) = 0, R = 50 Cl, C = 0.01 f y E(t) es 
como aparece en la figura 4.31. 

b) Asuma que E 0 = 100 V. Use un programa de compu¬ 
te para trazar la grafica q(t) en el intervalo 0 s t < 6. 
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Emplee la grafica para estimar < 7 mix , el valor maxi- 
mo de la carga. 


E{ t) 


MT 

1 1 

1 1 

1 1 

1 1 


1 3 


Figure 4.31 E(t) 
del problema 76 


77. Una viga en voladizo esta empotrada en su extremo iz- 
quierdo y libre en el derecho. Use la transformada de 
Laplace para encontrar la deflexion y(x) cuando la carga 
esta dada por 



0 < x < L/2 
L/2 < x < L. 


78. Resuelva el problema 77 cuando la carga esta dada por 
f 0, 0 < x < L/3 

w{x) = \ w'o, L/3 < x < 2L/3 
[ 0, 2L/3 < x < L. 


79. Encuentre la deflexion y(x) de una viga en voladizo em¬ 
potrada en su extremo izquierdo y libre en el derecho 
cuando la carga es como se dio en el ejemplo 9. 

80. Una viga esta empotrada en su extremo izquierdo y sim- 
plemente apoyada en el derecho. Encuentre la deflexion 
y(x) cuando la carga es como la dada en el problema 77. 

81. Pastel dentro de un horno Lea de nuevo el ejemplo 4 
de la section 2.7 sobre el enfriamiento de un pastel que 
se saca del homo. 

a ) Disene un modelo matematico para la temperatura 
de un pastel mientras esta adentro del homo con 
base en los siguientes supuestos: en t = 0, la mezcla 


del pastel esta a la temperatura ambiente de 70°F; el 
horno no esta precalentado, de manera que cuando 
t = 0 y la mezcla del pastel se coloca en el horno, 
la temperatura en el interior de este es tambien de 
70°F; la temperatura del horno se incrementa lineal- 
mente hasta t = 4 minutos, cuando se llega a la tem¬ 
peratura deseada de 300°F; la temperatura del horno 
es una constante de 300° cuando t > 4. 

b) Use la transformada de Laplace para resolver el pro¬ 
blema de valor initial dado en el inciso a). 

Problemas de analisis 

82. Analice como arreglarfa cada una de las siguientes fun- 
ciones de manera que el teorema 4.7 pudiera usarse di- 
rectamente para encontrar la transformada de Laplace 
dada. Verifique sus respuestas mediante la expresion 
(16) de esta section. 

a) £{(2t + l)°U(t- 1)} b) 5£{e ,a lL(t - 5)} 

c) i£{cos t°\L(t - 7t)} d) i£{(t 2 - 3t) a \L(t - 2)} 

83. a) Asuma que el teorema 4.6 se mantiene cuando el 

sfmbolo a es reemplazado por ki, donde k es un nu- 
mero real e r = -1. Demuestre que se puede utilizar 
X { te k "} para deducir 

s 1 - k 2 

!£it cos kt} = —-z -„ , 

1 Or + Icf 

rn r 2 ks 

, 2{tsenk,} - 

b) Ahora use la transformada de Laplace para resolver 
el problema de valor initial 

x" + arx = cos cot, x(0) = 0, x'(0) = 0. 


I 

I Introduction En esta section desarrollamos muchas mas propiedades operaciona- 
les de la transformada de Laplace. En especffico, veremos como encontrar la transfor¬ 
mada de una luncion /(/) que esta multiplicada por un monomio t", la transformada de 
un tipo especial de integral, y la transformada de una funcion periodica. Las dos ultimas 
propiedades de las transformadas nos permiten resolver algunas ecuaciones con las 
cuales no hemos trabajado hasta este punto: las ecuaciones integrales de Volterra, ecua¬ 
ciones integrodiferenciales, y ecuaciones diferenciales ordinarias donde la funcion de 
entrada es una funcion periodica definida por tramos. 


4.4 Propiedades operacionales adicionales 


Derivadas de transformadas 


I Multiplication de una funcion por t n La transformada de Laplace del producto 
de una funcion/(t) con t se puede encontrar al diferenciar la transformada de Laplace de 
fit). Si F(s) = !£{f(t)} y si asumimos que es posible efectuar el intercambio de diferen- 
ciacion e integration, entonces 


d . d 


e s 'f(t) dt = 


[e dt = 
ds 


e s 'tf(t) dt = -£{tf(t)}\ 


es decir, 


%{tf(t)} = % W)}. 

ds 
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De manera similar, ^{ffif)} = i£,{t ■ tf(t)} =- -!£{tf{t)} 

ds 

Los dos casos anteriores sugieren el resultado general para !£ {ff(t )}. 



Ejemplo 1 Uso del teorema 4.8 

E value X {t sen kt}. 

Solution Con/(r) = sen kt, F(s ) = k/(s 2 + k 2 ) y n = 1, el teorema 4.8 da 
r „ r d rn , , d ( k \ 2ks 

1 1 ds 1 1 ds\s- + k 2 ] (,y 2 + ey 


Si deseamos evaluar !£{r sen kt} y i£{f 3 sen kt}, todo lo que necesitamos hacer, cada 
vez, es tomar el negativo de la derivada respecto a 5 del resultado obtenido en el ejemplo 
1 y despues tomar el negativo de la derivada respecto as de !£{f sen kt}. 

Para encontrar las transformadas de las funciones fe al , podemos usar el primer teore¬ 
ma de la traslacion o el teorema 4.8. Por ejemplo, 


Teorema4.6: !£{te 3 '} = 2?{f} s _„_3 = — 


s—>s — 3 


(, - 3) 2 


Teorema 4.8: £{te 3 '} = --^-5£{e 3 '} = — l — = (s - 3) 2 = -— 

ds ds s — 3 (s — 3) 



Observe que se puede 
utilizar cualquier 
teorema. 


Ejemplo 2 Un problema de valor inicial 

Resuelvax" + 16 jt = cos 4r, jc( 0) = 0, x'(0) = 1. 

Solucion El problema de valor inicial podrfa describir el movimiento forzado, sin 
amortiguacion, y resonante de una masa en un resorte. La masa comienza con velocidad 
inicial de 1 pie por segundo en direction descendente a partir de la position de equili- 
brio. 

A1 transformar la ecuacion diferencial se tiene 


{s 2 + 16)X(i) = 1 + 


s 2 + 16 


o X(s ) = 


+ 16 (s 2 + 16) 2 


Del ejemplo 1, acabamos de aprender que 


f 2 ks \ 

2-1 1 (a 2 + fc 2 ) 2 J = ' 


sen kt. 


( 1 ) 
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y entonces, con la identification k = 4 en (1) y en el inciso d) del teorema 4.3, obtenemos 



{ 


(.s 2 + 16) 2 


□ 


Transformadas de integrales 

■ Convolution Si las funciones/y g son continuas por tramos en [0, oo), entonces un 
producto especial, denotado como/ * g, esta definido por la integral 



f*g 


f( T )g(t ~ r) dr 

Jo 


( 2 ) 


y se conoce como convolution defy g. La convolution/ * g es una funcion de t. Por 
ejemplo, 


e‘ * sen t = 


<? T sen(f - r) dr 

'o 


1 

— (-sen t 
2 


cos t + e l ). 


(3) 


Se puede demostrar que P 0 f(r)g{t - r) dr = f‘ 0 f(t- r)g(r) dr, es decir, / *g = g *f Esto 
significa que la convolucion de dos funciones es conmutativa. 

No es verdad que la integral de un producto de funciones sea el producto de las in¬ 
tegrales. No obstante, es verdad que la transformada de Laplace del producto especial 
(2) es el producto de las transformadas de Laplace de/y g. Esto significa que es posible 
encontrar la transformada de Laplace de la convolucion de dos funciones sin evaluar 
realmente la integral como lo hicimos en (3). El resultado que se deriva es conocido 
como teorema de convolucion. 


TEOREMA 4.9 


Teorema de convolucion 

Si /L) y git) son continuas por tramos en [0, oo) y de orden exponencial, entonces 

£{f*g] = ! {./(/)i ID)! = F(s)Gis). 



Figura 4.32 Cambio en el orden 
de integration de t primera a r 
primera 


Demostracion Sea 


F(s) = £{f{t)} = e ST f{r)dr y G{s) = i£{g{t)} = e sp g((5)dp. 
Si procedemos de manera formal, tenemos 


F(s)G(s) = [ e- s %r) dr e~^g(fi) d/3 

Jo f S J 0 


e -< T+p) f (r)g(P)dr d/S 


f{r) dr 


-(r + 


P W)d(3. 


A1 mantener r fija, t = r + p, dt = d/3, de manera que 


F(s)G(s) = 


f(r) dr 


e s, g(t — r)dt. 


En el piano tr estamos integrando sobre la region sombreada de la figura 4.32. Como/y 
g son continuas por tramos en [0, oo) y de orden exponencial, es posible intercambiar el 
orden de la integracion: 

) ft 


F(s)G(s) = 


e~ s ' dt 


f{r)g(t - r) dr = 


■ oo 

■ 

-st 


e 


Jq 

LJ 


f(r)g(t ~ r) dr >dt = i£,{f * g}. □ 
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Ejemplo 3 Transformada de una convoLucion 


Evalue 


e T sen(? — t)cIt 


J o 


Solucion Con f(t) = e' y g(t) = sen t el teorema de convolucion establece que la trans¬ 
formada de Laplace de la convolucion de / y g es el producto de sus transformadas de 
Laplace: 



e T sen(r — t ) z/t 
•'o 


} 


££{e'} • ££{senr} 


1 1 

5—1 S 2 + 1 


1 

(5 - 1 )( 5 2 + !)• 


□ 


H Forma inversa del teorema 4.9 El teorema de convolucion algunas veces resulta 
util para encontrar las transformadas inversas de Laplace del producto de dos transfor¬ 
madas de Laplace. Con base en el teorema 4.9 tenemos 


2 4 {F(i)G(i)} =f*g. 


(4) 


Muchos de los resultados incluidos en la tabla de transformadas de Laplace del apendice 
III se pueden derivar utilizando (4). Por ejemplo, en el ejemplo siguiente obtenemos la 
entrada 25 de la tabla: 


5S {sen kt - kt cos kt} 


2 k 3 

(s 2 + k 2 ) 2 ' 


(5) 


Ejemplo 4 Transformada inversa como una convolucion 


Evalue 


1 {(5 2 + ^) 2 }- 


Solucion Sea F(s ) = G(s) = 


s 2 + k 2 


de manera que 
En este caso, (4) da 


fit) = gf) = 7 i£~ l 
k 


{_*_},i 

ly + tu k 


sen kt. 


^ _1 {(5 2 + ^) 2 } 


sen kr sen k{t - t) dt. 


De sus conocimientos de trigonometrfa, recuerde ahora que 

1 

sen A sen B = — [cos (A-B) - cos (A + B)]. 

Si establecemos A = kry B = k(t- t), podemos realizar la integracion en (6): 


2T 


( 1 1 

L 1 

l(r + * 2 ) 2 J 

2k 2 . 


= —— [ cos £( 2 t — t) — cos&t] dr 


1 

2 k 2 


2k 


sen£(2r — t) — r cos kt 


( 6 ) 


sen kt — kt cos kt 
2 k 3 

A1 multiplicar ambos lados por 2 if resulta la forma inversa de (5). 

■ Transformada de una integral Cuando g(t) = I y ;L {g(0} = G(s) = 1 Is, el teore¬ 
ma de convolucion implica que la transformada de Laplace de la integral de/es 




' ,, X _ m 
s ■ 

* 


(7) 
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La forma inversa de (7), 


rt 

/(t) dr = 

^0 



(8) 


se puede usar en vez de fracciones parciales cuando s" es un factor del denominador y 
fit) = £C _1 {F(i)} es facil de integrar. Por ejemplo, para fit) = sen t sabemos que 
F(s) = 1 /is 2 + 1), y, por lo tanto, mediante (8) 


SET 1 

if,-' 


{ 

{ 

{ 


s(s 2 + 1)1 
s 2 (s 2 + 1)} 
s 3 (s 2 + 1)} 


sen rdr = 1 — cost 

't 

(1 — cos r)dr = t — sent 

-*0 


(t — sen r)dr 
•*o 


-lt 2 
2 


— 1 + cost 


y asf sucesivamente. 


I Ecuacion integral de Volterra El teorema de convolucion y el resultado obtenido 
en (7) son utiles para resolver otros tipos de ecuaciones en los cuales una funcion des- 
conocida aparezca bajo un signo integral. En el ejemplo siguiente, resolveremos una 
ecuacion integral de Volterra para fit). 


fit) = git) + 


fijlhit - t) dr. 


(9) 


Las funciones git) y h(t) son conocidas. Observe que la integral incluida en (9) tiene la 
forma de convolucion (2) con el sfmbolo h como parte de g. 


Ejemplo 5 Una ecuacion integral 


Resuelva/(t) = 3 1 2 -e' - 


fir)e‘ T dr 
o 


para fit). 


Solucion En la integral identificamos h(t - r) = e'~ T de manera que hit) = e!. Tomamos 
la transformada de Laplace de cada termino; en particular, mediante el teorema 4.9, la 
transformada de la integral es el producto de !£{fit)} = Fis) y i£{e'} = Mis - 1): 


F(s) 



s + 


y - m • 


i 

5—1 


Despues de resolver la ultima ecuacion para F(s) y realizar la descomposicion de la frac¬ 
tion partial, encontramos 


F(s) 


6 __ 6 _ J_ _ 2 

5 3 s 4 + 5 S + 1 


Entonces la transformada inversa da 


/(,) - 32-0} - 2-'{4} + 2-'{ 1} - 22-{Yt} 


= 3 t 2 -t 3 + \-2e~'. 


□ 


I Circuitos en serie En una malla unica o circuito en serie, la segunda ley de 
Kirchhoff establece que la suma de las caidas de voltaje a traves de un inductor, un resis¬ 
tor y un capacitor es igual al voltaje aplicado E(t). Ahora se sabe que las caidas de voltaje 
a traves de un inductor, un resistor y un capacitor son, respectivamente. 


di 1 

L Jt m{,} y Cl 


i{f) dr. 
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'o 


















donde i(t) es la corriente y L. R y C son constantes. Se deduce que la corriente en un 
circuito, tal como el ilustrado en la figura 4.33, esta regida por la ecuacion integrodife- 
rencial 


L 


R 


L — + Riit) + 
dt K ’ 


7 ; i( j)dT = E(t). 
C Jo 


( 10 ) 



Figura 4.33 Circuito LRC en serie 


Ejemplo6 Una ecuacion integrodiferencial 

Determinar la corriente i(t) en un circuito LRC de malla unica cuando L = 0.1 h, R = 2 Cl, 
C = 0.1 f, /TO) = 0 y el voltaje aplicado es 

E(t) = 120? - 120r°U(? - 1). 


Solution Mediante los datos proporcionados, la ecuacion (10) se convierte en 


i(j) dT = 120? - 120?°U,(?- 1). 

Ahora, por (7), ££{/' 0 ?(t) dr) = I(s)/s, donde I(s) = !£{i(t)}. Por lo tanto, la transforma- 
da de Laplace de la ecuacion integrodiferencial es 


di 

0.1 — + 2 i+ 10 

rlt 


I{s) 

0AsI(s) + 21(s) + 10^ = 120 




. <— Por (16) de la seccion 4.3 


A1 multiplicar esta ecuacion por lO.v, usando ,v 2 + 20.v + 100 = (s + 10) 2 , y resolviendo 
entonces para I(s) resulta 


Por fracciones parciales, 


+ 


Ls(.s + 10) 2 s(s + 10) 2 (s + 10) 2 

rl/ioo 

1/100 1/10 1/100 

s 

If + 10 0 + 10) 2 S 

1/100 

!/10 1 

5 + 10" 

(s + 10) 2 " {s + 10) 2 " 



A partir de la forma inversa del segundo teorema de traslacion, la ecuacion (15) de la 
seccion 4.3, finalmente obtenemos 


/(?) = 12[1 — °ll(? — 1)] -I2[e~ w ' - e~ m ~ 1)B \Lt - 1)] 

-120?e -10 ' - 1080(? - l)e _10(,_1)0 U,(? - 1). 

Escrita como una funcion definida por tramos, la solucion anterior es 

f 12 - 12e -10 ' - 120?e -10 ', 0 < ? < 1 

^ ~ \-12e- 10 ' + 12e -10 l' -1 ' - 120?e^ 10f - 1080(? - l)e _10(f_1 ) ? > 1. <U) 

Usamos la ultima forma de la solucion y un CAS para graficar i(t) en cada uno de los dos 
intervalos, y despues combinamos las graficas. En la figura 4.34, observe que aunque la 
entrada E(t) es discontinua, el resultado o respuesta i(t) es una funcion continua. 

Transformada de una funcion periodica 

■ Funcion periodica Si una funcion periodica f tiene periodo T, T > 0, entonces 
fit + T) = f(t). La transformada de Laplace de una funcion periodica se puede obtener 
por integracion en un periodo. 


10 


-to 
-20 
-30 

0 0.5 1 1.5 2 2.5 

Figura 4.34 Grafica de solucion 
dada en (11) 
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TEOREMA 4.10 


Transformada de una funcion 
periodica 


Si f(t) es continua por tramos en [0, oo), de orden exponencial, y periodica con 
periodo T, entonces 


%{m = 


i 




j 


E(t) 

\ 





1 

1 

1 

1 1 

1 1 

1 

1 

1 


1 

2 3 

4 


Figura 4.35 Onda cuadrada 


Demostracion Escribimos la transformada de Laplace de/como dos integrales: 


£{M} = 


e s 'f(t) dt + 


e s 'f{t) dt. 


Cuando t = u + T, la ultima integral se convierte en 


e s 'f{t)dt = 


e -< u + T)f( u + T)du = e- sl 


e~ m f{u) = e~ sT X{f{i)}. 


Por lo tanto. 


#{/(*)} = 


e-Jit) dt + e-' T ${/(()}■ 


El teorema se demuestra resolviendo para {/(?)} la ecuacion incluida en la ultima 
linea. □ 


Ejemplo 7 Transformada de una funcion periodica 

Encontrar la transformada de Laplace de la funcion periodica mostrada en la figura 4.35. 


Solucion La funcion E(t) se denomina onda cuadrada y tiene periodo T = 2. En el 
intervalo 0 ^ t < 2, E(t) puede definirse mediante 



0 < t < 1 
1 < t < 2, 


y fuera del intervalo por /7/ + 2) =f(t). Ahora, con base en el teorema 4.10, 


iE{E(t)} = 


1 


1 — e 


e s 'E(t) dt = 


1 


1 — e 


e~ s ' • 1 dt + 


0 dt 


1 1 - e~ 


1 - e~ 2s 

1 

s(l + e~ s )' 


<-l— e~ 2s = (1 + e~ s )(l - e~ s ) 


( 12 ) □ 


Ejemplo 8 Un voltaje periodico apLicado 

La ecuacion diferencial para la corriente i(t) en un circuito LR en serie de malla unica es 

L — + Ri = E(t). (13) 

dt 

Determinar la corriente i(t) cuando i(0) = 0 y E(t) es la funcion de onda cuadrada que 
ilustra la figura 4.35. 


Solucion Mediante el resultado obtenido en (12) del ejemplo anterior, la transformada 
de Laplace de la ED es 


Lsl(s) + RI{s) 


1 

.?(1 + e~ s ) 


o I{s ) 


1 /L _ 1_ 

s(s + R/L ) 1 + e s 


(14) 
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Para encontrar la transformada inversa de Laplace de la ultima funcion, usamos primero 
las series geometricas. Con la identification x = e~\ s > 0, la serie geometrica 


1 


1 + x 
Con base en 


= 1— X + x 2 — x 3 + 


se convierte en 


1 


1 


■s(s + R/L) 


1 + e-° 

L/R L/R 

s s + R/L’ 


= 1 - + <7 21 - e~ 3s 


podemos escribir (14) como 
1 


1 / 1 
= 07 - 


R\s s + R/L 
R\s 


(1 - e~ s + e ~ s - e~ 3s + ■■■) 


1/1 e~ s e _Zr e~ 3s 


+ 

s s 


-3s 


e~ s + 


R\s + R/L s + R/L s + R/L s + R/L 


+ 


A1 aplicar la forma del segundo teorema de traslacion a cada termino de ambas series 
obtenemos 


1 


i(t) = -(1 - °l L(t - 1) + %t ~ 2) - °U(t - 3) + •••) 
R 


--{e Rt ' L 

R y 


e -« (t -i)/r % ( f _ !) + e -K>~ 2)/i^( f - 2 ) - e - K(, - 3)/La a(t - 3) + ••■) 

o, de modo equivalente, 

1 1 °° 

i(t) = -(1 - e~*l L ) + -2(-l)''(l - e-«'-"V L Mt - n). 

R R n=\ 

Para interpretar la solucion asumamos, con fines ilustrativos, que R = l, L = I y 0 < t 


< 4. En este caso. 




i(t) = 

-e'-' fUit- 1) + (1 - e~ (r ~ 2> )°li(t- 2) 

- (1 - e~ l - , ~ 3) ) G U,(t- 3); 

Z \ 

en otras palabras. 



1.5 


( 1 - e-'. 

0 < t < 1 

1 

Kt ) = < 

1 

T 

+ 

T 

1 

1 < t < 2 

0.5 

l-e-' + e~(‘-V - 

(15) 

2 < t < 3 

0 


l-e-' + e^'-V - e-('-V + 

3 < t < 4. 

0 



La grafica de i(t) en el intervalo 0 < / < 4, dado en la figura 4.36, se obtuvo con ayuda de Figura 4.36 Grafica de la solucion 


un CAS. 


dada en (15) 


EJERCICIOS 4.4 Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-9. 


Derivadas de transformadas 

En los problemas del 1 al 8, use el teorema 4.8 para evaluar la 
transformada de Laplace dada. 


1. 

i£{te~ 10 '} 

2. 

££{tV} 

3. 

5£ {f cos 2f} 

4. 

!£ {t senh 3t} 

5. 

iE {r senh t} 

6. 

!£ {r 2 cos t) 

7. 

{lessen 6 1 } 

8. 

iE{te~ 3 ‘c os 3f} 


En los ejercicios del 9 al 14, use la transformada de Laplace 
para resolver el problema de valor inicial dado. Consulte la 
tabla de transformadas de Laplace incluida en el apendice III 
segun sea necesario. 

9. y' + y = t sen t, y(0) = 0 

10. y' -y = te' sen f, y(0) = 0 

11 . y" + 9y = cos 3 1, y(0) = 2, y'(0) = 5 

12. y" + y= sen t, y(0) = 1, y'(0) = -1 
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13. y" +I6y = fit), y(0) = 0, y'(0) = 1, donde 

0 < t < TT 
t > 7T 

14. y" + y= f(t), ><0) = 1, y’(Q) = 0, donde 

0S(< 7t/2 


M = 


j cos 4f, 

lo. 


M- 


L sen f. 


t ’ -73-/2 


En los problemas 15 y 16, use una herramienta de graficacion 
para trazar la solucion indicada. 

15. y(t) del problema 13 en el intervalo 0 < / < 2tt 

16. y(f) del problema 14 en el intervalo 0 < / < 3tt 

En algunos casos, la transformada de Laplace puede usarse 
para resolver ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes 
de variable monomial. En los problemas 17 y 18, use el teore- 
ma 4.8 para reducir la ecuacion diferencial dada a una ecuacion 
diferencial lineal de primer orden en la funcion transformada 
Y(s) = , r L { y(i )}. Resuelva la ED de primer orden para Y(s) y 
despues encuentre y(t) = ££ _1 {L(i)}. 

17. ty" — y’ = 2/, y(0) = 0 

18. 2y" + ty' - 2y = 10, y(0) = y'(0) = 0 


Transformadas de integrales 

En los problemas del 19 al 30, use el teorema 4.9 para evaluar 


la transformada de Laplace dada 
transformar. 


19. 

^{1 *f 3 } 

20. 

21. 

£{e~ 

* e' cos t } 

[ N 

22. 

23. 

ie{ 

e T dr \ 

24. 


i j 

r 

0 ' 

/ ^ 


25. 


e~ T cost dr ( 

26. 


i J 

o ' 


27. 


Te'~ T dT [• 

28. 


i j 
r 

°r i 


29. 

*v. 

sen r dr f 

n J 

30. 


No evalue la integral antes de 


£{t 2 *te'} 
!£{e 2 ' * sen f} 



En los problemas del 31 al 34, use (8) para evaluar la transfor¬ 
mada inversa dada. 


J 

r 1 \ 

J 

r i i 

31. 2- 1 ) 

[s(s - 1)J 

32. ig- 1 ] 

l s 2 (s - 1)J 

J 

r 1 \ 

J 

r i 1 

33 . ie- 1 ) 

U 3 (s - 1)J 

34. £~ l ) 

U(j - a) 2 ) 


35. La tabla incluida en el apendice III no contiene una en- 
trada para 



a) Use (4) junto con los resultados obtenidos en (5) 
para evaluar esta transformada inversa. Con ayuda 
de un CAS, evalue la integral de convolution. 

b) Examine de nuevo su respuesta al inciso a). ^Podrfa 
haber obtenido el resultado de otra manera? 


36. Use la transformada de Laplace y los resultados del pro¬ 
blema 35 para resolver el problema de valor inicial 

y" + y = sen t + t sen t, y(0) = 0, y'(0) = 0. 

Emplee una herramienta de graficacion para trazar la 
solucion. 


En los problemas 37 a 46, use la transformada de Laplace para re¬ 
solver la ecuacion integral o la ecuacion integrodiferencial dada. 


37. /(f) + 


(t ~ t) f(r)dT = t 


38. f{t) = 21-4 


sen t/(i — t)cIt 


39. /(f) = te’ + r/(f — r)dj 


40. /(f) + 2 /(r)cos(f — t)<7t = 4e ' + senf 


4L /(f) + f{r)dT = 1 


42. /(f) = cos f + e T f(t — r)dr 


43. /(f) = 1 + f - - 
3 J 


(t - t) 3 f(r)dT 


44. f — 2/(f) = (e T — e T )f(t — r)dr 
Jo 


45. y'(t) = 1 - senf 


y(r)dT, v( 0) = 0 


dy 

46. — + 6y(f) + 9 
dt 


y(r)dT = 1, y(0) = 0 


En los problemas 47 y 48, resuelva la ecuacion (10) sujeta a i(0) 
= 0 con L, R, C y Eit) como esta dado. Use una herramienta de 
graficacion para trazar la solucion en el intervalo 0Sf<3. 

47. L = 0.1 h, R = 3 O, C = 0.05 f, 

E(t) = 100{°lt(f- 1) - °lt(f-2)] 

48. L = 0.005 h, R = 1 H, C = 0.02 f, 

E(t) = 100[f-(f- l)°ll(f- 1)] 


Transformada de una funcion 
periodica 

En los problemas del 49 al 54, use el teorema 4.10 para encon- 
trar la transformada de Laplace de la funcion periodica dada. 


49. 

m 



i - 

I I l l 



a i 2a i 3a \ 4a \ 


-i - 



Funcion serpenteante 

Figura 4.37 Grafica para el problema 49 
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50 . 


m 

i - 


a 4 a 3 a 4 a 

Onda cuadrada 

Figura 4.38 Grafica para el probLema 50 


51. 


M 

a -- 


b 2b 3b 4b 
Funcion diente de sierra 
Figura 4.39 Grafica para el problema 51 


52. 



53. 


m 

i -- 


In 3 n 


4n 


Rectificacion de onda completa para sen t 
Figura 4.41 Grafica para el probLema 53 


54. 


At) 

l - 

A 

A f 


71 

In 3 n 4n 


Rectificacion de media onda para sen t 

Figura 4.42 Grafica para el probLema 54 


En los problemas 57 y 58, resuelva el modelo para un sistema 
resorte-masa impulsado con amortiguamiento 

(l y (l\ 

m—j + /3-b kx = fit), A'(0) = 0, x'(0) = 0, 

dt~ at 

donde la funcion impulsora/es como se especifica. Use una he- 
rramienta de graficacion para trazar x(t) en el intervalo indicado. 

57. m = 2 , P = 1 ,k = 5,/es la funcion serpenteante descri- 
ta en el problema 49 con amplitud de 10, y a = it, 0 < t 
< 2n t. 

58. m = 1, P = 2, k = 1,/es la onda cuadrada del problema 
50 con amplitud de 5, y a = it, 0 < t < 477. 


Problemas de analisis 


59. Analice como se puede usar el teorema 4.8 para encon- 
trar 


£- 1 



s - 3 

5+1 


}■ 


60. La ecuacion diferencial de Bessel de orden n — 0 es 

ty" + y' + ty = 0. En la section 5.3 veremos una solucion 
del problema de valor inicial ty" + y' + ty = 0, y(0) = 1, 
y'(0) = 0 es y = J 0 (t), llamada funcion de Bessel de la 
primera especie de orden v = 0. Use el procedimiento 
indicado en las instrucciones para resolver los problemas 
17 y 18 y mostrar que 


2{Ut)} 


] _ 

Vs 2 + 1 ’ 


[Sugerencia: Quiza necesite consultar el problema 46 en 
los ejercicios 4.2. Tambien, se sabe que J 0 (0) = 1.] 


61. a) Se sabe que la ecuacion diferencial de Laguerre 


ty" + (1 — t)y' + ny = 0 

posee soluciones polinomiales cuando « es un en- 
tero no negativo. Desde luego, estas soluciones se 
denominan polinomiales de Laguerre y se denotan 
mediante L n (t). Encuentre y = L n (t), para n = 0,1, 2, 
3, 4 sabiendo que L„(0) = 1. 

b) Demuestre que 



donde Y(s) = ££{y} y y = L n (t ) es una solucion poli- 
nomial de la ED del inciso a). Concluya que 


4« 


n\ df 


fe-'. 


n = 0, 1,2, .... 


En los problemas 55 y 56, resuelva la ecuacion (12) sujeta a /(0) 
= 0 con E(t) como esta dado. Use una herramienta graficadora 
para trazar la solucion en el intervalo 0st<4 para el caso de 
L = l y R = 1. 

55. E(t) es la funcion serpenteante del problema 49 con am¬ 
plitud 1 y a = 1. 

56. E(t) es la funcion diente de sierra del problema 51 con 
amplitud 1 y b = 1. 


Tareas para el laboratorio de computo 

62. En este problema se le conducira por los comandos de 
Mathematica que le permitiran obtener la transforma- 
da simbolica de Laplace de una ecuacion diferencial y 
la solucion del problema de valor inicial al encontrar 
la transformada inversa. En Mathematica, la transfor- 
mada de Laplace de una funcion y(t) se obtiene usan- 
do LaplaceTransform [y[t], t, s]. En la lrnea dos de la 
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sintaxis, reemplace LaplaceTransform [y[t], t, s] por 
el sfmbolo Y. (Si listed no tiene Mathematica, entonces 
adapte el procedimiento dado para encontrar la sintaxis 
correspondiente en el CAS que tenga a la mono.) 
Considere el problema de valor inicial 
y" + 6/ + 9y = t sen t, v(0) = 2, y'(0) = -1. 

Reproduzca el problema de manera precisa y des¬ 
pues, a su debido tiempo, ejecute cada lfnea en la 
secuencia de comandos dada. Copie el resultado a 
mano o imprfmalo. 

diffequat = y"[t] + 6y'[t] + 9y[t] = = t Sin[t] 
transformdeq = LaplaceTransform [diffequat, t, s]/. 
[y[0] - > 2, y'[0] - > -1, 

LaplaceTransform [y[t], t, s] - > Y} 
soln = Solve[transformdeq, Y] // Flatten 
Y = Y/. soln 

InverseLaplaceTransform[Y, s, t] 


63. Modifique de manera apropiada el procedimiento del 
problema 62 para encontrar una solucion de 

/" + 3y' - 4y = 0, y(0) = 0, y'(0) = 0, y"(0) = 1. 

64. La carga q(t) de un capacitor instalado en un circuito LC 
en serie esta dada por 

~^r +c l= l-4 < U(t-Tr) + 6 a \L(t-3'if), q(0) = 0, q'(0) = 0. 

Modifique de manera apropiada el procedimiento del 
problema 62 para encontrar q(t). Grafique la solucion. 


4.5 La funcion delta de Dirac 


1/2 a— 


- 2 a - 


h 

a) 


b) Comportamiento de 8 a cuando a —» 0 

Figura 4.43 Impulso unitario 


■ Introduction Justo antes del apartado Comentarios incluido en la pagina 205 indi- 
camos, como una consecuencia inmediata del teorema 4.5, que F(s) = 1 no puede ser la 
transformada de Laplace de una funcion/continua por tramos en [0, oo) y de orden ex¬ 
ponential. En el siguiente analisis vamos a presentar una funcion muy diferente a las que 
usted ha estudiado en cursos previos. Veremos que, de hecho, existe una funcion, o mas 
precisamente, una funcion generalizada, cuya transformada de Laplace es F(s) = 1. 


■ Impulso unitario Los sistemas mecanicos trabajan muchas veces bajo una fuerza 
externa (o fern en un circuito electrico) de magnitud mayor que actua solo durante un 
periodo muy corto. Por ejemplo, un relampago puede hacer vibrar el ala de un avion, o 
una masa sujeta a un resorte puede recibir un fuerte impacto con la cabeza de un martillo, 
una pelota (de beisbol, golf o tenis) puede lanzarse hacia las alturas por un golpe violento 
dado con algun tipo de palo (bat de beisbol, palo de golf, raqueta de tenis). La grafica de la 
funcion defmida por tramos 

0 < t < t 0 — a 

t 0 — a ^ t < t 0 + a (1) 

t > r 0 + a. 


S a {t - t 0 ) = < 


0 , 

J_ 

2a’ 

0 , 


a > 0, t 0 > 0, mostrada en la figura 4.43a), servirfa como un modelo para una fuerza de 
tal tipo. Para un valor pequeno de a, 8 a (t - t 0 ) es esencialmente una funcion constante de 
gran magnitud que esta “activa” durante un periodo muy corto, alrededor de t 0 . El com¬ 
portamiento de 8 a (t - t 0 ) cuando a —» 0 se ilustra en la figura 4.43A). La funcion 8 a (t - t 0 ) 
se denomina impulso unitario puesto que posee la propiedad de integration - to) 

dt = 1. 


■ Funcion delta de Dirac En la practica, resulta conveniente trabajar con otro tipo de 
impulso unitario, una “funcion” que aproxime 8 a (t -1 0 ) y este defmida por el limite 


8(t - t 0 ) = lfm 8 a (t - t 0 ). (2) 

La ultima expresion, que no es en absoluto una funcion, se puede caracterizar por dos 
propiedades 


0 S(f -1 0 ) 


J oo, t = t Q 

1 0, t + t Q 


y 


ii) 


8(t -1 0 ) dt = 1. 
■'o 
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El impulso unitario S(t - /,,) se denomina funcion delta de Dirac. 

Es posible obtener la transformada de Laplace de la funcion delta de Dirac mediante 
el supuesto formal de que 2£ {8(t - f 0 )} = llm M0 {S a (t - f 0 )}. 



Demostracion Para comenzar, podemos escribir 8Jt - t 0 ) en terminos de la funcion es- 
calon unitario por virtud de (11) y (12) de la seccion 4.3: 


S a (t ~ t 0 ) = ~ ( t 0 - a)) - °U(t - (t 0 + a))]. 

Con base en la linealidad y en (14) de la seccion 4.3, la transformada de Laplace de esta 
ultima expresion es 


m(f - <b)} 


1 fe - 4'o-a) 


2a L s 


e -s(t„+a) 


S 



(4) 


Puesto que (4) tiene la forma indeterminada 0/0 cuando a —» 0, aplicamos la regia de 
L' Hopital: 

/ e sa — e - sa 

£{8(t - f 0 )} = lim £{8 a (t - t 0 )} = e~ s '° Um (-X- 

a—>0 a—>0 \ 2,SCl 

Ahora, cuando t 0 = 0, parece factible concluir con base en (3) que 



i£!{S(f)) = 1. 


El ultimo resultado enfatiza el hecho de que S(t) no es el tipo usual de funcion que hemos 
estado considerando, pues a partir del teorema 4.5 esperamos que X {/(t)} —> 0 cuando 
s —> 00 . 


Ejemplo 1 Dos problemas de valor inicial 

Resuelva y" + y = 48 (t - 2 it) sujeto a 


a) y(0) = 1, y'(0) = 0 


b) y(0) = 0, y'(0) = 0. 


Los dos problemas de valor inicial podrfan servir como modelos para describir el movimien- 
to de una masa localizada en un resorte que se mueve en un medio cuyo amortiguamiento 
es de magnitud insignificante. Cuando t = 2ir la masa recibe un fuerte golpe. En a), la 
masa se libera del reposo desde una unidad por debajo de la posicion de equilibrio. En 
b ), la masa esta en reposo en la posicion de equilibrio. 

Solucion a) De (3), la transformada de Laplace de la ecuacion diferencial es 

4e -2™ 


s 2 Y(s) -s + PCs) = Ae 1 ™ o P( 5 ) = 


r + 1 


r + f 


Mediante la forma inversa del segundo teorema de traslacion, encontramos 
y(t) = cos t + 4 sen(t - l(t - 2i r). 

Puesto que sen(t - 2 it) = sen t, la solucion anterior se puede escribir como 


y{t) = 


j cos f, 
}cos t 


0 < t < 2 tt 
+ 4 sen t, t > 27r. 


(5) 
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Figura 4.44 La masa recibe un 
golpe cuando t = 2ir 


En la figura 4.44, vemos que a partir de la grafica trazada para (5), la masa esta exhi- 
biendo un movimiento armonico simple hasta que recibe un golpe en t = 2 tt. La influen- 
cia del impulso unitario es para incrementar la amplitud de la vibration a VT7 cuando 
t > 2i r. 


b ) En este caso, la transformada de la ecuacion es simplemente 


Y(s) 


4e~ 2m 

s 2 + r 


y asi 


y(t) = 4 sen(? - 2ir) a \L(t - 27t) 


f0, 0 <(< 27 t 

\ 4 sent, t > 2tt. 


A A 


_ 1 -- 2 n 

\J 

Figura 4.45 No hay movimiento 
hasta que la masa recibe un golpe 
cuando t = 2ir 


La grafica de (6) ilustrada en la figura 4.45 muestra, como podrfa esperarse a partir de las 
condiciones iniciales, que la masa no exhibe movimiento sino hasta que recibe un golpe 
cuando t = 2tt. □ 


Comentarios 


i) Si 8(t - 1 0 ) fuera una funcion en el sentido usual, entonces la propiedad i) en la pagina 
225 podrfa implicar que f£°S(t - t 0 ) dt = 0 en lugar de /“8(f - t 0 ) dt = 1. Dado que 
la funcion delta de Dirac no se “comporta” como una funcion ordinaria, aun cuando 
quienes la usaron produjeron resultados correctos, en un principio los matematicos la 
recibieron con gran desden. Sin embargo, en la decada de 1940, el matematico frances 
Laurent Schwartz, en su libro La Theorie de Distribution le otorgo fundamentos soli- 
dos a la controversial funcion de Dirac, lo cual, a su vez, condujo a una rama de las 
matematicas completamente nueva conocida como la teorfa de las distribuciones o 
funciones generalizadas. En esta teorfa, (2) no es una defmicion aceptada de 8(t -1 0 ), 
ni se habla tampoco de una funcion cuyos valores sean oo o 0. Aunque ya no se abunde 
mas sobre este tema, basta con decir que la funcion delta de Dirac es mejor caracteriza- 
da por sus efectos sobre otras funciones. Si/es una funcion continua, entonces 

(7) 

puede tomarse como la definicion de 8(t - t 0 ). Este resultado se conoce como propie¬ 
dad de tamizado porque 8(t -1 0 ) tiene el efecto de dispersar el valor de/(f 0 ) fuera del 
conjunto de valores de/en [0, oo). Observe que la propiedad ii ) (con f(t) = 1) y (3) (con 
f{t) = e~ st ) son consistentes con (7). 

ii) En el apartado Comentarios de la seccion 4.2 indicamos que la funcion de trans- 
ferencia de una ecuacion diferencial lineal general de n-esimo orden con coeficientes 
constantes es W(s) = 1 /P(s), donde P(s) = a n s n + a n _ l s n ~ l + ■ ■ ■ + a 0 . La funcion de 
transferencia es la transformada de Laplace de la funcion w(t), llamada funcion peso 
de un sistema lineal. Pero w(t) se puede caracterizar en terminos del analisis que se este 
realizando. Por simplicidad, consideremos un sistema lineal de segundo orden en el 
cual la entrada sea un impulso unitario cuando t = 0: 

a 2 y" + a x y' + a 0 y = 8(t), y(0) = 0, y'(0) = 0. 

A1 aplicar la transformada de Laplace y usando -£{8(t)} = I se muestra que la trans¬ 
formada de la respuesta y es, en este caso, la funcion de transferencia 

-—-— = A y si y = A:f = 

a 2 s + a { s + a 0 P{s) 


Con base en esto podemos ver, en general, que la funcion de peso y = w{t) de un 
sistema lineal de n-esimo orden es la respuesta de estado cero del sistema a un impulso 
unitario. Por esta razon, iv(/j se denomina tambien respuesta de impulso del sistema. 
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EJERCICIOS 4.5 


Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-10. 


En los problemas del 1 al 12, use la transformada de Laplace 
para resolver la ecuacion diferencial dada sujeta a las condicio- 
nes iniciales que se indican. 

1. y' - 3y = 8(t - 2), y(0) = 0 

2. y' + y = S(t- 1), y(0) = 2 

3. y" + y = 8(t - 2ir), y(0) = 0, y'(0) = 1 

4. y" + 1 6y = 8(t - 2tt), y(0) = 0, y'(0) = 0 

5. y"+y = 8(t - rr/2) + 8(t - 3tt/ 2), y(0) = 0, y'(0) = 0 

6. y" + y = 8(t - 2tt) + 8(t - 4rr), y(0) = 1, y'(0) = 0 

7. y" + 2/ = 8(t- 1), y(0) = 0, y'(0) = 1 

8. y" - 2y’ = 1 + 8(t - 2), y(0) = 0, y'(0) = 1 

9. y" + 4y’ + 5y = 8{1 - 2t t), y(0) = 0, y'(0) = 0 

10. y" + 2y' + y = 8(t - 1), y(0) = 0, y'(0) = 0 

11. y" + 4y' + 13y = S(f-77) + S(Y-377),y(0) = l,y'(0) = 0 

12. y" - 7y' + 6y = e' + 8(t - 2) + 8(t - 4), y(0) = 0, y'(0) = 0 

13. Una viga uniforme de longitud L soporta una carga con- 
centrada w 0 en x = L/2. La viga esta empotrada en su 
extremo izquierdo y libre en el derecho. Use la trans¬ 
formada de Laplace para determinar la deflexion y(jc) a 
partir de 


El 


d 4 y 


donde y(0) = 0, y'(0) = 0, y"(L ) = 0 y y"'(L) = 0. 


14. Resuelva la ecuacion diferencial dada en el problema 13 
sujeta a y(0) = 0, y'(0) = 0, y(L) = 0, y'(L) = 0 En este 
caso, la viga esta empotrada en ambos extremos. Vea la 
figura 4.46. 



Figura 4.46 Viga para 
el problema 14 


Problemas de analisis 

15. Alguien le dice a usted que las soluciones de los dos 
problemas de valor inicial 

y" + 2y' + lOy = 0, y(0) = 0, y'(0) = 1 

y y" + 2y' + lOy = S(f), y(0) = 0, y'(0) = 0 

son exactamente las mismas. ( ;,Esta usted de acuerdo o en 
desacuerdo? Defienda su respuesta. 


4.6 Sistemas de ecuaciones diferenciales 

lineales , 


I Introduccion Cuando las condiciones iniciales estan especificadas, la transforma¬ 
da de Laplace se reduce de un sistema de ecuaciones diferenciales lineales con coefi- 
cientes constantes a un conjunto de ecuaciones algebraicas simultaneas en las funciones 
transformadas. 

I Resortes acoplados En nuestro primer ejemplo resolvimos el modelo 

m^x i = -k l x l + k 2 (x 2 - Xj) 
m 2 x 2 = ~k 2 (x 2 ~ *l) 

que describe el movimiento de dos masas m 1 y m 2 en el sistema de resorte acoplado que 
ilustra la figura 3.58 de la seccion 3.11. 


Ejemplo I Ejemplo 4 de la seccion 3.11 vuelto a tratar 

Use la transformada de Laplace para resolver 

x", + 10Xi - 4xn = 0 

( 2 ) 

4x x + Xo + 4 x 2 = 0 

sujeto a jq/O) = 0, xj(0) = 1, x 2 (0) = 0, xj(0) = -1. Este es el sistema (1) con k l = 6, 
k 2 = 4, m l = 1 y m 2 = 1. 

Solucion La transformada de cada ecuacion es 

,s ;2 A ! (.s-) - «!(0) - x/(0) + 10^(5) - 4X 2 (s) = 0 
-4-XjCs) + r 2 X 2 (U - « 2 (0) - x' 2 (0) + 4 X 2 (s) = 0, 


4.6 Sistemas de ecuaciones diferenciales lineales 


231 




















donde X^s) = !£ {xj(0} y X 2 (s) = !£ {x 2 (t )}. El sistema anterior es lo mismo que 

(i 2 +10)X,(s)- 4X 2 (s)=1 

-4X i (s) + (s 2 + 4)X 2 (s) = -\. 

A1 resolver (3) para X t (s) y usar fracciones parciales en el resultado se tiene 


(s 2 + 2 )(s 2 + 12) 


1/5 6/5 

s 2 + 2 s 2 + 12’ 


(3) 


y, por lo tanto. 


, lW - {^!L} 

1W 5 V2 U 2 + 2J 5 vT2 U 2 +12j 


V2 ^ V3 „ _ 

=-senV2f H-sen2v3 1. 

10 5 


A1 sustituir la expresion por X { (s) en la primera ecuacion de (3) se obtiene 

s 2 + 6 2/5 3/5 


Hs) = ~ 


(s~ + 2 )(s 2 +12) s 2 + 2 s 2 + 12 


x 2 (r) 5 £ 


U 2 + 2j 5vT2 u 2 + 12 J 


V2 ~ V3 „ 

= —— sen v2t — sen ^ v3t- 


Por ultimo, la solucion para el sistema (2) dado es 

V2 _ V3 ^ 
x^t) = —— senV2f H—— sen2V3f 

/x V2 V3 ^ 

x 2 (t) =-senV2 r-sen2v3r. 

w 5 10 


(4) 


La solucion (4) es la misma que la obtenida en (14) de la seccion 3.11. 


Redes En la expresion (18) de la seccion 2.9 vimos que las corrientes q(f) e i 2 (f) mostradas 
en la red que contiene el inductor, el resistor y el capacitor de la figura 4.47 estaban regidas 
por el sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden 


dii . . 

L —- + Ri 2 = E(t ) 
dt 

di 2 

RC —- + h — i, = 0. 
dt 

Resolvemos este sistema mediante la transformada de Laplace del siguiente ejemplo. 


(5) 


Ejemplo 2 Red eLectrica 

Resuelva el sistema dado en (5) bajo las condiciones E(t) = 60 V, L = I h. K = 50 (1. C = 
10 -4 f, considerando que las corrientes /, e i 2 son inicialmente cero. 
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Solution Debemos resolver 


di i 

— + 50 /, 

dt 

, di-y 

50(10- 4 ) ~f+ i 2 ~ h 
dt 


60 

0 


sujeta a i,(0) = 0, i 2 (0) = 0. 

Cuando se aplica la transformada de Laplace a cada ecuacion del sistema y se sim- 
plifica resulta 


.v/, (v) + 507 ,( 5 ) = — 

s 

-2007, (.s) + (s + 200)I 2 (s) = 0, 

donde 7,(5) = e I 2 (s) = l£{i 2 (t) }. A1 resolver el sistema para 7, e I 2 y descom- 

poner los resultados en fracciones parciales se tiene 

_ 605 + 12 000 _ 6/5 _ 6/5 _60_ 

* S ' ~ 5(5 + 100) 2 5 s + 100 (s + 100) 2 

_ 12 000 _ 6/5 _ 6/5 _ 120 

2 S ~ s(s + 100) 2 s i+100 (s + 100) 2 ' 

A1 tomar la transformada inversa de Laplace, encontramos que las corrientes son 


tit) = - ~ -e- im - 60 te- 100 ' 

1W 5 5 

tit) =-~ -e- 100 ' - \20te- 100 '. 

2W 5 5 


Observe que tanto 7,(r) como i 2 {t) del ejemplo 2 tienden hacia el valor E/R = f cuan¬ 
do t —¥ oo. Ademas, como la corriente que atraviesa el capacitor es i 3 (t) = i t (f) - i 2 {t) = 
60fe _100! , observamos que i 3 (t) —> 0 cuando t —» oo. 

■ PenduLo doble Tal como ilustra la figura 4.48, un pendulo doble oscila en un piano 
vertical debido a la influencia de la gravedad. Para desplazamientos pequenos 0,(7) y d 2 (t), 
se puede demostrar que el sistema de ecuaciones diferenciales que describe el movimiento 
es 


(7n, + m 2 )/, 2 0+ wi 2 /,/ 2 0 2 + (m, + m 2 )/,g0, = 0 

m 2 l 2 0 2 + m 2 / 1 / 2 0," + m 2 l 2 gQ 2 = 0. ^ ^ 

Como se indica en la figura 4.48, 0, se mide (en radianes) desde una linea vertical que se 
extiende hacia abajo a partir del eje del sistema, y 0 2 se mide desde una linea vertical que 
se extiende hacia abajo a partir del centra de la masa hi,. La direccion positiva es hacia la 
derecha y la negativa hacia la izquierda. 



Ejemplo 3 Pendulo doble 

Se deja como ejercicio completar los detalles mediante la transformada de Laplace para 
resolver el sistema (6) cuando m l = 3, m 2 = 1, Z, = l 2 = 16, 0,(0) = 1, 0,(0) = -1, 0/(0) 
= 0 y 02 CO) = 0. Debe encontrarse que 


m 


—cos —-^t H—cos2t 

4 V3 1 4 

1 2 3 

—cos— i=t -cos 2 1. 

2 V3 2 


(7) 
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Con ayuda de un CAS, se obtuvieron las posiciones de las dos masas en 
t = 0 y en los momentos siguientes que se muestran en la figura 4.49. 
Vea el problema 21 en los ejercicios 4.6. 


Figura 4.49 Posiciones de las masas en diferentes momentos 


EJERCICIOS 4.6 Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-10. 


En los problemas del 1 al 12, use la transformada de Laplace 
para resolver el sistema de ecuaciones diferenciales dado. 


dx 

Jt = ~ X + y 

2 . 

dx 

— = 2 y + e' 
dt 

<3 

II 


dy 

— = 8x - t 
dt 

x(0) = o, 40 ) = i 


40) = l, 40) = 1 

dx 

dt = x ~ 2y 

4. 

dx dy 

— + 3x + — =1 
dt dt 

J, 5x ~ y 


dx dy 

- x H- y = e' 

dt dt 

x(0) = -1, 40 ) = 2 


x(0) = 0, 40 ) = o 

dx dy 

2 — + — -2x = 1 
dt dt 

6 . 

dx dy 

-F- x -^ + y = 0 

dt dt 

dx dy 

— + — -3x-3y = 
dt dt 

2 

dx dy 

— + -f + 2y = 0 
dt dt 

40) = o, 40 ) = o 


x(0) = 0, y(0) = 1 

d 2 x 

— y+ x-y = 0 
dt 2 

8. 

d 2 x dx dy 

—y + — + — = 0 

dr dt dt 

d 2 y 

—V + v -x = 0 
dt 2 y 


d 2 y dy dx 

-4 + — - 4— = 0 

dt 2 dt dt 

x(0) = 0, x'(0) = -2 


x(0) = 1, x'(0) = 0, 

40) = 0, y'(0) = 1 


40) = -1, y'(0) = 5 

cFx d 2 y 

— H—- = r 
dt 2 dt 2 

10 . 

dx d 3 y 

— - 4x + —V = 6 sen t 
dt dt 3 

d 2 x d 2 y 

—y - 7=4 1 

dr dt 


dx d 3 y 

— +2x-2^y = 0 
dt dr 


x(0) = 8, x'(0) = 0, 


40) = 0, v(0) = 0, 


d 2 x 


dy 


11. —+3 — +3y = 0 
dr dt 


12. — = 4x-2y + 2 (3 lf(t-1) 

dt 


d 2 x 

—7 + 3y = te 
dt 2 y 

40) = 0, 4(0) = 2, 
40) = 0 


dy 

— = 3x-y + a U,(t- 1) 
dt 

40 )= o, 40) = 2 


13. Resuelva el sistema (1) cuando k x = 3 ,k 2 = 2, m t = 1, m 2 
= 1 yx^O) = 0,4(0) = 1,4(0) = 1,4(0) = 0. 

14. Derive el sistema de ecuaciones diferenciales descritas 
por el movimiento vertical en linea recta de los resortes 
acoplados en equilibrio que muestra la figura 4.50. Use la 
transformada de Laplace para resolver el sistema cuando 
k\ = 1 ,k 2 = 1, k 3 = 1, mi = 1, m 2 = 1 y 4 ( 0 ) = 0, x/(0) 
= - 1 , 4 ( 0 ) = 0 , 4 '( 0 ) = 1 . 



40) = o, 4(0) = o 


4 ( 0 ) = o, 4(0) = o 


Figura 4.50 Resortes acoplados, problema 14 
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15. a) Muestre que el sistema de ecuaciones diferenciales 
para las corrientes i 2 (t) e z' 3 (r) presentes en la red elec- 
trica mostrada en la figura 4.51 es 

L x ^ + Ri 2 + Ri 3 = E(t ) 
dt 

L 1 (h l+ Ri 2 + Ri 3 = EU). 
dt 

b ) Resuelva el sistema dado en el inciso a) si R = 5 El, 
L x = 0.01 h, L 2 = 0.0125 h ,E = 100 V, i 2 (0) = 0 e 
*3(0) = 0. 

c) Determine la corriente /,(/). 


rriente i 3 (t) de la red electrica mostrada en la figura 
4.53 es 

da 1 _ . . 

Rl + c q + Rlh ~ £ f 

di 3 1 


b) Encuentre la carga presente en el capacitor cuando 

l = i h, r x = i n, r 2 = i n, c = i f, 


£(t) 


jo. 

l50e , 


0 < t < 1 

t > r 








Figura 4.53 Red para 
el probLema 20 


16. a) En el problema 12 de los ejercicios 2.9 se le pidio 
demostrar que las corrientes i 2 (t ) e ; 3 (0 ilustradas en 
la red electrica de la figura 4.52 satisfacen 

du di 3 

L * +L * +R ' k = E U 


du di 3 1 

-R, — + R, — + -i 3 = 0. 
1 dt - dt C 


Resuelva el sistema si R, = 10 Cl, R-, = 5 El, L = 1 h, 
C = 0.2 f, 


f 120, 0 < t < 2 

lO, t> 2’ 


4(0) = 0 e 4(0) = 0. 
b ) Determine la corriente /,(?). 



Figura 4.52 Red para 
el problema 16 


17. Resuelva el sistema dado en la expresion (17) de la sec- 
cion 2.9 cuando R x = 6 (1, R 2 = 5 O, L x = 1 h, L 2 = 1 h, 
E(t) = 50 sen t V, 4(0) = 0 e z 3 (0) = 0. 

18. Resuelva (5) cuando E = 60 V, L = |, R = 50 (1, C = 
lO" 4 f, 4(0) = 0 e i 2 (0) = 0. 

19. Resuelva (5) cuando E = 60 V, L = 2 h, R = 50 O, C = 
10 -4 f, 4(0) = 0 e 4(0) = 0. 

20. a) Muestre que el sistema de ecuaciones diferenciales 

para la carga q{t) presente en el capacitor y la co- 


Tareas para el laboratorio de computo 

21. a ) Use la transformada de Laplace y la informacion del 
ejemplo 3 para obtener la solucion (7) del sistema 
dado en (6). 

b) Use una herramienta de graficacion para trazar las 
graficas de d x (t) y 0 2 (t) en el piano td. ^Que masa 
tiene los desplazamientos extremos de mayor mag- 
nitud? Con las graficas, estime el primer momento 
en que cada masa pasa por la posicion de equilibrio. 
Analice si el movimiento de los pendulos es perio- 
dico. 

c) Como ecuaciones parametricas, grafique 0 x (t) y 
0 2 (t) en el piano 0 x d 2 . La curva definida por estas 
ecuaciones parametricas se denomina curva de 
Lissajous. 

d) La posicion de las masas cuando t = 0 esta dada en 
la figura 4.49a). Observe que hemos usado 1 radian 
~ 57.3°. Use una calculadora o alguna aplicacion 
computacional para hacer tablas y elabore una tabla 
de valores para los angulos 0 X y 0 2 para t = 1,2,..., 
10 segundos. Despues, grafique las posiciones de 
las dos masas en esos tiempos. 

e) Use un CAS para encontrar el primer momento en 
que 4(0 = 0 2 (O y calcule el valor angular corres- 
pondiente. Trace las posiciones de las dos masas en 
esos tiempos. 

/) Utilice un CAS para trazar tambien las lrneas apro- 
piadas y simular las barras del pendulo en la figura 
4.49. Use la capacidad de animacion de su siste¬ 
ma para hacer una “pelfcula” del movimiento del 
pendulo doble desde t = 0 hasta I = 10 usando un 
incremento de tiempo de 0.1. [Sugerencia: Exprese 
las coordenadas (x,(0, yi(0) y (x 2 (0> }dW) de las 
masas m x y m 2 , respectivamente, en terminos de 

4(0 y 4(0-1 


4.6 Sistemas de ecuaciones diferenciales lineales 


235 




















EJERCICIOS DE REPASO DEL CAPITULO 4 


Las respuestas a los problemas impares 
seleccionados comienzan en la pagina RESP-10. 


En los problemas 1 y 2, use la definition de la transformada de 23. Si ££{/(f)} = F(s) y k > 0, entonces E£{e a 'f(t - k) 
Laplace para encontrar if {fit )}. o| i(t _ k )} =_. 



0 < t < 1 
t ■ 1 


( 0, 0 < t < 2 

2. /(f) = < 1, 2 < t < 4 
lo, t> 4 

En los problemas del 3 al 24, llene los espacios en bianco o res- 
ponda verdadero o falso. 


24. 



mientras que 



En los problemas del 25 al 28, use la funcion escalon unitario y 
anote una ecuacion para cada grafica en terminos de la funcion 
y = f(t ) cuya grafica esta dada en la figura 4.54. 


3. Si/no es continua por tramos en [0, oo), entonces no 

existira if {/(f)}._ 

4. La funcion/(f) = (e')'° no es de orden exponencial._ 

5. F(s) = s 2 /(s 2 + 4) no es la transformada de Laplace de 

una funcion continua por tramos y de orden exponen¬ 
cial. _ 



Figura 4.54 Grafica para 
los problemas del 25 al 28 


6 . 

7. 

9. 

11 . 

13. 

15. 

16 . 

17 . 

18. 

19. 

20 . 

21 . 

22 . 


Si !£{f(t)} = F(s) y ££{g(f)} = G(s), entonces 
<Jf'{F(s)G(s)} =f(t)g(t). _ 

£{e- 7 '} = _ 8. ££ {te- 11 } =_ 

L£{sen2f}= _ 10. X {e -3 ' sen 2t} = _ 


££{fsen2f}= _12. 5£{sen 2f°U(f-- tt) } = 



!£ ' { lY + «v} - 

if {e~ 51 } existe para s > _. 

Si fE {/(f)} = F(s), entonces £S{fe 8r /(f)} = 


25. 


7 



? o 


Figura 4.55 Grafica 
para el problema 25 



27. 



Figura 4.57 Grafica 
para el problema 27 
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28. 


36. y' —5y = f(t), donde 



ft 2 , 0 < t < 1 
= { , y(O) = 1 

lo, t > i y 


m 

37. y'(t) = cos t + 


y(j) cos (t - t) r/r, y(0) = 1 


38. 


fir) fit - t) dr = 6 f 


Figura 4.58 Grafica para el probLema 28 

En los problemas del 29 al 32, exprese/en terminos de funcio- 
nes escalon unitario. Encuentre !£ {fit)} y !£ { e'fit )}. 

29. 


m 

i -- 


Figura 4.59 Grafica para el probLema 29 


30. 


m 

1 -- 


- 1 -- 


y = sen t,n <t< 3 k 



En los problemas 39 y 40, use la transformada de Laplace para 
resolver cada sistema. 


39. x' + y = 1 
4x + y' = 0 
40) = 1, >(0) = 2 


40. x" + y" = e 2 ' 

2x' +y" = -e 2 ' 

40) = 0, y(0) = 0 

jc'( 0) = 0, y'(0) = 0 


41. La corriente i(t) presente en un circuito RC en serie se 
puede determinar con base en la ecuacion integral 


Ri + 


i(r)dT 

A) 


Eft), 


donde Eft) es el voltaje aplicado. Determine lit) cuando 
R = ion, C = 0.5 fy E(t) = 2(t 2 + t). 

42. Un circuito en serie contiene un inductor, un resistor y 
un capacitor para los cuales L = \ R = 10 fl y C = 
0.01 f, respectivamente. El voltaje 



0 < t < 5 
t ■ 5 


Figura 4.60 Grafica para el probLema 30 


31. 


se aplica al circuito. Determine la carga instantanea q(t) 
presente en el capacitor cuando t > 0 si q( 0) = 0 y q'(0) 


= 0. 


m 


i- 


3) 


H—I—I- 1 

1 2 3 

Figura 4.61 Grafica para el probLema 31 


43. Una viga uniforme en voladizo, de longitud L, esta em- 
potrada en su extremo izquierdo (x = 0) y libre en el de- 
recho. Encuentre la deflexion y(x) si la carga por unidad 
esta dada por 


w(x) 


2vvq 

L 


L 

2 


— x + 



32. 



Figura 4.62 Grafica para el probLema 32 

En los problemas del 33 al 38, use la transformada de Laplace 
para resolver la ecuacion dada 

33. y" - 2y' +y = e\ y(0) = 0, y'(0) = 5 

34. y" - 8 y' + 20 y = te\ y(0) = 0, y'(0) = 0 

35. y" + 6y' + 5y = t-t°ll(t- 2), y(0) = 1, y'(0) = 0 


44. Cuando una viga uniforme esta soportada por una base 
elastica, la ecuacion diferencial para su deflexion y(x) es 


A 

dx 4 


+ 4a 4 y 


w(x) 
El ’ 


donde a es una constante. Para el caso en que a = 1, 
encuentre la deflexion y(x) de una viga de longitud 77 
soportada elastic amente y que esta empotrada en con- 
creto por ambos extremos cuando se aplica una carga 
concentrada w 0 en x = ir/2. [ Sugerencia: Use la tabla de 
transformadas de Laplace incluida en el apendice III.] 

45. a ) Suponga que dos pendulos identicos estan acopla- 
dos por medio de un resorte con constante k. Vea la 
figura 4.63. Bajo los mismos supuestos formulados 
en el analisis del ejemplo 3, es posible demostrar 
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que cuando el desplazamiento de los angulos 0,(7) y 
0 2 (r) es pequeno, el sistema de ecuaciones diferen- 
ciales lineales que describe el movimiento es 

0 ,;+ 7 01= 

62 + ^0 2 = ^(0 l -0 2 ) 

Use la transformada para resolver el sistema cuando 
0 X (O) = 0 O , 0RO) = 0, 0 2 (O) = ip 0 , 0^(0) = 0, donde 
0 O y ipi) son constantes. Por comodidad, establezca 
to 2 = g/l, K = k/m. 

b) Use la solucion obtenida en el inciso a) para ana- 
lizar el movimiento de pendulos acoplados en el 
caso especial donde las condiciones iniciales son 


0!(O) = 0 O , 0[(O) = 0, 0 2 (O) = 0 O , 02(0) = 0. Cuando 
las condiciones iniciales son 0 X (O) = 0 O , 01(0) = 0, 
02 ( 0 ) = - 00 . 02 ( 0 ) = 0 . 



igura 4.63 Pendulos acoplados, problema 45 
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C A P I T U L 0 



Soluciones en serie para 
ecuaciones diferenciales lineales 


Estructura del capitulo 


5.1 

SoLuciones en tomo a puntos ordinarios 

■N 

5.2 

5.1.1 Repaso de Las series de potencias 

5.1.2 Soluciones en series de potencias 

SoLuciones en tomo a puntos singulares 


5.3 

Funciones especiales 



5.3.1 Funciones de Bessel 

5.3.2 Funciones de Legendre 

Ejercicios de repaso deL capitulo 5 

_ J 


Hasta aqiri hemos resueLto principalmente ecuaciones diferenciales de 
segundo orden o de orden mayor donde la ecuacion es lineal y tiene 
coeficientes constantes. Cuando se trata de aplicaciones, las ecua¬ 
ciones lineales de segundo orden con coeficientes variables son tan 
importantes, si no es que mas, como las ecuaciones diferenciales con 
coeficientes constantes. La unica ecuacion diferencial lineal con coefi¬ 
cientes variables que hemos considerado hasta ahora es la ecuacion de 
Cauchy-Euler (seccion 3.6). En este capitulo veremos que la facilidad 
con que resolvimos las ecuaciones de Cauchy-Euler de segundo orden 
no se podra aplicar ni siquiera a una simple ecuacion lineal de segundo 
orden con coeficientes variables como y" + xy = 0. 


239 











5.1 Soluciones en torno a puntos ordinarios 


H Introduccion En la seccion 3.3 vimos que resolver una ecuacion diferencial lineal 
homogenea con coeficientes constantes era esencialmente un problema de algebra. Cuando 
encontramos las rafces de la ecuacion auxiliar pudimos escribir una solution general de la 
ecuacion diferencial como una combination lineal de las funciones elementales x k , x k e" x , 
x k e„ x cos fix y xV' A sen fix, donde k es un entero no negativo. Pero como se senalo en la 
introduccion a la seccion 3.6, no es posible resolver la mayoria de las ecuaciones dife- 
renciales lineales de orden superior con coeficientes variables en terminos de funciones 
elementales. Un metodo comun para resolver ecuaciones de esta naturaleza es asumir 
una solution en la forma de series infinitas y proceder de manera similar al metodo de 
coeficientes indeterminados (seccion 3.4). En esta seccion, consideramos ecuaciones dife- 
renciales lineales de segundo orden con coeficientes variables que poseen soluciones en la 
forma de series de potencias. 


5.1.1 


Repaso de las series de potencias 


De sus conocimientos de calculo, recuerde que una serie de potencias en x — a es una 
serie infinita de la forma 


2 c„(x — a) n = c 0 + cq(x — a) + c 2 (x — a) 2 + ■■■. 

n = 0 

Se dice que tal serie es una serie de potencias centrada en a. Por ejemplo, la serie de 
potencias + 1)" es ta centrada en a = — 1. En esta seccion, nos enfocaremos prin- 

cipalmente en las series de potencias en x; en otras palabras, series de potencias como 
2 T=i 2 b_1 x" = x + 2x 2 + 4x 3 + ••• que esten centradas en a = 0. La siguiente lista 
resume algunas cuestiones importantes sobre las series de potencias. 

Convergencia Una serie de potencias 2‘ =0 c„(x — a) n es convergente en un valor espe- 
cffico de x si su secuencia de sumas parciales {^(x)} converge; es decir, si lim^^ S N {x) = 
lfm^oo £^ =0 c„(x — a)" existe. Si el h'mite no existe en x, se dice que la serie es diver- 
gente. 

Intervalo de convergencia Toda serie de potencias tiene un intervalo de convergencia. 
El intervalo de convergencia es el conjunto de todos los numeros reales x para los que la 
serie converge. 

Radio de convergencia Toda serie de potencias tiene un radio de convergencia R. Si 
R > 0, entonces una serie de potencias 2jU 0 c„(x — a) n converge para lx — al < R y diverge 
para I x — a I > R. Si la serie converge solo en su centra a, en ese caso, R = 0. Si la serie 
converge para toda x, entonces escribimos R = o o. Recuerde que la desigualdad de valor 
absoluto lx - a\ < Res equivalente a la desigualdad simultanea a — R < x < a + R. Una 
serie de potencias puede o no converger en los extremos a — Ry a + Rdesu intervalo. 
Convergencia absoluta Dentro de su intervalo de convergencia, una serie de potencias 
converge de manera absoluta. En otras palabras, si x esta en el intervalo de convergencia 
y no es un extremo del intervalo, entonces la serie de valores absolutos 2” =o Ic„(x — a)"I 
converge. 

Prueba de relacion La convergencia de las series de potencias a menudo se puede 
determinar mediante la prueba de relacion. Suponga que c n ¥= 0 para toda n, y que 


Km 

C n + i(x - a) n+l 

= [x — a\ Km 

C n+ 1 

c„(x — a) n 


rt—XX) 

n—> oo 

Cn 


Si L < 1, la serie converge absolutamente; si L > 1, la serie diverge, y si L = 1 la prueba 
no es concluyente. Por ejemplo, para la serie de potencias 2^ = i (x — 3)72 n n la prueba de 
relacion da 


lfm 

n— »oo 


(x - 3)" +I /2" +1 (n + 1) 
(x - 3) n /2 n n 


\x — 3 [ Km 

n—> oo 


n 

2(n + 1) 


1 

2 


x - 3|. 
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La serie converge absolutamente para § Lv — 3I< 1 oIjc — 3l<2o 1 <jc< 5. Este ultimo 
intervalo se denomina intervalo abierto de convergencia. La serie diverge para I x — 3 I > 

2, es decir, para r>5or< 1. En el extremo izquierdo x = I del intervalo abierto de con¬ 
vergencia, la serie de constantes X” = i ((—1)7«) es convergente de acuerdo con la prueba 
de la serie altema. En el extremo derecho x = 5, la serie Xj 1=1 (1 In) es la serie armonica 
divergente. El intervalo de convergencia de la serie es [1, 5) y el radio de convergencia es 
R = 2. 

* Una serie de potencias define una funcion Una serie de potencias define una funcion 
/(x) = X°?,=o c n (x — a) n cuyo dominio es el intervalo de convergencia de la serie. Si el 
radio de convergencia es R > 0, entonces / es continua, diferenciable e integrable en el 
intervalo (a — R, a + R). Ademas,/'(x) y / f(x) dx se pueden determinar mediante 
diferenciacion e integracion termino a termino. En un extremo, la convergencia puede 
perderse por diferenciacion o ganarse por integracion. Si y = X^ = o c n x" es una serie de 
potencias en x, entonces las primeras dos derivadas son y'' = S^ =0 nx"~ 1 y y" = X"=o n ( n ~ 
l)x" 2 . Observe que el primer termino en la primera derivada y los primeros dos terminos 
en la segunda derivada son cero. Omitimos estos terminos y escribimos 

OO OO 

y' = 2 c„nx'^ 1 y y" = 2 c „n{n - l)x"“ 2 . (1) 

n =1 n=2 

Estos resultados son importantes y se utilizaran en breve. 

Propiedad de identidad Si X “ =0 c„(x — a)" = 0, R > 0, para todo numero x en el inter¬ 
valo de convergencia, entonces c„ = 0 para toda n. 

Funcion analitica en un punto Se dice que una funcion/es analftica en un punto a si 
puede representarse mediante una serie de potencias en x - a con un radio de convergen¬ 
cia positivo. En calculo se ha demostrado que es posible representar funciones tales como 
e x , cos x, sen x, ln(x — 1), mediante las series de Taylor. Recuerde, por ejemplo, que 

r XX 2 x 3 X 5 X 2 X 4 X 6 

e = 1 H-1-senx = x -1-- • cosx =1-h --f2t 

1! 2! 3! 5! 2! 4! 6! K ’ 


para I x I < oo. Estas series de Taylor centradas en 0, llamadas series de Maclaurin, 
muestran que e*, sen x y cos x son analfticas en x = 0. 

Aritmetica de las series de potencias Las series de potencias pueden combinarse 
mediante operaciones de suma, multiplicacion y division. Los procedimientos son si- 
milares a la forma en que se suman, multiplican o dividen dos polinomios, es decir, se 
suman los coeficientes de potencias iguales de x, se aplica la ley distributiva, se agru- 
pan terminos semej antes, y se efectua una larga division. Por ejemplo, usando series 
de potencias en (2), 


e A senx = 


2 3 

X X 

1 + X + — + — + 
2 6 


= (l)x + (l)x 2 + 




+ ••• 


= X + x 2 + 


3 


x 5 

30 


Puesto que la serie de potencias para e x y sen x convergen para lx I < oo, la serie de pro- 
ducto converge en el mismo intervalo. Los problemas que implican la multiplicacion o la 
division de una serie de potencias se pueden resolver de rnodo mas sencillo mediante un 
sistema computacional de algebra. 


I Cambio del tndice de suma Para el resto de esta section, asf como para el capftulo, 
es importante que usted se adiestre en la simplification de la suma de dos o mas series 
de potencias, expresada cada serie en notation de suma (sigma), para una expresion con 
una sola X. Tal como ilustra el siguiente ejemplo, combinar dos o mas sumas en una sola 
muchas veces requiere de volver a realizar la indexation, es decir, un desplazamiento del 
fndice de la suma. 
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Ejemplo 1 Suma de dos series de potencias 

Escriba X°^ =2 «(« — 1)c h jc"~ 2 + X^ =0 c n Jc' I+1 como una serie de potencias. 



Importante. 




J 


SoLucion Con el fin de sumar las dos series, es necesario que ambos indices de las sumas 
comiencen con el mismo numero y que en cada serie las potencias de x esten “enfase”, 
es decir, si una serie inicia con un multiplo de, digamos, jc a la primera potencia, entonces 
la otra serie debera comenzar con la misma potencia. Observe que en el problema dado, la 
primera serie comienza con x°, mientras que la segunda serie empieza con x 1 . Si escribimos 
el primer termino de la primera serie fuera de la notation de suma. 


- 1 )c,pc" 2 + '2 J c n x' , + l 


2 


serie comienza con 
x para n = 3 

i 


serie comienza con 
x para n = 0 

i 


1 C 2 X° + ~ 1)<V" 2 + 2 C 'i X " + 1 

n =3 n =0 


vemos que ambas series del lado derecho comienzan con la misma potencia de x, es 
decir, con x 1 . Para obtener el mismo indice de suma nos basamos en los exponentes de x\ 
sea k = n — 2 en la primera serie y al mismo tiempo sea k = n + 1 en la segunda serie. El 
lado derecho se convierte en 


X mismo ], 

OO OO 

2 c 2 + ^ ( k + 2 )( k + l)c k+2 x k + 2 c k-i* k - 

k =1 k =1 

^_ mismo _J 


( 3 ) 


Recuerde que el indice de la suma es una variable “muda”; el hecho de que k = n — 1 
en un caso y k = n + 1 en el otro, no debe causar confusion si se recuerda que lo impor¬ 
tante es el valor del indice de la suma. En ambos casos, k adopta los mismos valores 
sucesivos k = 1, 2, 3, .. . cuando n asume los valores n = 2, 3, 4, ... para k = n — 1 y 
n = 0, 1,2,... para k = n + 1. Ahora ya estamos en condiciones de sumar las series ex- 
presadas en (3) termino a termino: 

OO OO OO 

- 1 )c,X~ 2 + 2 C " X " +I = 2c 2 + 2 [(k + 2){k + l)c* +2 + c k _ jjx*. (4) 

n= 2 n = 0 k= 1 


Si no esta convencido del resultado de (4), entonces escriba algunos terminos en 
ambos lados de la igualdad. 

Soluciones en series de potencias 

■ Una definicion Supongamos que la ecuacion diferencial lineal de segundo orden 

a 2 (x)y" + fliWy' + a 0 (x)y = 0 (5) 

se escribe en su forma estandar 

y" + P(x)y' + Q(x)y = 0 (6) 

si se divide entre el primer coeficiente a 2 (x). Formulamos la siguiente definicion. 


DEFINICION 5.1 


Puntos ordinarios y singulares 


A 


Se dice que un punto x 0 es un punto ordinario de la ecuacion diferencial (5) si 
tanto P(x) como Q(x) de la forma estandar (6) son analiticos en x 0 . Y de un punto 
que no es ordinario se afirma que es un punto singular de la ecuacion. 

___ ) 
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Todo valor finito dexes un punto ordinario de y" + ( e x )y' + (senx)y = 0. En particular, 
x = 0 es un punto ordinario, pues como ya vimos en (2), tanto e* como sen x son analfticos 
en este punto. La negation en el segundo enunciado de la definition 5.1 estipula que si al 
menos una de las funciones Pix) y Q(x) de (6) no es analftica en x 0 , entonces x 0 es un punto 
singular. Observe que x = 0 es un punto singular de la ecuacion diferencial y" + (c A )y' + 
(In x)y = 0, puesto que Q(x) = In x es discontinua en x = 0 y, por lo tanto, no se puede 
representar mediante una serie de potencias en x. 

I Coeficientes polinomicos Nos interesa principalmente el caso en que (5) tiene 
coeficientes polinomicos. Un polinomio es analitico en cualquier valor x, y una funcion ra¬ 
tional es analftica salvo en los puntos donde su denominador sea cero. Por lo tanto, si a 2 (x), 
fljfx) y a 0 (x) son polinomios sin factores comunes, entonces ambas funciones racionales 
P(x) = a t (x)/a 2 (x) y Q(x) = a 0 (x)/a 2 (x ) son analfticas excepto donde a 2 {x 0 ) = 0. Por lo 
tanto, se deduce que x = x 0 es un punto ordinario de (5) si a 2 (x 0 ) # 0, mientras que x = x 0 
es un punto singular de (5) si a 2 (x 0 ) = 0. Por ejemplo, los unices puntos singulares de la 
ecuacion (x 2 — l)y" + 2xy' + 6y = 0 son soluciones dex 2 — 1 = 0ox = ±1. Todos los 
demas valores fmitos* de x son puntos ordinarios. Un examen de la ecuacion de Cauchy- 
Euler ax 2 y" + bzy' + cy = 0 muestra que tiene un punto singular en x = 0. Los puntos sin¬ 
gulares no necesitan ser numeros reales. La ecuacion (x 2 + l)y" + xy' — y = 0 tiene puntos 
singulares en las soluciones de x 2 + 1 = 0, es decir, x = ±i. Todos los demas valores de x, 
reales o complejos, son puntos ordinarios. 

Enunciamos, sin demostrarlo, el teorema siguiente sobre la existencia de soluciones 
en forma de series de potencias. 


TEOREMA 5.1 


Existencia de soluciones en forma 
de series de potencias 


Si x = x 0 es un punto ordinario de la ecuacion diferencial (5), siempre podemos en- 
contrar dos soluciones linealmente independientes en forma de series de potencias 

» ^ OO . . 

centradas en x 0 , es decir, y = X _ q c„(x — x 0 )". Una solution en forma de serie 
converge al menos en algun intervalo definido por lx — x 0 1 < R, donde R es la dis- 
tancia entre x 0 y el punto singular mas cercano. 


Se dice que una solution de la forma y = 2” = o C J X ~ x o)" es una solution en torno 
al punto ordinario x 0 . En el teorema 5.1, la distancia R es el valor mmimo o el limite 
inferior para el radio de convergencia. Por ejemplo, los numeros complejos 1 ± 2/ son 
los puntos singulares de (x 2 — 2x + 5)y" + xy' — y = 0, pero puesto que x = 0 es un punto 
ordinario de la ecuacion, el teorema 5.1 garantiza que podemos encontrar dos soluciones 
en forma de series de potencias en 0. Es decir, las soluciones se parecen ay = 2^ = o 
c n x n y, ademas, sin encontrar realmente esas soluciones, sabemos que cada serie debe 
converger al menos para I x I < V5, donde R = V5 es la distancia entre 0 y cualquiera 
de los numeros 1 + 2/ o 1 — 21 presentes en el piano complejo. Sin embargo, la ecuacion 
diferencial tiene una solution que es valida para valores mucho mas grandes de x; de 
hecho, esta solution es valida en (—oo, oo) porque podemos demostrar que una de las 
dos soluciones es un polinomio. 

En los siguientes ejemplos, asf como en los ejercicios 5.1, por simplicidad, solo en- 
contraremos soluciones en forma de series de potencias en tomo a un punto ordinario 
x = 0. Si fuera necesario encontrar una solution en forma de series de potencias de una 
EDO en torno a un punto ordinario x 0 ¥= 0, simplemente podemos cambiar la variable 
t = x — x 0 en la ecuacion (esto traduce x = x 0 en t = 0), encontrar las soluciones para la 
nueva ecuacion de la forma v = X7, = o c „f, y despues volver a sustituir t = x — x 0 . 

Encontrar una solution en forma de series de potencias de una EDO lineal homo- 
genea de segundo orden se ha descrito con exactitud como “el metodo de coeficientes 



Todas Las soluciones 
en forma de series 
de potencias estaran 
centradas en 0. 


*Para los fines de este libro, los puntos singulares y los ordinarios siempre seran puntos finitos. Es posible 
que una EDO tenga, digamos, un punto singular en el infinito. 
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indeterminados de series”, puesto que el procedimiento es muy parecido al efectuado en 
la seccion 3.4. En resumen, la idea es esta: sustituimos y = 1T n=0 c n x n en la ecuacion di- 
ferencial, combinamos las series como lo hicimos en el ejemplo 1, y despues igualamos 
todos los coeficientes del lado derecho de la ecuacion para determinar los coeficientes c n . 
Pero como el lado derecho es cero, el ultimo paso requiere, en virtud de la propiedad de 
identidad incluida en la lista anterior, que todos los coeficientes de x se igualen a cero. 
No, esto no significa que todos los coeficientes sean cero; ello no tendrfa sentido, des¬ 
pues de todo, el teorema 5.1 garantiza que podemos encontrar dos soluciones. El ejem¬ 
plo 2 ilustra como el solo supuesto de que y = 2^ =0 c„x" = c 0 + c x x + r^x 2 + • • ■ lleva a 
dos conjuntos de coeficientes tales que solo tengamos dos series de potencias distintas 
_y,(x) y y 2 (x), desarrolladas ambas en tomo al punto ordinario x = 0. La solucion general 
de la ecuacion diferencial es y = Cjy^x) + C 2 y 2 (x); de hecho, se puede demostrar que 
Ci = c 0 y C 2 = Cj. 


Ejemplo 2 Soluciones en forma de series de potencias 

Resuelva y" + xy = 0. 

Solucion Puesto que no hay puntos singulares finitos, el teorema 5.1 garantiza que exis- 
ten dos soluciones en forma de series de potencias, centradas en 0, convergentes para lx I 
< oo. Al sustituir y = ’Z°° n=0 c n x n y la segunda derivada y" = S” =2 «(n — l)c„x"~ 2 (vea la 
expresion (1)) en la ecuacion diferencial se obtiene 

OO OO OO OO 

y" + xy = 2 c n «(« - l)x"~ 2 + x^c/ = 2 c„n(n - l)x"“ 2 + ^ c n x n+ \ (7) 

n = 2 n = 0 n = 2 n = 0 

Ahora ya agregamos las ultimas dos series al lado derecho de la igualdad en (7) mediante 
el desplazamiento del indice de la suma visto en el ejemplo 1. Con base en el resultado 
de (4), 


y" + xy = 2 c 2 + ^ [{k + l)(k + 2)c k+2 + c k x \x k = 0. (8) 

k= 1 

En este punto, recurrimos a la propiedad de identidad. Como (8) es igual a cero, necesita- 
mos que el coeficiente de cada potencia de x sea igual a cero, es decir, 2 c 2 = 0 (es el 
coeficiente de x°), y 



Esta formula se 
denomina relacion 
de recurrencia de dos 
terminos. 


V 




J 


(k + V)(k + 2)c k+2 + c t _! = 0, k = 1,2,3,.... (9) 


Ahora 2c 2 = 0 ordena evidentemente que c 2 = 0. Pero la expresion dada en (9), denorni- 
nada relacion de recurrencia, determina las c k de tal manera que podemos elegir que 
cierto subconjunto del conjunto de coeficientes sea diferente de cero. Como (k + 1)(A: + 2) 
# 0 para todos los valores de k, podemos resolver (9) para c k+2 en terminos de 


c k + 2 ~ 


c k- 1 


(k + 1 )(k + 2)’ 


k = 1,2,3,. 


( 10 ) 

Esta relacion genera coeficientes consecutivos de la solucion asumida cuando dejamos 
que k adopte los enteros sucesivos indicados en (10): 


k = I, c 3 = 

k = 2, c 4 = 

k = 3, c 5 = 

k = 4, c 6 = 


c 0 

2 ■ 3 


Cl 

3 • 4 
c 2 _ 

-— 0 <— c 3 es cero 

4 • 5 

C3 _ 1 

5-6 2 • 3 • 5 • 6 C ° 
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k = 5, 

k = 6, 

k = 7, 

= 8 , 

£ = 9, 


Cl 


c 4 _ 1 

6 • 7 “ 3 • 4 • 6 • 7 

c 5 


Cl 


c 9 = 


cio : 


Cll = 


— 0 <— c 5 es cero 

/ • 5 

C 6 = _1_ 

8-9 2•3•5 • 6 • 8 • 9 

c 7 1 


Co 


9-10 3 • 4 • 6 • 7 • 9 • 10 

c 


Cl 


10 • 11 


— 0 


y asf sucesivamente. Ahora, al sustituir los coeficientes que se acaban de obtener en el 
supuesto original 

y = c 0 + C\X + c 2 x 2 + c 3 x' + c 4 x 4 + c 5 x 5 + c 6 x 6 + c 7 x 7 + c 8 x 8 + c 9 x 9 + c 10 x 10 + c n x 11 + • • • 
obtenemos 


y = c n + c,x + 0 - — x 8 - ^ — x 4 + 0 H- - - . 

J u 1 2*3 3*4 2 • 3 • 5 • 6 


+ 


Cl 


3•4 • 6•7' 


r x + 0 - 


c 0 


-x 9 - 


Cl 


2 • 3 • 5 • 6 • 8 • 9 3 • 4 • 6 • 7 • 9 • 10 


-x 10 + 0 + 


Despues de agrupar los terminos que contienen c 0 y los terminos que contienen c ,, ob¬ 
tenemos y = Coy^x) + c^yiix), donde 


viM = i 
y 2 (x) = x 


1 


-x 3 + 


1 


1 


2-3 2•3 • 5 • 6 2 • 3•5•6•8•9 

1 .4 + 1 7 _ 1 

3*4 3.4.6.7 3.4.6 • 7 • 9 • 10 


x 9 + • • • = 1 + 2 


(-1/ 


-)-•••= % -\- 


&1 2 • 3 ••• (3n - l)(3n) 
(-If 


^ 3 • 4--- (3n)(3n +1) 


Puesto que el uso iterativo de (10) dejo a <: 0 y c'i completamente indeterminados, 
podemos elegirlos de manera arbitraria. Como se menciono antes de este ejemplo, la 
combinacion lineal y = c 0 yi(x) + Cjy 2 W en realidad representa la solucion general de 
la ecuacion diferencial. Aunque sabemos a partir del teorema 5.1 que cada solucion en 
forma de serie converge para lx I < oo, este hecho se puede verificar tambien mediante 
la prueba de la relacion. 

La ecuacion diferencial del ejemplo 2 se conoce como ecuacion de Airy, y se encuentra 
al estudiar la difraccion de la luz, la difraccion de las ondas de radio alrededor de la superfi- 
cie terrestre, aerodinamica, y la deflexion de una delgada columna vertical uniforme que se 
arquea por su propio peso. Otras formas comunes de la ecuacion de Airy son y" — xy = 0 y 
y" + a 2 xy = 0. Vea el problema 40 en los ejercicios 5.3 para conocer una aplicacion de 
la ultima ecuacion. 


Ejemplo 3 Solucion en forma de series de potencias 

Resuelva (x 2 + l)y" + xy' — y = 0. 

Solucion Como vimos en la pagina 243, la ecuacion diferencial dada tiene puntos sin- 
gulares en x = ±i y, por lo tanto, una solucion en forma de series de potencias centrada 
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en 0 convergera al menos para lx I < 1, donde 1 es la distancia desde 0 hasta i o en el 
piano complejo. El supuesto de que y = X" =0 c„x" y sus primeras dos derivadas (vea 
(1)) llevan a 


(x 2 + 1)2„(» - 1 )c n x n 2 + x ^ nc„x n 1 - ^ C n X " 

n=2 n =1 n =0 

oo oo oo oo 

= 2 n (n — l)c„x' ! + ^n(n — l)c„x" _2 + ^ nc„x n — 2 C « X ” 

« = 2 n = 2 n = 1 n = 0 

oo 

= 2c 2 x° — CqX 0 + 6c 3 x + C]X — cqx + 2 n(n — 1 )c n x n 

n = 2 


V 

k = n 


+ ^n(n - l)c„x" 2 + ^nc„x n - 2 c„x' ! 


V 

k = n — 2 


J V_ 


—v— 

k - n 


k-n 


= 2 c 2 ~ c 0 + 6 c 3 x + ^ [£(£ — l)c* + (& + 2)(& + l)c*+ 2 + kc k — c k ]x k 

k = 2 
oo 

= 2c 2 — c 0 + 6c 3 x + 2 [(^ + 1)(& — 1 )c k + (k + 2 ){k + l)c t+2 ]x* : = 0. 

k = 2 

De esta ultima identidad, concluimos que 2c 2 — c 0 = 0, 6c 3 = 0, y 
(fc + 1 ){k - 1 )c k +(k + 2)(k + l)c t+2 = 0. 

1 

Por lo tanto, c 2 = — c 0 , c 3 = 0 

1 - k 

Ck+2 = , , c h k = 2, 3, 4,.... 
k + 2 

Al sustituir k = 2, 3, 4,... en la ultima formula se tiene 


C4 C9 Cn 0 Cr» 

4 4 2 2*4 2 2 2! 


C5 — — ~ c 3 — 0 


1 • 3 


c 6 — , c 4 


Co 


6 2 • 4 • 6 u 2 j 3! 


■c 0 


C7 ~-j c 3 — 0 1 — < •. 


3 • 5 


C 8 = ~o C 6 


8 2 • 4 • 6 • 8 


c 0 


1-3- 5 

2 4 4! 


■c 0 


Cg — ~~ — C 7 — 0 


3-5-7 


1 • 3 • 5 • 7 


C 10 - , r. C 8 — 


10“° 2 • 4 • 6 • 8 • 10 C ° 2 5 5! 
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y as! sucesivamente. Por lo tanto. 


y = c 0 + c x x + c 2 x 2 + c 3 x 3 + c 4 x 4 + c 5 x 5 + c 6 x 6 + c 7 x 7 + c 8 x s + c 9 x 9 + c 10 x 10 + • ■ ■ 


= c 0 


1 , 

1 H-X 2 

2 


1 


2 2 2 ! 


x 4 + 


1 • 3 
2 3 3! ' 


1-3-5 

2 4 4! 


x 2 + 


1 • 3 • 5 • 7 
2 5 5! 


+ c t x 


= c 0 yi(x) + cm (x). 

Las soluciones son el polinomio y 2 (x) = x y las series de potencias 
1 , “ ,1-3 • 5---(2n - 3) , 

yi(*) = i + T* 2 + Si- 1 )"' 1 -^T 7 --A H < 1- 

L n = 2 z m 


Ejemplo 4 ReLacion de recurrencia de tres terminos 

Si buscamos una solucion de series de potencias y = 27,=o c „x" para la ecuacion diferen- 
cial 


y" - (1 + x)v = 0, 

obtenemos c 2 = c 0 /2 y la relacion de recurrencia 


c k C k -i 

(.k + l)(k + 2)’ 


*= 1,2,3,.... 


El examen de la formula muestra que los coeficientes c 3 , c 4 , c 5 , ... estan expresados 
en terminos tanto de c t como de c 0 y, ademas, el algebra requerida para hacer esto se 
dificulta un poco. Para simplificar, podemos elegir primero c 0 ri 0, c, = 0; esto produce 
coeficientes consecutivos para una solucion que se expresan por completo en terminos 
de c 0 : 



Esta formula se 
denomina relacion 
de recurrencia de tres 
terminos. 


C 2 = 

1 

2 C ° 


c 3 = 

Cl + C 0 

c 0 

2 • 3 

2 • 3 


c 2 + c, 

c 0 

c 4 - 

3 • 4 

2 • 3 

C 5 = 

c 3 + C 2 

c 0 

4 • 5 

4 • 5 


= 6 C ° 


24 


c 0 


1 1 

-1- 

6 2 


= -C n 

30 0 


y as! sucesivamente. Despues, al elegir c 0 = 0, c x ¥= 0, los coeficientes para la otra solu¬ 
cion se expresan en terminos de c,: 


1 

c 2 = 2 c 0 = 0 

Cl + C 0 Cj 1 

C 3 = - = - = — Cl 

3 2-3 2-3 6 1 

C 2 + Cj Cj 1 

3-4 3-4 12 1 

_ c 3 + c 2 _ Cj _ _1_ 

C5 _ 4-5 _ 4 • 5 • 6 _ 120 Cl 
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y" + (cosx)y 


y asr sucesivamente. Por ultimo, vemos que la solucion general de la ecuacion es y = 
c 0 y,(x) + c x y 2 {x), donde 


1 , 1 , 1 . 1 , 

y l (x)= 1 + -x 2 + -x 3 + —x 4 + —x 5 + 

yi 2 6 24 30 

y y 2 (x) = x H-x 3 H-x 4 H-x 5 + •••. 

^ ' 6 12 120 


Cada serie converge para todos los valores finitos de x. 


□ 


I Coeficientes no polinomiales El ejemplo siguiente ilustra como encontrar una so¬ 
lucion en forma de series de potencias en tomo a un punto ordinario x 0 = 0 de una ecuacion 
diferencial cuando sus coeficientes no son polinomios. En este ejemplo presentaremos una 
aplicacion de la multiplication de dos series de potencias. 


Ejemplo 5 Ecuacion diferencial ordinaria con coeficientes no poLinomiaLes 

Resuelva y" + (cos x)v = 0. 

Solucion Observamos que x = 0 es un punto ordinario de la ecuacion porque, como ya 
hemos visto, cos x es analftico en ese punto. Mediante la serie de Maclaurin de cos x dada 
en (2), junto con el supuesto acostumbrado y = £” =0 c„x"y los resultados de (1), encontra- 
mos que 


o° / 2 4 6 \ oo 

Y n{n - 1 )c n x n ~ 2 + ( 1 --+-— + • • -Y c n x" 

,Y 2 V ' V 2 ! 4 ! 6 ! )£ 0 

f r x 4 

2c 2 + 6c 3 x + 12c 4 x 2 + 20c 5 x 3 + • — + f 1 — + — • )(c 0 + c l x + c 2 x 2 + c 3 x 3 + •■•) 


1 


2c 2 + c 0 + (6c 3 + c,)x + I 12c 4 + c 2 — — c 0 lx 2 + I 20c 5 + c 3 — — c x lx 3 + ■ • • = 0. 


1 


Se deduce que 

2c 2 + c 0 = 0, 6c, + c, = 0, 12c. +c 2 — — c 0 = 0, 20„ + c 3 - \ c, = 0, 

y as! sucesivamente. Esto da c 2 = — \ c 0 , c 3 = — | c h c 4 = c 0 , c$ = yg Ci, _A1 agrupar 

terminos, llegamos a la solucion general y = c 0 y,(x) + c\y 2 (x), donde 

yi(x) = l ~ ^x 2 + ^x 4 - y y 2 (x) = x - ^x 3 + ^x 5 -. 

Puesto que la ecuacion diferencial no tiene puntos singulares finitos, ambas series con- 
vergen para I x I < oo. 


■ Curvas solucion La grafica aproximada de una solucion en forma de series de poten¬ 
cias y(x) = T n=(] c n x n puede ser determinada en varias formas. Siempre podemos recurrir 
a la graficacion de los terminos en la secuencia de sumas parciales de las series; en otras 
palabras, las graficas de los polinomios S N {x) = £^ = o c n x "- Para valores grandes de N, S N (x) 
nos debe indicar el comportamiento de y(x) cerca del punto ordinario x = 0. Tambien pode¬ 
mos obtener una curva solucion aproximada con ayuda de un programa de solucion nume- 
rica, tal como lo hicimos en la section 3.10. Por ejemplo, si usted revisa cuidadosamente 
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las soluciones en forma de series de la ecuacion de Airy presentada en el ejemplo 2, vera 
que yfx) y y 2 (x) son, a su vez, las soluciones de los problemas de valor inicial 


y" + xy = 0, y(0) = 1, y'(0) = 0, 

y" + xy = 0, y( 0) = 0, y’ (0) = 1. (11) 

Las condiciones iniciales especificadas “eligen” las soluciones yfx) y y 2 (x) a partir 
de y = c 0 ;Vi(x) + Ciy 2 (x), pues debe resultar evidente luego de nuestro supuesto basico 
de la serie y = lf n=0 c n x n que v(0) = c 0 y y'(0) = Ci- Ahora, si su programa de solucion 
numerica requiere un sistema de ecuaciones, la sustitucion y' = u en v" + xv = 0 da y" = 
u' = —xy, y por lo tanto un sistema de dos ecuaciones de primer orden equivalente a la 
ecuacion de Airy es 


y' = u 

u' = —xy. (12) 

Las condiciones iniciales para el sistema (12) son los dos conjuntos de condiciones 
iniciales presentados en (11), pero se escriben como y(0) = 1, w(0) = 0 y y(0) = 0, u( 0) 
= 1. Las graficas de y,(x) y y 2 (x) mostradas en la figura 5.1 se obtuvieron con ayuda de 
un programa de solucion numerica aplicando el metodo de Runge-Kutta de cuarto orden 
con un tamano del paso de h =0.1. 


Comentarios 


0 En los problemas que siguen, no espere poder escribir una solucion en terminos 
de la notation de sumatoria para cada caso. Aun cuando sea posible generar tantos 
terminos como se desee en una solucion en serie y = 2T=o c„x" ya sea por medio 
de una relacion de recurrencia o, como en el ejemplo 6, por multiplicacion, quizas 
no sea posible deducir ningun termino general para los coeficientes c n . Tal vez 
tengamos que conformarnos con simplemente escribir los primeros terminos de la 
serie, como lo hicimos en los ejemplos 5 y 6. 

ii) Un punto x 0 es un punto ordinario de una ED lineal no homogenea de se- 
gundo orden y" + P(x)y' + Q(x)y = fix) si P{x), Q{x) y fix) son analfticas en x 0 . 
Ademas, el teorema 5.1 se extiende a las ecuaciones diferenciales de este tipo, 
en otras palabras, podemos encontrar soluciones en forma de series de potencias 
y = 2ir=o c n( x ~ x 0 ) n de ecuaciones diferenciales lineales no homogeneas igual 
que en los ejemplos del 2 al 5. Vea el problema 36 en los ejercicios 5.1. 



-2 0 2 4 6 8 10 

a) Grafica de y { fx) en relacion con x 


^2 

i| i wm ’ 

0E-- \ — / \ / ] x 

-l 
-2 
-3 

-2 0 2 4 6 8 10 



b) Grafica de y 2 (x) en relacion con a 

Figura 5.1 Soluciones 
de la ecuacion de Airy 


EJERCICIOS 5.1 Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-11. 


Repaso de las series de potencias 

En los problemas del 1 al 4, encuentre el radio de convergencia y 
el intervalo de convergencia para las series de potencias dadas. 



OO 


3- 2 

k= 1 


(- 1 )* 

10 * 


(x 


5 )* 


OO 


2- 2 

n= 0 


( 100 )" 

n\ 


{x + 7)‘ 


4. 


OO 


J.k'fx- If 


En los problemas 5 y 6, la funcion dada es anah'tica en x = 0. 
Encuentre los primeros cuatro terminos de una serie de poten¬ 
cias en x. Desarrolle a mano la multiplicacion o use un CAS, 
como le sea indicado. 


5. sen x cos x 6. e x cos x 

En los problemas 7 y 8, la funcion dada es analftica en x = 0. 
Encuentre los primeros cuatro terminos de una serie de potencias 
en x. Desarrolle a mano la larga division o use un CAS, como le 
sea indicado. Proporcione el intervalo de convergencia abierto. 


cosx ’ 2 + x 

En los problemas 9 y 10, escriba de nuevo la serie de potencias 
dada en forma tal que su termino general implique x k . 

OO OO 

9. 2 nc n x n+2 10. ^(2n - l)c n x"- 3 

n =1 n = 3 
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En los problemas 11 y 12, escriba nuevamente la expresion dada 
como una sola seriede potencias cuy o termino general implique ax*. 


OO OO 

11. 22bc„/ _i + 26c„x" +1 

tj= 1 n = 0 

OO OO OO 

12. 2' 7 (“ ~ l) c n x ” + 2 ^ n(n — l)c„x"~ 2 + 3 ^ nc„x n 

n = 2 n = 2 n = 1 


En los problemas 13 y 14, verifique mediante sustitucion directa 
que una serie de potencias dada es una solution particular de la 
ecuacion diferencial indicada. 

oo r _ i v> + 1 

13. y = 2 ---- x", (x + l)y" + / = 0 

n = 1 H 

14 - y = xv" + y + xv = o 

n= 0 Z \ n -) 


5.1.2 


Soluciones en series 
de potencias 


En los problemas 15 y 16, sin resolver la ecuacion diferencial 
dada, encuentre un limite menor para el radio de convergencia 
de soluciones en forma de series de potencias en tomo al punto 
ordinario x = 0. En tomo al punto ordinario x = 1. 


15. (x 2 — 25)/' + 2xy' + y = 0 

16. (x 2 — 2x + 10)/' + xy' — Ay = 0 


En los problemas del 17 al 28, encuentre dos soluciones en forma 
de series de potencias de la ecuacion diferencial dada en tomo al 


punto 

ordinario x = 0. 




17. 

o 

II 

H 

1 

V 


18. 

y" + x 2 y = 0 

19. 

y" — 2xy' + y = 

0 

20. 

y" — xy' + 2y = 0 

21. 

y" + x 2 y' + xy = 

0 

22 . 

y" + 2xy' + 2y = 0 

23. 

(x- 1 )y" + y' = 

= 0 

24. 

(x + 2 )y" + xy' — y = 0 

25. 

y" - (x + i)y' - 

- y - o 

26. 

o 

II 

VO 1 

1 

V. 

+ 


27. (x 2 + 2)y" + 3xy' - y = 0 

28. (x 2 - l)/' + xy' — y = 0 


En los problemas del 29 al 32, use el metodo de las series de 
potencias para resolver el problema de valor inicial dado. 

29. (x - 1)/' - xy' + y = 0, y(0) = -2, /(0) = 6 

30. (x + 1)/' - (2 - x)y' + y = 0, y(0) = 2, /(0) = - 1 

31. /' - 2xy' + 8y = 0, y(0) = 3, v'(0) = 0 

32. (x 2 + 1)/' + 2xy' = 0, y(0) = 0, y'(0) = 1 

En los problemas 33 y 34, use el procedimiento del ejem- 
plo 6 para encontrar dos soluciones en forma de series de 


potencias de la ecuacion diferencial dada en torno al punto 
ordinario x = 0. 

33. y" + (sen x)y = 0 34. y" + e x y' - y = 0 

Problemas de analisis 

35. Sin resolver realmente la ecuacion diferencial (cos x)y" 
+ / + 5_v = 0, encuentre un limite menor para el radio 
de convergencia de las soluciones en forma de series de 
potencias en torno a x = 0. En torno a x = 1. 

36. iComo puede usarse el metodo descrito en esta sec- 
cion para encontrar una solution en forma de series de 
potencias de la ecuacion no homogenea y" — xy = 1 en 
torno al punto ordinario x = 0? 6 f)e y" — 4xy' — 4y = 
e x ? Desarrolle sus ideas resolviendo ambas ecuaciones 
diferenciales. 

37. ^Es x = 0 un punto ordinario o singular de la ecuacion 
diferencial xy" + (sen x)y = 0? Apoye sus respuestas con 
operaciones matematicas validas. 

38. Para fines de este problema, ignore las graficas dadas en 
la figura 5.1. Si la ecuacion diferencial de Airy se escribe 
como y" = —xy, ^que se puede afirmar sobre la forma de 
una curva solution si x > 0 y y > 0? ^Si x > 0 y y < 0? 

Tareas para el laboratorio de computo 

39. a) Encuentre dos soluciones de series de potencias 

para /' + xy' + y - 0 y exprese las soluciones y/x) y 
y 2 (x) en terminos de notation de suma. 

b ) Use un CAS para graficar las sumas parciales S^x) 
para y/x). Utilice N = 2, 3, 5, 6, 8, 10. Repita usan- 
do las sumas parciales S N (x) para y 2 (x). 

c ) Compare las graficas del inciso b ) con la curva ob- 
tenida usando un programa de solution numerica. 
Use las condiciones iniciales y/O) = 1, v!(0) = 0 y 
y 2 (0) = 0, y 2 (0) = 1. 

d) Examine de nuevo la solution y^x) del inciso a). 
Exprese esta serie como una funcion elemental. 
Despues use (5) de la section 3.2 para encontrar una 
segunda solution de la ecuacion. Compruebe que 
esta segunda solution sea la misma que la solution 
de series de potencias y 2 (x). 

40. a) Encuentre uno o mas terminos diferentes de cero 

para cada una de las soluciones y/x) y y 2 (x) del 
ejemplo 6. 

b ) Encuentre una solution en forma de serie y(x) del 
problema de valor inicial y" + (cos x)y = 0, y(0) = 1, 
y'(0)= 1. 

c) Utilice un CAS para graficar las sumas parciales 
Sjv(x) para la solution y(x) de la parte b ). Use N = 2, 
3,4, 5,6, 7. 

d) Compare las graficas obtenidas en el inciso c) con 
la curva obtenida mediante un programa de solution 
numerica para el problema de valor inicial del inci¬ 
so b ). 
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5.2 Soluciones en torno a puntos singulares 


■ Introduction Las dos ecuaciones diferenciales y" + xy = 0 y xy" + y = 0 son simi- 
lares solo en cuanto a que ambas son ejemplos de ecuaciones diferenciales lineales sim¬ 
ples de segundo orden con coeficientes variables. Eso es todo lo que tienen en comun. 
Como x = 0 es un punto ordinario de la primera ecuacion, en la seccion anterior vimos 
que no habfa problema en determinar dos soluciones en forma de series de potencias 
centradas en ese punto. En contraste, ya que x = 0 es un punto singular de la segunda 
ED, determinar dos soluciones en forma de series infmitas (observe que no nos referimos 
a “soluciones en forma de series de potencias”) de la ecuacion en torno a ese punto se 
vuelve una tarea mas diffcil. 


■ Una definicion Un punto singular* = x 0 de una ecuacion lineal diferencial 

a 2 (x)y" + flj (x)y' + a 0 (x)y = 0 (1) 

se subdivide en normal o irregular. La clasificacion depende nuevamente de las funcio- 
nes P y Q incluidas en la forma estandar 

y” + P(x)y' + Q(x)y = 0. (2) 


DEFINICION 5.2 


Puntos singulares normales 
e irregulares 


Se dice que un punto x 0 es un punto singular normal de la ecuacion diferencial (1) 
si las funciones p(x) = (x — x 0 )P(x) y q(x) = (x — x 0 ) 2 Q(x) son analiticas en x 0 . Un 
punto singular no normal se conoce como punto singular irregular de la ecuacion. 


La segunda oracion de la definicion 5.2 indica que si una o las dos funciones p(x) = 
(x — x 0 )P(x) y q(x) = (x — x 0 ) 2 Q(x) no son analiticas en x 0 , entonces x 0 es un punto sin¬ 
gular irregular. 


H Coeficientes polinomiales Como en la seccion 5.1, nos interesan sobre todo las 
ecuaciones lineales (1) donde los coeficientes a 2 (x), a^x) y a 0 (x ) son polinomios sin fac- 
tores comunes. Ya hemos visto que si a 2 (x 0 ) = 0, entonces * = x 0 es un punto singular de 
(1) puesto que, en la forma estandar (2), al menos una de las funciones racionales P(x) 
= a l (x)/a 2 (x ) y Q(x ) = a 0 (x)/a 2 (x) no es analitica en ese punto. Pero como a 2 (x) es un 
polinomio y x 0 es uno de sus ceros, a partir del teorema del factor aprendido en algebra se 
deduce que * — x 0 es un factor de a 2 (x). Esto significa que despues de reducir a t (x)/a 2 (x) y 
a 0 (x)/a 2 (x) a sus terminos minimos, el factor x — x 0 debe permanecer, para alguna potencia 
entera positiva, en uno o en ambos denominadores. Ahora suponga que * = x 0 es un punto 
singular de (1), pero que ambas funciones defmidas por los productos p{x) = (x - x 0 )P(x) 
y q(x) = (x — x 0 ) 2 Q(x) son analiticas en x 0 . Sacamos la conclusion de que multiplicar P(x) 
por x — x 0 y Q(x) por (x — x 0 ) 2 tiene el efecto (mediante cancelacion) de que x — x 0 ya 
no aparezca en ningun denominador. Ahora podemos determinar si x 0 es normal dando un 
rapido vistazo a los denominadores: si a lo sumo, x - x 0 aparece elevado a la primera poten¬ 
cia en el denominador de P(x) y cuando mucho a la segunda potencia en el denominador 
de Q(x), entonces x = x 0 es un punto singular normal. Ademas, observe que si x = x 0 es un 
punto singular normal y multiplicamos (2) por (x — x 0 ) 2 , entonces la ED original se puede 
escribir en la siguiente forma 

(x - x 0 ) 2 y" + (x - x 0 )p(x)y' + q(x)y = 0, (3) 

donde py q son analiticos en x = x 0 . 


Ejemplo 1 Clasificacion de puntos singulares 

Debe resultar evidente que x = 2yx = —2 son puntos singulares de 
(x 2 - 4)V + 3(x - 2)y’ + 5y = 0. 
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Despues de dividir la ecuacion entre (x 2 — 4) 2 = (x — 2) 2 (x + 2) 2 y reducir los coeficien- 
tes a los terminos mlnimos, encontramos que 


P(x) 


3 

(.x — 2)(x + 2) 2 ^ 


Q( x ) 


5 

(x — 2) 2 (x + 2) 2 


Ahora probamos P(x) y Q(x) en cada punto singular. 

Para que x = 2 sea un punto singular normal, el factor x — 2 puede aparecer elevado 
a lo sumo a la primera potencia en el denominador de P{x) y cuando mucho a la segun- 
da potencia en el denominador de Q(x). Una revision de los denominadores de P(x) y 
Q(x) muestra que ambas condiciones se satisfacen, entonces x = 2 es un punto singular 
normal. Por otra parte, llegamos a la misma conclusion al advertir que ambas funciones 
racionales 


p(x) = (x - 2 )P(x) = 2 

(x + 2) 


y q(x) = (x - 2) 2 Q(x) = 

(x + 2) 


son analfticas en x = 2. 

Ahora, como el factor x - (—2)=x + 2 aparece elevado a la segunda potencia en el 
denominador de P(x), podemos concluir de inmediato que x = —2 es un punto singular 
irregular de la ecuacion. Esto se deduce tambien del hecho de que p(x) = (x + 2)P(x) = 
3/[(x — 2)(x + 2)] no es analftica en x = —2. 


En el ejemplo 1 observe: puesto que x = 2 es un punto singular normal, la ecuacion 
original se puede escribir como 


p(x) analftica en x = 2 

l 

(x — 2) 2 y" + (x — 2) 


(x + 2) 2 


+ 


q{x) analftica en x = 2 

i 

5 

-yv = 0. 


(x + 2) 


Como otro ejemplo, podemos ver que x = 0 es un punto irregular de x’y" — 2xy' + 8y 
= 0 por observation de los denominadores de P(x) = — 2/x 2 y Q(x) = 8/x 3 . Por otro lado, 
x = 0 es un punto singular normal de xy" — 2 xy' + 8y = 0 puesto que x — 0 y (x — 0) 2 
ni siquiera aparecen en los denominadores respectivos de P(x) = — 2 y Q(x) = 8/x. Para 
un punto singular x = x 0 , ninguna potencia negativa de x — x 0 nrenor que uno (es decir, 
cero) y ninguna potencia no negativa menor que dos (es decir, cero y uno) en los denomi¬ 
nadores de P(x) y g(x), respectivamente, implican que x 0 sea un punto singular normal. 
Un punto singular puede ser un nurnero conrplejo. Usted debera verificar si x = 3/ y x = 
— 3/ son dos puntos normales singulares de (x 2 + 9)y" — 3 xy' + (1 — x)y = 0. 

Cualquier ecuacion de Cauchy-Euler de segundo orden ax~y" + bxry' + cy = 0, con 
constantes reales a, b y c, tiene un punto singular normal en x = 0. Usted debera verificar 
que dos soluciones de la ecuacion de Cauchy-Euler x 2 /' — 3xy' + 4y = 0 en el intervalo 
(0, oo) sean y l = x 2 y y 2 = x 2 In x. Si intentamos encontrar una solucion en forma de 
series de potencias en torno al punto singular normal x = 0, es decir, y = = 0 c„x", ten- 

drfamos exito en obtener solamente la solucion polinomial >'i = x 2 . El no poder obtener 
la segunda solucion no nos causa asombro porque In x, y en consecuencia y 2 = x 2 In x, 
no es analftica en x = 0; es decir, y 2 no posee un desarrollo en forma de serie de Taylor 
centrado en x = 0. 


■ Metodo de Frobenius Para resolver una ecuacion diferencial (1) en tomo a un punto 
singular normal, empleamos el teorema siguiente hecho por Frobenius. 
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Preste atencion a las palabras al menos incluidas en la primera oracion del teorema 5.2. 
Esto significa que, en contraste con el teorema 5.1, no tenemos la certeza de poder en- 
contrar dos soluciones en serie del tipo indicado en (4). El metodo de Frobenius, para 
encontrar soluciones en serie en torno a un punto singular normal x 0 , es similar al “me¬ 
todo de coeficientes indeterminados en serie” de la seccion anterior donde sustituimos 
y = 2“ =0 c„(x — x 0 ) n+r en la ecuacion diferencial dada y determinamos los coeficientes 
desconocidos c„ mediante una relacion de recurrencia. Sin embargo, en este procedi- 
miento tenemos una tarea adicional; antes de determinar los coeficientes, primero debe- 
mos encontrar el exponente desconocido r. Si se encuentra que r es un numero no entero 
no negativo, entonces la solucion correspondiente y = 2^ = o c„(x — x 0 ) n+r no sera una 
serie de potencias. 

Tal como lo hicimos en el analisis de soluciones en torno a puntos ordinarios, siempre 
asumiremos, para simplificar la resolucion de ecuaciones diferenciales, que el punto 
singular normal es x = 0. 



Todas las soluciones 
estaran en torno al 
punto singular normal 0. 


Ejemplo 2 Dos soluciones en serie 

Como x = 0 es un punto singular normal de la ecuacion diferencial 

3xy" +y' — y = 0, (5) 

intentamos encontrar una solucion de la forma y = 1 t °° n=0 c n x n+r . Ahora 

OO OO 

y' = 2(” + r)c n x n+r ~ 1 y y" = 2 (« + >')(« + r - 1 )c n x n+r ~ 2 

n = 0 n = 0 

de manera que 


3 xy" + y' — y = 3 2 ( n + r ){ n + r — 1 )c n x n+r 1 + 2 ( n + r ) c n x ” +r 1 — 2 c » x 

n =0 n =0 n =0 

CXO OO 

= 2 ( n + r )(3« + 3 r — 2)c n x n+r ~ > — 2 c n x ” +r 

) n = 0 

OO OO 

r (3 r - 2)c 0 x~ l + 2 (» + r )(3« + 3r - 2)c„x"~ 1 - 2 c n x " 


V 

k = n- 1 


k = n 


r(3r — 2)c 0 x 1 + 2 [(& + r + l)(3fe + 3r + l)cj. + 1 — c*.].! 


= 0 , 


lo cual implica r(3r — 2)c 0 = 0 

(k + r + 1)(3A: + 3r + 1 )c t+1 — c k = 0, k = 0, 1, 2,_ 
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Puesto que no se gana nada al asumir que c 0 = 0, entonces debemos tener 





r(3r - 2) = 0, 




(6) 

y 

C i+1 = 

(k + r 4 

c k 

- 1)(3 k + 3r + 1)’ 

k = 

= 0, 1, 2, . 


(7) 

Los dos valores de r que satisfacen la ecuacion cuadratica (6), r l = § ; 

y r 2 = 0, cuando se 

sustituyen en (7), dan 

dos relaciones de recurrencia diferentes: 




r \ = b 

Cyt+l — 

c k 

(3k + 5 )(k + 1)’ 


k = 

0, 1,2,... 

(8) 


r 2 = 0, 

Ot+1 = 

Ck 

(k + 1)(3 k + 1)’ 


k = 

0, 1,2,.... 

(9) 

De (8) encontramos: 


De 

• (9) encontramos: 



Co 




c 0 



C 1 

5 • 1 



C l 

1 • 1 




Cl 

c 0 


C 2 

Cl 

c 0 


c 2 

8 • 2 

2! 5 • 8 


2 • 4 

2! 1 • 4 



c 2 

c 0 


C 3 

c 2 

c 0 


c 3 

11 • 3 

3! 5 • 8 • 

11 

3 • 7 

3! 1 • 4 • 7 



c 3 

c 0 

c 4 

c 3 

c 0 


c 4 

14 • 4 

4! 5 • 8 • 

11 • 14 

4 • 10 

4! 1 • 4 • 7 

• 10 



c 0 




(-!)% 


c " n! 5 • 8 • 11 ••• (3n + 2) ^ n\ 1 • 4 • 7 ••• (3n - 2) 

Aquf encontramos algo que no sucedio cuando obtuvimos soluciones en torno a un 
punto ordinario; tenemos lo que parecen ser dos conjuntos diferentes de coeficientes, 
pero cada conjunto contiene el mismo multiplo de c 0 . Si omitimos este termino, las solu- 


ciones en serie son 


yiO) 

y 2 (x) 


= x 2 ' 3 


i+2 


i 


1 + Y— 

-4i»! 1 


^ n! 5 • 8 • 11 • • • (3 n + 2) 
1 


x" 


4 • 7 • • • (3n — 2) 


x" 


( 10 ) 

(ID 


Mediante la prueba de la relacion podemos demostrar que tanto (10) como (11) con- 
vergen para todos los valores finitos de x, es decir, I x I < oo. Asimismo, por la forma de 
estas soluciones, es posible deducir que ninguna de esas series es un multiplo constante 
de la otra y, por consiguiente, vi(x) y y 2 (x) son linealmente independientes en el eje x. 
Entonces, de acuerdo con el principio de superposition, y = C|_yi(x) + C 2 y 2 (x) es otra 
solucion de (5). En cualquier intervalo que no contenga el origen, tal como (0, oo), esta 
combination representa la solucion general de la ecuacion diferencial. 

I Ecuacion indicial La ecuacion (6) se denomina ecuacion indicial del problema, y 
los valores r t = § y r 2 = 0 se llaman rafces indiciales, o exponentes, de la singularidad 
x = 0. En general, despues de sustituir y = £" =0 c n x n+r en la ecuacion diferencial dada y 
simplificar, la ecuacion indicial es una ecuacion cuadratica en r que resulta de igualar a 
cero el coeficiente total de la potencia minima de x. Resolvemos para los dos valores de r y 
sustituimos esos valores en una relacion de recurrencia como (7). El teorema 5.2 garantiza 
que se puede encontrar al menos una solucion en serie de la forma supuesta. 

Es posible obtener la ecuacion indicial antes de sustituir y = 1T n = 0 c n x n+r en la 
ecuacion diferencial. Si x = 0 es un punto singular normal de (1), entonces, en virtud 
de la definition 5.2, ambas funciones p(x) = xP(x') y q(x) = x 2 Q(x), donde P y Q estan 


254 


CAPITUL0 5 SoLuciones en serie para ecuaciones diferenciaLes LineaLes 




























definidas por la forma estandar (2), son analfticas en x = 0; es decir, los desarrollos de 
series de potencias 

p(x ) = xP(x) = a 0 + a x x + a 2 x 2 + ■■■ y q(x) = x 2 Q(x) = b 0 + bpc + b 2 x 2 + ■■■ (12) 

son validos en los intervalos que tienen un radio de convergencia positivo. A1 multiplicar 
(2) por x 2 , se obtiene la forma dada en (3): 

x 2 y" + x[xP(x)]y' + \x 2 Q(x)]y = 0. (13) 

Despues de sustituir v = X' n = (,c„x n+r y las dos series de (12) en (13) y desarrollar la mul¬ 
tiplication de las series, encontramos que la ecuacion indicial general es 

r(r - 1) + a 0 r + b 0 = 0, (14) 

donde a 0 y b 0 estan definidas en (12). Vea los problemas 13 y 14 en los ejercicios 5.2. 


Ejemplo 3 Dos soluciones en serie 

Resuelva 2 xy" + (1 + x)y' + y = 0. 

Solution A1 sustituir y = 1T n=0 c n x n+r se obtiene 


2xy" + (1 + x)y' + y = 2 ^ ( n + r )( n + r — l)c„x n+r 1 + 2 ( n + r )c„x n+r 1 

n =0 n = 0 

oo oo 

+ + r)c a x n+r + ^c n x n+r 

n =0 n =0 

oo oo 

= + r )( 2n + 2r - 1 )c n x n+r ~ l + 2(« + r + l)c n x n+r 

3 n = 0 

oo oo 

r (2r — l)c 0 ;t 1 + 2 ( n r )(2« + 2r — 1 )c n x n ~ l + ^ (n + r + 1 )c n x n 


n= 1 


V 

k = n - 1 




V 

k = n 


r(2r — l)c 0 tr 1 + 2 [(& + r + l)(2k + 2r + l)cj. +1 + (k + r + l)c k ]x 


lo cual implica r(2r — 1) = 0 (15) 

(fc+r+l)(2fc + 2r+l)c t+1 + (fc+r+l)c* = 0, fc = 0,1,2,.... (16) 

A partir de la ecuacion (15) podemos ver que las rafces indiciales son r, = \ y r 2 = 0. 
Para r x = podemos dividir la ecuacion (16) entre k + \ para obtener 


c k +1 — 


~ c k 


2(k + 1) ’ 

mientras que para r 2 = 0, (16) se convierte en 

~ c k 


k = 0,1,2,..., 


c Jt+i — 


2k + r 


De (17): 


c 1 


k = 0,1,2,.... 


De (18): 


2 • 1 


Cl 


1 


c 2 


2 - 2 2 2 • 2 ! 


c 2 


~Cj 

3 


c 0 


(17) 


(18) 
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c 2 _ C 0 

2*3 _ 2 3 • 3! 


_ _^2 _ c 0 

C3 _ 5 _ 1*3*5 


c 3 _ C 0 

2 • 4 _ c 4 • 4! 



c 0 

1 • 3 • 5 • 7 


(-i)% 

Cn = ~ . 


(-1)% 

1 • 3 • 5 • 7 ■■•(2 n - 1)' 


Por lo tanto, para la rafz indicial r x = \ obtenemos la solucion 


y\{x) 


= r 1 / 2 


oo f_lV* 1 oo / 1 \n 

i + = y^^.p' +i / 2 , 

^ ,^ 0 2 "/ j ! 


2"n! 


donde hemos omitido nuevamente c 0 . La serie converge para x > 0; por lo tanto, la serie 
no esta definida para los valores negativos de x debido a la presencia de x' n . Para r 2 = 0, 
una segunda solucion es 


yi{x) 


i+2 


1 • 3 • 


(- 1 )" 

5 • 7 • • • (2n — 1) 




X < 00. 


En el intervalo (0, oo), la solucion general es y = C x yi(x) + C 2 y 2 (x). 


□ 


Ejemplo 4 Solo una solucion en serie 

Resuelva xy" + y = 0. 

Solucion A partir de xP(x) = 0 y x 2 Q(x) = x y del hecho de que 0 y x son sus propias se¬ 
ries de potencias centradas en 0, concluimos que a 0 = 0 y b 0 = 0 y tambien de la ecuacion 
(14) que la ecuacion indicial es r(r — 1) = 0. El lector debera veriftcar que las dos rela- 
ciones de recurrencia que corresponden a las rafces indiciales r x = 1 y r 2 = 0 produzcan 
exactamente el mismo conjunto de coeficientes. En otras palabras, en este caso, el metodo 
de Frobenius produce solo una solucion en serie 


>’i0) = 2 


(~ 1 )' ! 


n =o n\{n + 1)! 


x" + 1 = x 


— X 2 + — X 3 


_ 1 _ 

12 


144' 


-x 4 + 


■ Tres casos Para fines de este analisis, supongamos nuevamente que x = 0 es una 
ecuacion (1) de punto singular normal y que las rafces indiciales r x y r 2 de la singularidad 
son reales, con r x denotando la rafz mayor. Cuando se usa el metodo de Frobenius, distin- 
guimos tres casos correspondientes a la naturaleza de las rafces indiciales r x y r 2 . 

Caso I: Si r x y r 2 son distintas y no difieren por un entero, existen dos solucio- 
nes linealmente independientes de la forma 

OO OO 

y 

n =0 n=0 

Este es el caso que se ilustra en los ejemplos 2 y 3. 

En el siguiente caso, vemos que cuando la diferencia de las rafces indiciales r, — r 2 es 
un entero positivo, la segunda solucion puede contener un logaritmo. 
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Caso II: Si r, — r 2 = N donde N es un entero positivo, entonces existen dos 
soluciones linealmente independientes de la ecuacion (1) de la forma 


OO 


yiM = 2 c b *“ + \ 

72 = 0 

Co 

(19) 

y 2 (x) = Cj!(x)lnx + 

^b„x n + r \ b 0 A 0, 

77 = 0 

(20) 


donde C es una constante que podrfa ser cero. 

Finalmente, en el ultimo caso, cuando las ralces indiciales r l y r 2 son iguales, una se- 
gunda solucion siempre contendra un logaritmo. La situacion es analoga a la solucion de 
una ecuacion de Cauchy-Euler cuando las ralces de la ecuacion auxiliar son iguales. 

Caso III: Si r l = r 2 , entonces siempre existen dos soluciones linealmente inde¬ 
pendientes de la ecuacion (1) de la forma 


yi(x) = ^c n x n+r \ c 0 ¥= 0 , ( 21 ) 

77 = 0 


y 2 (-v) = >’i(x)lnx + 2 b n x" +ri . (22) 

n = 0 

H Encontrar una segunda solucion Cuando la diferencia r, — r 2 es un entero positivo 
(caso II), podemos o no encontrar dos soluciones de la forma y = ’%°° n=0 c„x n+r . Esto es 
algo que no sabemos de antemano, pero se determina luego de encontrar las ralces indi¬ 
ciales y examinar cuidadosamente la relation de recurrencia que define los coeficientes c„. 
Quiza tengamos la suerte de encontrar dos soluciones que impliquen solo potencias de x, 
es decir, y x (x) = X“ n=0 c„x n+r ' (ecuacion (19)) y y 2 = 2T„=ob n x n+ri (ecuacion (20) con C 
= 0). Vea el problema 31 en los ejercicios 5.2. Por otra parte, en el ejemplo 4 vemos que 
la diferencia de las ralces indiciales es un entero positivo — r 2 = 1) y del metodo de 
Frobenius no resulto una segunda solucion en serie. En esta situacion, la ecuacion (20), 
con C A 0, indica como se ve una segunda solucion. Por ultimo, cuando la diferencia r, 
— r 2 es un cero (caso III), el metodo de Frobenius no da una segunda solucion en serie; la 
segunda solucion (22) siempre contiene un logaritmo y es en realidad la ecuacion (20) con 
C = 1. Una forma de obtener esta segunda solucion con el termino logarltmico es usar el 
hecho de que 


yi(x) 


yiM 


■ e -j p ( x ) dx 

yiM 


dx 


(23) 


tambien es una solucion de y" + P(x)y' + Q(x)y = 0 siempre que y\(x) sea la solucion 
conocida. Ilustraremos como usar (23) en el siguiente ejemplo. 



Esta es la ecuacion (5) 
de la seccion 3.2. 


Ejemplo 5 EjempLo 4 vuelto a anaLizar, mediante un CAS 

Encuentre la solucion general de xy" + y = 0. 

Solucion A partir de la solucion conocida del ejemplo 4 

podemos construir una segunda solucion y 2 (x) mediante la formula (23). Para quienes 
tengan el tiempo, la energfa y la paciencia, el pesado trabajo de elevar series al cuadrado, 
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resolver largas divisiones e integrar el cociente, puede hacerse a mano. Pero todas estas 
operaciones se realizan con relativa facilidad al usar un CAS. Damos los resultados: 



He aqui' un buen 
momento para usar un 
sistema algebraico de 
computo. 


9 ~J0dx 

y 2 (x) = Ji(x) " 7 , 12 dx = y x {x) 


[jiM] 2 


dx 


1 . 1 , l , 

X - x 2 H - x 3 - x 4 + 

2 12 144 


= JiM 

= JiM 

= yiW 


dx 


X 2 - X 3 + — x 4 - —X 5 + 

12 72 

1 1 7 19 

— H-1-h —X + • • • 

x 2 x 12 72 


- despues de elevar al cuadrado 


dx <— despues de la larga division 


1 , 7 19 , 

-h Inx H-x H-x + 

x 12 144 


<— despues de integrar 


17 19 , 

o bien y 9 (x) = y.(x) lnx + y,(x)-1-x H-x" + • 

x 12 144 

En el intervalo (0, oo), la solucion general es y = Qy^x) + C 2 y 2(x). 


Comentarios 


0 Las tres formas distintas de una ecuacion diferencial lineal de segundo orden en 
(1), (2) y (3) fueron usadas para analizar varios conceptos teoricos. Pero a un nivel 
practico, cuando se trata de efectivamente resolver una ecuacion diferencial usando 
el metodo de Frobenius, es aconsejable trabajar con una ED de la forma dada en 
( 1 ). 

ii) Cuando la diferencia de las rafces indiciales r, — r 2 es un entero positivo (r l > 
r 2 ), a veces es conveniente iterar la relation de recurrencia utilizando primero la rafz 
mas pequena r 2 . Consulte los problemas 31 y 32 en los ejercicios 5.2. 
iif) Puesto que una r indicial es una rafz de una ecuacion cuadratica, esto podrfa 
resultar complejo. Sin embargo, no analizaremos este caso. 

iv) Si x = 0 es un punto singular irregular, quiza no podamos encontrar ninguna so¬ 
lucion de la ED de la forma y = 2” =o c„x n+r . 


Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-11. 


EJERCICIOS 5.2 


En los problemas del 1 al 10, determine los puntos singulares 
de la ecuacion diferencial dada. Clasifique cada punto singular 
como normal o irregular. 

1. x 3 y" + 4 xV + 3y = 0 

2. x(x + 3)V - y = 0 

3. (x 2 - 9) 2 y" + (x + 3)/ + 2y = 0 

4. y" - - y + . 1 , 3 y = 0 

X (x - l) 3 

5. (x 3 + 4x)y" — 2xy' + 6y = 0 

6. x 2 (x — 5) 2 y" + 4xy' + (x 2 — 25)y = 0 


7. (x 2 + x — 6)y" + (x + 3)y' + (x — 2)y = 0 

8. xCx 2 + l) 2 y" + y = 0 

9. x 3 (x 2 - 25)(x - 2) 2 v" + 3x(x - 2)y' + 7(x + 5)y = 0 

10. (x 3 — 2X 2 + 3x) 2 v" + x(x — 3) 2 y' — (x + l)y = 0 

En los problemas 11 y 12, escriba la ecuacion diferencial dada 
en la forma (3) para cada punto singular normal de la ecuacion. 
Identifique las funciones p(x) y q(x). 

11. (x 2 — l)y" + 5(x + l)y' + (x 2 — x)y = 0 

12. xy" + (x + 3)y' + 7x 2 y = 0 
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En los problemas 13 y 14, x = 0 es un punto singular normal de 
la ecuacion diferencial dada. Use la forma general de la ecuacion 
indicial dada en (14) para encontrar las rafces indiciales de sin- 
gularidad. Sin resolver, analice la cantidad de soluciones en serie 
que esperarfa encontrar usando el metodo de Frobenius. 

13. xy" + (| x + x 2 )y' — | y = 0 

14. xy" + y' + lOy = 0 

En los problemas del 15 al 24, x = 0 es un punto singular regular 
de la ecuacion diferencial dada. Demuestre que las rafces indi¬ 
ciales de la singularidad no difieren por un entero. Use el metodo 
de Frobenius para obtener dos soluciones en serie linealmente 
independientes en tomo a x = 0. Forme la solucion general en 
(0, oo). 

15. 2 xy" — y' + 2y = 0 16. 2xy" + 5y' + xy = 0 

17. 4xy" + \y' + y = 0 

18. 2x 2 y" - xy’ +(x 2 + l)y = 0 

19. 3 xy" + (2 — x)y' — y = 0 

20. x 2 y" — (x — | )y = 0 

21. 2xy" — (3 + 2x)y' + y = 0 

22. X'y" + xy' + (x 2 — f )y = 0 

23. 9x 2 y" + 9xV + 2y = 0 

24. 2XV + 3xy' + (2x - I )y = 0 

En los problemas del 25 al 30, x = 0 es un punto singular regular 
de la ecuacion diferencial dada. Demuestre que las rafces indi¬ 
ciales de la singularidad difieren por un entero. Use el metodo de 
Frobenius para obtener al nrenos una solucion en serie en tomo 
a x = 0. Aplique (21) donde sea necesario y un CAS, si se le 
indica, para encontrar una segunda solucion. Forme la solucion 
general en (0, oo). 

25. xy" + 2 y' — xy = 0 

26. xy" + xy' + (x 2 — \ )y = 0 

27. xy" — xy' + y = 0 

3 

28. y" + -y' - 2v = 0 

x 

29. xy" + (1 — x)y' — y = 0 

30. xy" + y' + y = 0 

En los problemas 31 y 32, x = 0 es un punto singular normal de 
la ecuacion diferencial dada. Demuestre que las rafces indicia¬ 
les de la singularidad difieren por un entero. Use la relacion de 
recurrencia encontrada mediante el metodo de Frobenius con la 
mayor rafz r, primero. ^Cuantas soluciones encontro? Despues 
use la relacion de recurrencia con la rafz minima r 2 . ^Cuantas 
soluciones encontro? 

31. xy" + (x — 6)y' — 3y = 0 

32. x(x - 1)/ + 3/ - 2y = 0 

33. a) La ecuacion diferencial x 4 y" + Ay = 0 tiene un punto 

singular irregular en x = 0. Demuestre que la sustitu- 

cion t = 1/x produce la ecuacion diferencial 


d 2 y 2 dy 
dt 2 t dt 


+ Ay = 0, 


la cual ahora tiene un punto singular normal en / = 0. 

b ) Use el metodo de esta seccion para encontrar dos 
soluciones en serie de la segunda ecuacion dada en el 
inciso a) en tomo al punto singular t = 0. 

c) Exprese cada solucion en serie de la ecuacion origi¬ 
nal en terminos de funciones elementales. 

34. El pandeo de una columna ahusada En el ejemplo 3 
de la seccion 3.9, vimos que cuando una fuerza cornpre- 
siva vertical y constante o carga P fue aplicada a una co¬ 
lumna delgada de corte transversal uniforme, la deflexion 
y(x) satisfizo el problema de valores en la frontera 

d z y 

El —-y + Py = 0, y(0) = 0, y(L) = 0. 

dx 

Aquf los supuestos son que la columna esta empotrada en 
sus dos extremos. La columna se pandeara o se curvara 
solo cuando la fuerza compresiva sea una carga crftica P„. 

a) En este problema asumiremos que la columna tiene 
una longitud L, esta empotrada en ambos extremos, 
sus cortes transversales son circulares, y esta ahusa¬ 
da tal como indica la figura 5.2<a). Si la columna, un 
cono truncado, tiene conicidad lineal y = cx segun 
muestra el corte transversal de la figura 5.2 b), el mo¬ 
menta de inercia de un corte transversal respecto a 
un eje perpendicular al piano xy es I = \ tti a , donde 
r = yyy = cx. Por lo tanto, podemos escribir /(x) = 
I 0 (x/b) 4 , donde / 0 = 1(b) = \iT(cb) 4 . Al sustituir /(x) 
en la ecuacion diferencial dada en (24), vemos que en 
este caso la deflexion esta determinada con base en el 
problema de valores en la frontera 

<fy 

x 4 —j + Ay = 0, y (a) = 0, y(b) = 0, 
dx 

donde A = Pb 4 IEI 0 . Use los resultados del problema 
33 para encontrar las cargas crfticas P„ para la co¬ 
lumna conica. Utilice una identidad apropiada para 
expresar los modos de pandeo y„(x) como una sola 
funcion. 

b) Use un CAS para trazar la grafica del primer modo de 
pandeo v^x) correspondiente a la carga de Euler P 1 
cuando b = 11 y a = 1. 



igura 5.2 Columna conica del problema 34 
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Problemas de analisis 

35. Analice como definirfa usted un punto singular normal 
para la ecuacion diferencial lineal de tercer orden 

a 2 (x)y'" + a 2 (x)y" + ai(x)y' + a 0 (x)y = 0 . 

36. Cada una de las ecuaciones diferenciales 

x'y" + y = 0 y x 2 y" + (3x - 1)/ + y = 0 


tiene un punto singular irregular en x = 0. Determine si 
el metodo de Frobenius produce una solucion en serie 
de cada ecuacion diferencial en tomo a x = 0. Analice y 
explique sus hallazgos. 

37. Hemos visto que x = 0 es un punto singular regular de 
cualquier ecuacion de Cauchy-Euler ax 2 y"+bxy' +cy = 0. 
^Estan relacionadas la ecuacion indicial (14) para una 
ecuacion de Cauchy-Euler y su ecuacion auxiliar? Analice. 


.3 Funciones especiales 


I Introduccion Las dos ecuaciones diferenciales 


x 2 y" + xy' + (x 2 - v 2 )y = 0 (1) 

(1 — x 2 )y" — 2 xy' + n(n + l)v = 0 (2) 


se presentan con frecuencia en estudios avanzados de matematicas aplicadas, en flsica e in- 
genieria. Se denominan ecuacion de Bessel de orden v y ecuacion de Legendre de orden 
n, respectivamente. Como es natural, las soluciones de (1) se denominan funciones de 
Bessel y las soluciones de (2) son funciones de Legendre. Cuando resolvamos (1) asumi- 
remos que v > 0, y en (2) solo consideraremos el caso en que n es un entero no negativo. 
Puesto que buscaremos soluciones en serie de cada ecuacion en tomo a x = 0, observamos 
que el origen se encuentra en un punto singular normal de la ecuacion de Bessel pero es un 
punto ordinario de la ecuacion de Legendre. 


Funciones de Bessel 

■ 

■ Solucion Como x = 0 es un punto singular regular de la ecuacion de Bessel, sabemos 
que existe al menos una solucion de la forma y = 'Z° n=0 c n x n+r . A1 sustituir la ultima expre- 
sion en (1) se tiene 


OO OO OO OO 

x 2 y" + xy’ + (x 2 - v 2 )y = ^ c„(n + r)(n + r - \)x n + r + ^ c „(« + r ) x " +r + 2 c »*" + r+2 “ v 2 2 c nX n+ 

n = 0 n = 0 n = 0 n = 0 

= c 0 (r 2 - r+ r - v 2 )x r 

OO OO 

+ x''2 c «[(tt + r )( n + r — 1) + (n + r) — v 2 ]x" + x r ^ c n x n + 2 

n =1 n =0 


= c 0 (r 2 - V 2 )x r + x' ^c„[(n + r) 2 

n= 1 


v 2 ]x" + x r ^c n x n+2 

n = 0 


( 3 ) 


Con base en (3), vemos que la ecuacion indicial es r 2 — v 2 =■ 0 de manera que las rarces 
indiciales son t\ = v y r 2 = — v. Cuando r l = v, (3) se convierte en 

OO OO 

x v ^ c n n(n + 2v)x" + x v '^ J c n x n+2 


(1 + 2 v)c { x + 2 c„n(n + 2v)x n + ^ c „x ” 4 


n = 2 


V 

k — n 2 


n = 0 

J V. 


-V— 

k = n 


(1 + 2 v)c l x + ^ [(^ + 2 )(k + 2 + 2v)c k+2 + c k \x k 


= 0 . 
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Por lo tanto, mediante el argumento acostumbrado podemos escribir (1 + 2v)c l = 0 y 


o bien 


c k+2 


(k + 2 )(k + 2 + 2v)c k+1 + c k = 0 

~C k 

- -77- - -r, it = 0,1,2. 

(k + 2 )(k + 2 + 2v) 


( 4 ) 


En (4), la altemativa cq = 0 trae como consecuencia que c 3 = c 5 = c 7 = • ■ • = 0, entonces 
para k = 0,2,4,... encontramos, despues de establecer k + 2 = 2n, n = 1, 2, 3,..., que 


c 2n - 2 

2 2 n(n + v) 


(5) 


Por lo tanto. 


c 0 


<-2 - 

2 2 • 1 • (1 + v) 



C2 

c 0 

c 4 ~ 

2 2 • 2(2 + v) 2 4 • 1 

• 2(1 + v)(2 + v) 


c 4 

c 'o 

c 6 

2 2 • 3(3 + v) 2 6 • 

1 • 2 • 3(1 + v)(2 + v)(3 + V ) 


= _ (- 1 )% _ 

2 2 "n!(l + v)(2 + v) ••• (n + v) 


n = 1,2,3,... 


( 6 ) 


Se acostumbra elegir un valor especffico para c 0 , a saber: 

1 

C °~ 2T(1 + v) ’ 

donde RI + v) es la funcion gama. Vea el apendice II. Como esta ultima funcion posee la 
conveniente propiedad de que R1 + a) = oF (a), podemos reducir el producto indicado en 
el denominador de (6) a un solo termino. Por ejemplo, 

r(i + v+1 ) = (i + v)r(i + v) 

r(l + V + 2) = (2 + v)r(2 + v) = (2 + v)(l + v)r(l + V). 

De este modo, podemos expresar (6) como 

= _nr_ (-ir 

C2n 2 2n+v n\{\ + v){2 + v)---(n + v)T( 1 + v) 2 2n+l, n\Y(l + v + n) 


para n = 0, 1, 2, .... 

■ Funciones de Bessel de primera especie La solution en serie y = S” =o c 2 „ x2n+v 

por lo general se representa mediante J v (x): 


4W = 


OO 


2 

77 = 0 


(- 1 )” 

nir(l + v + n) 



(7) 


Si v > 0, la serie converge al menos en el intervalo [0, oo). Tambien, para el segundo expo- 
nente r 2 = — v obtenemos, exactamente en la misma forma, 


J-v{x) = 


2 


77 = 0 


(- 1 )" 

«ir(l — v + n) 



( 8 ) 
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Figura 5.3 Funciones de Bessel 
de primera especie para n = 0,1, 
2, 3, 4 


y 



Figura 5.4 Funciones de Bessel 
de segunda especie para n = 0,1, 
2, 3, 4 


Las funciones J v (x) y J v (x) se denominan funciones de Bessel de primera especie de 
orden v y —v, respectivamente. Segun sea el valor de v, la ecuacion (8) puede contener 
potencias negativas de x y, por lo tanto, ser convergente en (0, oo).* 

Ahora debemos tener cuidado al escribir la solucion general de (1). Cuando v = 0, resulta 
evidente que (7) y (8) son iguales. Si v > 0 y r x — r 2 = v — (—v) = 2v no es un entero po- 
sitivo, del caso I visto en la seccion 5.2 se deduce que J v (x) y J Jx) son soluciones lineal- 
mente independientes de (1) en (0, oo), y por lo tanto la solucion general en el intervalo es 
y = cjjx) + c 2 J Jx). Pero con base en el caso II de la seccion 5.2 tambien sabemos que 
cuando r x — r 2 = 2v es un entero positivo, puede existir una segunda solucion de (1) en 
forma de serie. En este segundo caso pueden distinguirse dos posibilidades. Cuando v = 
m = es un entero positivo, la expresion, J Jx) defmida por (8) y JJx) no son soluciones 
linealmente independientes. Es posible demostrar que J es un multiplo constante de J m 
(vea la propiedad i ) en la pagina 264). Ademas, r x — r 2 = 2v puede ser un entero positivo 
cuando v es la mitad de un entero positivo impar. En este ultimo caso, podemos demostrar 
que JJx) y J Jx) son linealmente independientes. En otras palabras, la solucion general 
de (1) en (0, oo) es 

y = c x J v (x) + c 2 J_Jx), v + entero. (9) 

Las graficas de y = J 0 (x ) y y = JJx) se muestran en la figura 5.3. 


Ejemplo 1 Solucion general: v no es un entero 

Al identificar v 2 =|yv = |a partir de (9), podemos ver que la solucion general de la 
ecuacion x 2 y" + xy' + (x 2 — \ )y = 0 en (0, oo) es y = c x Jy 2 {x) + c 2 J_ m (x). 

■ Funciones de Bessel de segunda especie Si v =4 entero, la funcion defmida por 
la combinacion lineal 


cos vnJJx) — J-ix) 

Y v (x) = - 

sen vi t 


( 10 ) 


y la funcion J v (x) son soluciones linealmente independientes de (1). Por lo tanto, otra 
forma de la solucion general de (1) es y = c x J v {x) + c 2 Y v (x), siempre y cuando v =4 entero. 
Cuando v —> m, donde m es un entero, (10) tiene la forma indeterminada 0/0. No obstante, 
mediante la regia de L'Hopital se puede demostrar que 1 fm^ „„ Y„(x) existe. Ademas, la 
funcion 


Y m (x) = lim Y v (x) 

v—>m 

y J m {x) son soluciones linealmente independientes de x 2 y" + xy' + (x 2 — m 2 )y = 0. Por lo 
tanto, para cualquier valor de v, la solucion general de la ecuacion (1) en (0, oo) se puede 
escribir como 


y — c x J v (x) + c 2 Y v (x). (11) 

Y v (x) se llama funcion de Bessel de segunda especie de orden v. La figura 5.4 muestra las 
graficas de ^(x) y yi(x). 


Ejemplo 2 Solucion general: v es un entero 

Al identificar v 2 = 9y v = 3 con base en (11), podemos ver que la solucion general de la 
ecuacion x 2 y" + xy' + (x 2 — 9)y = 0 en (0, oo) es y = c x J 3 (x) + c 2 Y 3 (x). 

■ Ecuaciones diferenciales solucionables en terminos de funciones de Bessel 

Algunas veces es posible transformar una ecuacion diferencial en una ecuacion (1) me- 


*Cuando reemplazamos x por \x\, las series dadas en (7) y (8) convergen para 0 < btl < 
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diante un cambio de variable. Entonces podemos expresar la solucion de la ecuacion origi¬ 
nal en terminos de funciones de Bessel. Por ejemplo, si t = ax, a > 0, en 

x 2 y" + xy' + (a 2 x 2 - v 2 )y = 0, (12) 

entonces, mediante la regia de la cadena, 

dy _ dy dt _ dy d 2 y _ d f dy\ dt _ 2 d 2 y 

dx dt dx dt ^ dx 2 dt \dxj dx dt 2 


Por consiguiente, (12) se convierte en 


dry 


dt 


dy 


— a 2 —j + — )a — + (t 2 - v 2 )y = 0 


dt 


d~y dy 

t 2 —y + t~ + (t 2 
dt~ dt 


v 2 )y = 0. 


La ultima ecuacion es la ecuacion de Bessel de orden v con solucion v = cyJ v (i) + c 2 Y v ( t ). 
A1 volver a sustituir t = ax en la ultima expresion, encontramos que la solucion general 
de (12) es 


y = c l J v (ax) + c 2 Y v (ax). (13) 

La ecuacion (12), llamada ecuacion parametrica de Bessel de orden v, y su solucion ge¬ 
neral (13) son muy importantes en el estudio de ciertos problemas de valores en la frontera 
que involucran ecuaciones diferenciales parciales expresadas en coordenadas cilmdricas. 

Otra ecuacion que guarda cierto parecido con (1) es la ecuacion modificada de Bessel 
de orden v. 


x 2 y" + xy' - (x 2 + v 2 )y = 0. (14) 

Esta ED se puede resolver tal como se acaba de explicar para la ecuacion (12). Esta vez, si 
t = ix, donde i 2 = — 1, entonces (14) se convierte en 


dt dt 


+ ( t 2 - v 2 )y = 0. 


Puesto que las soluciones de la ultima ED son J v (t) y Y v (t), las soluciones de valor comple- 
jo de la ecuacion (14) son J v (ix) y YJix). Una solucion de valores reales, llamada funcion 
de Bessel modificada de primera clase de orden v entero se define en terminos de J v (ix ): 


I v (x) = i v J„{ix). 


(15) 


Vea el problema 21 en los ejercicios 5.3. Analogicamente a (10), la funcion de Bessel mo¬ 
dificada de segunda clase de orden v A entero, se define como 


K„(x) 


77 /-„(■*) ~ h{x) 

2 sen vtt 


(16) 


y para el entero v = n, 

K„(x) = Km K v (x). 

v—>n 

Como /„ y K v son linealmente independientes en el intervalo (0, oo) para todo valor de v, 
la solucion general de (14) es 


y = cj v {x) + c 2 K„(x). 


(17) 


Aun otra ecuacion, importante porque muchas ecuaciones diferenciales encajan en esta 
forma mediante elecciones adecuadas de los parametros, es 


y" + ] - —y' + ( b 2 c 2 x 2c - 2 


+ 


2 2 2 

a —pc 


x 2 


y = 0, p> 0. 


(18) 
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Aunque no lo explicaremos de manera detallada, la solution general de (18), 


y = ^[ciJjJbx?) + c 2 Y p (bx c )] 


(19) 


se puede encontrar mediante un cambio tanto en las variables independientes como 

f z\ a/c 

en las dependientes: z = bx c , y(x) = I — J w(z). Si p no es un entero, entonces puede 
reemplazarse Y p en (19) por J 


Ejemplo 3 Uso de La solution general (18) 

Encuentre la solution general de xy" + 3y' + 9y = 0 en (0, oo). 

Solucion Si escribimos la ED dada como 

3 9 

y" + -V + -y = 0 

x x~ 

podemos hacer las siguientes identificaciones con (18): 

1 — 2a = 3, b 2 c 2 = 9, 2c — 2 = — 1 y a 2 — p 2 c 2 = 0. 

Las ecuaciones primera y tercera implican a = — 1 y c = 2 . Con estos valores, la segunda y 
cuarta se satisfacen cuando b = 6 y p = 2. De la ecuacion (19) encontramos que en el inter- 
valo [0, oo) la solucion general para la ED dada es y = x _1 [ciJ 2 (bxH 2 ) + c 2 Y 2 {bx l i 2 )] . 


Ejemplo 4 Vuelta a la degradation de rigidez de un resorte 


Recuerde que en la section 3.8 estudiamos que un modelo matematico para el movi- 
miento libre no amortiguado de una masa sujeta a un resorte con degradation de rigidez 
esta dado por nix" + ke a, x = 0, a > 0. Ahora ya podemos encontrar la solucion ge¬ 
neral de la ecuacion. Se deja como ejercicio demostrar que el cambio de variables s = 



transforma la ecuacion diferencial de la degradation del resorte en la forma 


s 


2 


d 2 x 
ds 2 


+ 5 


dx 

ds 


+ s 2 x = 0. 


Vemos que esta ecuacion tiene la forma de (1) con v = 0 donde los simbolos xy s tienen 
las funciones de y y x, respectivamente. La solucion general de la nueva ecuacion es x = 
c^oti) + c 2 io( i ')- A1 sustituir nuevamente s, la solucion general de mx" + ke~ a, x = 0 es 


x(t) 



Vea los problemas 33 y 39 en los ejercicios 5.3. 

El otro modelo que se analizo en la section 5.1 fue el de un resorte cuyas caracterfsticas 
cambian con el tiempo, mx" + ktx = 0. A1 dividir todo entre m vemos que x" + ^ tx = 0 
es la ecuacion de Airy, y" + a 2 xy = 0. Vea el ejemplo 2 de la section 5.1. La solucion 
general de la ecuacion diferencial de Airy tambien se puede expresar en terminos de las 
funciones de Bessel. Vea los problemas 34, 35 y 40 de los ejercicios 5.3. 

I Propiedades A continuation enunciamos algunas de las propiedades mas utiles de 
las funciones de Bessel de orden m,m = 0, 1, 2,...: 

i ) J-Jx) = (-VrJJx) ii) JJ-x) = (-YfJ m {x) 

f 0, m > 0 

Hi) -4(0) = \ iv) Km YJx) = -oo. 

11 , m = 0 x->o + 
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Observemos que la propiedad ii) indica que J m (x) es una funcion par si m es un entero par, 
y una funcion impar si m es un entero impar. En la figura 5.4, las graficas de Y 0 (x) y K, (x) 
ilustran la propiedad iv): Y m (x ) no esta acotada en el origen. Este hecho no resulta evidente 
luego del examen de la ecuacion (10). Las soluciones de la ecuacion de Bessel de orden 0 
se pueden obtener mediante las soluciones Vi(.r) dadas en (21) y y 2 (x) en (22) de la seccion 
5.2. Es posible demostrar que la ecuacion (21) de la seccion 5.2 es y^ix) = J 0 (x), mientras 
que la ecuacion (22) de esa seccion es 


y 2 {x) = J 0 (x)\nx 



La funcion de Bessel de segunda especie de orden 0, Y 0 (x), esta definida entonces para ser 

2 2 

la combination lineal F 0 W = —(y — ln2)y 1 (,v) H-JiW para x > 0. Es decir, 


F o(*) = — Jo( x ) 


xl 2 “ (-1)* 

7+ln d“-,?,w 


l + - + 
2 




donde y = 0.57721566... es la constante de Euler. Debido a la presencia del termino 
logarftmico, resulta evidente que Y () (x) es discontinua en x = 0. 


I Valores numericos Los primeros cinco ceros no negativos de J 0 (x), J\(x), Y 0 (x) y 
Y^x) estan dados en la tabla 5.1. Algunos valores adicionales de esas cuatro funciones se 
presentan en la tabla 5.2. 


Tabla 5.1 Ceros de J 0 , J h Y 0 y K, 


J 0 (x) 

J\{x) 

L 0 (x) 

Y\(x) 

2.4048 

0.0000 

0.8936 

2.1971 

5.5201 

3.8317 

3.9577 

5.4297 

8.6537 

7.0156 

7.0861 

8.5960 

11.7915 

10.1735 

10.2223 

11.7492 

14.9309 

13.3237 

13.3611 

14.8974 


Tabla 5.2 Valores numericos de J 0 , J u Y 0 y Y l 


X 

Ux) 

J i(x) 

Y 0 {x) 


0 

1.0000 

0.0000 

— 

— 

l 

0.7652 

0.4401 

0.0883 

-0.7812 

2 

0.2239 

0.5767 

0.5104 

-0.1070 

3 

-0.2601 

0.3391 

0.3769 

0.3247 

4 

-0.3971 

-0.0660 

-0.0169 

0.3979 

5 

-0.1776 

-0.3276 

-0.3085 

0.1479 

6 

0.1506 

-0.2767 

-0.2882 

-0.1750 

7 

0.3001 

-0.0047 

-0.0259 

-0.3027 

8 

0.1717 

0.2346 

0.2235 

-0.1581 

9 

-0.0903 

0.2453 

0.2499 

0.1043 

10 

-0.2459 

0.0435 

0.0557 

0.2490 

11 

-0.1712 

-0.1768 

-0.1688 

0.1637 

12 

0.0477 

-0.2234 

-0.2252 

-0.0571 

13 

0.2069 

-0.0703 

-0.0782 

-0.2101 

14 

0.1711 

0.1334 

0.1272 

-0.1666 

15 

-0.0142 

0.2051 

0.2055 

0.0211 


H Relacion de recurrencia diferencial Las formulas de recurrencia que relacionan las 
funciones de Bessel de diferentes ordenes son importantes en teorfa y en aplicaciones. En 
el ejemplo siguiente deduciremos una relacion de recurrencia diferencial. 
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Ejemplo 5 Deduction mediante definition de series 

Deduzca la formula xJ'Jx) = vJJx) — xJ v +Jx). 

Solution De la ecuacion (7) podemos deducir que 


xJ'v 0 ) = 2 


(— 1 )-( 2 n + v ) ( x 


„=o n!T(l + v + n) \2 


= *2 


(-i) n 


2n + v oo 


,^To n!r(l + v + n)\2 , 

(“I)" 


+ 2 E 




«!T(1 + v + n)\2 

2n + v — 1 


= vJ v (x) + x 2 


„ = i (« - 1)!T(1 + i; + >j) \2 


V 


= K/„(x) - X 2 


(- 1 )‘ 


jfr 0 k\T{2 + V + k)\2 


= vJ v {x ) - xJ v+l {x). 


□ 


El resultado del ejemplo 5 se puede escribir en forma altemativa. A1 dividir xJ' v (x) — 
vJ v (x) = — xJ v+l (x) entre x se obtiene 


v 

J v {x) - - JJx) = -J v+ i(x). 

Esta ultima expresion se reconoce como una ecuacion diferencial lineal de primer orden 
en JJx). A1 multiplicar ambos lados de la igualdad por el factor de integration x u obte- 
nemos 


4 [x l 'JJx)] = -x-'7 v+1 (x). (20) 

ax 

Asimismo, se puede demostrar que 

4 [x v 7 v (x)] =x v 7 v _i(x). (21) 

cix 


Vea el problema 27 de los ejercicios 5.3. Las relaciones de recurrencia diferenciales (20) y 
(21) tambien son validas para la funcion de Bessel de segunda especie, YJx). Observe que 
cuando v = 0, de (14) se deduce que 

JJx) = -JJx) y YJx) = -YJx). (22) 

Una aplicacion de estos resultados se da en el problema 39 en los ejercicios 5.3. 

I Funciones esfericas de Bessel Cuando el orden v es la mitad de un entero impar, 
es decir, ±j, ±|, ±|,..., la funcion de Bessel de primera especie JJx) puede expresarse 
en terminos de las funciones elementales sen x, cos x y potencias de x. Estas funciones de 
Bessel se denominan funciones esfericas de Bessel. Consideremos el caso en que v = \. 
De (7), 




OO 


2 

n = 0 


(-1)” /xV n+1/2 

n!T(l + \ + n) \2/ 
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En vista de la propiedad P( 1 + a) = aT(a) y de que T(i) = los valores de 
T(1 + \ +ri) para n = 0, n = l,« = 2yn = 3 son, respectivamente, 

r(!) = r(i+|) = ir(i) = |v^ 


r(l) = r(i +§) = |r(f) = —y/n 


r(D = r(i +§) = §r(|) = 


5 • 3 


5 • 4 • 3 • 2 • 1 

2 3 4 • 2 


5! 

2 5 2 ! 




En general, 
Por lo tanto. 


, (2 n + 1)! 

r( 1 +j + «)= —-v 77 . 

2 2,, + 1 h! 


•M*) = % 


(- 1 )" 


«=o ( 2w + 1^ / V 2 

--V 7 T 

2 2n + 1 «! 


2n +1/2 


~ \Lrr 2 


(“I)" 


77X ^ (2n + 1)! 


x 2 " 3 


Puesto que la serie infinita incluida en la ultima linea es la serie de Maclaurin para sen x, 
hemos demostrado que 


Ji 



Se deja como ejercicio demostrar que 



Yea los problemas 31 y 32 en los ejercicios 5.3. 


(23) 


(24) 


5.3.2 


Funciones de Legendre 


I SoLucion Puesto que x = 0 es un punto ordinario de la ecuacion de Legendre (2), 
sustituimos la serie y = U\ ={) c k x k , desplazamos los indices de la suma y combinamos las 
series para obtener 


(1 -x 2 )/ 


2xv' + n(n + I )y = [n(n + l)c 0 + 2c 2 ] + [(« — 1)(« + 2 )cj + 6c 3 ]x 

OO 


+ 2 [(J + 2 )(i + l ) c j +2 + (n ~ j)(n + j + 1 )cj]x J = 0, 

7 = 2 


lo cual implica que n(n + l)c 0 + 2c 2 = 0 

(n — 1)(« + 2) Cl + 6c 3 = 0 
(./ + 2 )(j + 1 )c j+2 + {n- j)(n +j + 1 )cj = 0 
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o 


r (n +1) 

2!~ 


-c 0 


c 3 : 


Cj+2 : 


(n — 1 )(n + 2 ) 
3! 


-Ci 


(n - j)(n +7 + 1 ) 


Cj, 7 = 2,3,4,.... 


(;+2)(7 + l) 

Si 7 asume los valores 2, 3, 4,..., se produce la relacion de recurrencia (25). 



(n — 2 )(n + 3) 

C 4 ~ 

Co 

4-3 

(« — 3 )(n + 4) 

c 5 

5-4 " 3 

(« — 4 )(n + 5) 

c 6 ~ 

6-5 

(n — 5)(n + 6 ) 

C 1 

7-6 Cs 

(n — 5 )(n — 3)(« 


4! 


5! 


-ci 


6 ! 


-c 0 


7! 




(25) 


y asf sucesivamente. Por lo tanto, cuando menos para Ixl < 1, obtenemos dos soluciones 
linealmente independientes en forma de series de potencias: 


yi(x) = c 0 


n(n +1) ( n — 2 )n(n + 1)(« + 3) 

1 -x 2 H-. 

2! 4! 

(n — 4 )(n — 2 )n(n + 1 ){n + 3 )(n + 5) 

6 ! 


x 6 + 


yi(x) = ci 


(n — 1)(« + 2) (n — 3)(« — 1)(« + 2 )(n + 4) 


3! 


-x 3 + 


5! 


(u — 5)(?i — 3 )(n — 1 )(n + 2 )(n + 4)(n + 6 ) 
7! 


x + • • • 


] 


(26) 


Observe que si n es un entero par, la primera serie termina, mientras que y 2 {x) es una 
serie infinita. Por ejemplo, si n = 4, entonces 


JiM = c 0 


1 


4 • 5 

2 ! 


x 2 + 


2 • 4 • 5 • 7 
4! 


= c 0 


1 - 10 x 2 + —x 4 
3 


De igual manera, cuando n es un entero impar, la serie para v' 2 (x) termina con x"; es decir, 
cuando n es un entero no negativo, obtenemos una solucion en forma de polinomio de 
n-esimo grado de la ecuacion de Legendre. 

Como sabemos que un multiplo constante de una solucion de la ecuacion de Legendre 
tambien es una solucion, se acostumbra elegir valores especfficos para c 0 o c ,, depen- 
diendo de si n es un entero positivo par o impar, respectivamente. Para n = 0 elegimos 
c 0 = 1 y para n = 2, 4, 6 ,..., 


c 0 = (-l )" /2 


1 • 3 (n - 1) 

2 • 4 ■■■ n ’ 
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mientras que para n = 1 se elige c l = 1, y para n = 3, 5, 7,, 


ci = (— 1) ( "- 1)/2 


1 • 3 • • • n 
2 • 4 ■•■(« — 1) 


Por ejemplo, cuando n = 4 tenemos 


1 • 3 

>’iM = (-l) 4/2 2 • 4 


1 - lOx 2 + 



1 

g (35x 4 - 3Ox 2 + 3). 


■ PoLinomios de Legendre Estas soluciones polinomiales especificas de n-esimo 
grado se denominan polinomios de Legendre y se representan mediante P„(x). A partir 
de las series para >-, (x) y y 2 (x) y de las elecciones para c 0 y C] que acabamos de explicar, 
encontramos que algunos primeros polinomios de Legendre son 

= 1, Px(x) = x, 

-1), P 3 (x) = ^ (5x 3 - 3x), (27) 


P 4 (x) 


- (35x 4 - 3Ox 2 + 3), P 5 (x) = - (63x 5 - 70x 3 + 15x). 


Recordemos que P 0 (x), P\(x), P 2 (x), P 3 (x), ..., son, a su vez, soluciones particulares de 
las ecuaciones diferenciales 


n = 0 
n = 1 
n = 2 
n = 3 


(1 — x 1 )y" — 2xy’ = 0 
(1 — x 2 )y" — 2xy' + 2y = 0 
(1 — x 2 )y" — 2xy' + 6y = 0 
(1 — x 2 )/' — 2xy' + I2y = 0 



Las graficas, en el intervalo —1 < x < 1, de los seis polinomios de Legendre dados - 1 -°- 5 0 0 5 

en (27) se presentan en la figura 5.5. F i gura 5.5 p 0 [i n0 mios de 

■ Propiedades Se le invita a verificar las siguientes propiedades mediante los polino- Legendre para n - 0,1, 2, 3, 4, 5 
mios de Legendre dados en (27). 


i) P„(-x) = (- \ ) n P n (x) 

ii) P„( 1) = 1 in) P„(-l) = (-1)" 

iv) P„( 0) = 0, n impar v) P,'(0) = 0, n par 

La propiedad i) indica, tal como se puede apreciar en la figura 5.5, que P„(x) es una fun- 
cion par o impar cuando n es par o impar. 


I Relation de recurrencia Las relaciones de recurrencia entre los polinomios de 
Legendre de diferentes grados tambien son importantes en algunos aspectos de sus apli- 
caciones. Establecemos, sin demostrarla, la siguiente relacion de recurrencia de tres ter- 
minos 


(k + 1 )P M (x) ~ (2k + \)xP k (x) + kP k ,(x) = 0, (29) 

la cual es valida para k = 1, 2, 3,_En (27) enumeramos los primeros seis polinomios de 

Legendre. Si, digamos, se desea determinar P 6 (x), es posible usar (29) con k = 5. Esta rela¬ 
cion expresa P 6 (x) en terminos de P 4 (x) y P 5 (x). Vea el problema 45 de los ejercicios 5.3. 

Otra formula, aunque no una relacion de recurrencia, puede generar polinomios de 
Legendre por diferenciacion. La formula de Rodrigues para estos polinomios es 

1 d" 

(30) 

Vea el problema 48 en los ejercicios 5.3. 
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Comentarios 


Aunque hemos supuesto que el parametro n en la ecuacion diferencial de Legendre 
(1 — x 2 )y" — 2xy' + n{n + l)y = 0 representa un entero no negativo, en un marco 
mas general, n puede representar a cualquier numero real. Si n no es un entero no 
negativo, entonces las dos funciones de Legendre yj(x) y y 2 (x) dadas en (26) son se¬ 
ries infinitas convergentes en un intervalo abierto — 1 <x< 1 y divergentes (no aco- 
tadas) en x = ± 1. Si n es un entero no negativo, entonces como acabamos de ver, 
una de las funciones de Legendre en (26) es un polinomio y la otra es una serie in- 
finita convergente para — 1 < x < 1. Debe tener presente el hecho de que la ecuacion 
de Legendre tiene soluciones acotadas en el intervalo cerrado — 1 < x < 1 solo 

cuando n = 0, 1,2,_Mas concretamente, las unicas funciones de Legendre que 

estan acotadas en un intervalo cerrado — 1 < x < 1 son los polinomios de Legendre 
P n (x) o los multiplos constantes de estos polinomios. Consulte el problema 47 en los 
ejercicios 5.3 y el problema 24 en los ejercicios de repaso del capftulo 5. 




EJERCICIOS 5.3 


Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-12. 


■.mi Funciones de Bessel 

En los problemas del 1 al 6 , use (1) para encontrar la solucion 
general de la ecuacion diferencial dada en ( 0 , oo). 

1 . x 2 y" + xy' + (x 2 — 5 )y = 0 

2 . x 2 y" + xy' + (x 2 - \ )y = 0 

3. 4 x 2 y" + 4xy' + (4x 2 - 25)y = 0 

4. 16x 2 y" + 16 xy' + (16x 2 - l)y = 0 
xy" + y' + xy = 0 


5. 

6 . 


dx 


[xy'] + 


y = 0 


En los problemas del 7 al 10, utilice la ecuacion (12) para en¬ 
contrar la solucion general de la ecuacion diferencial dada en 
( 0 , oo). 

7. x 2 y" + xy' + (9.x 2 - 4)y = 0 

8 . x 2 y" + xy 1 + (36.x 2 — |)y = 0 

9. x 2 y" + xy' + (25x 2 - f)y = 0 


10 . 


2 y" + xy' + (2.x 2 — 64)y = 0 


En los problemas 11 y 12, use el cambio de variable indicado 
para determinar la solucion general de la ecuacion diferencial 
dada en ( 0 , oo). 

11 . x 2 y" + 2xy' + a 2 x 2 y = 0 ; y = x~ 1 / 2 w(x) 

12 . x 2 y" + (a 2 x 2 ~ v 2 + y)y = 0 ; y = Vxn(x) 


En los problemas del 13 al 20, use (18) para determinar la solu¬ 
cion general de la ecuacion diferencial dada en ( 0 , oo). 

13. xy" + 2 y' + 4y = 0 

14. xy" + 3y' + xy = 0 

15. xy" — y' + xy = 0 

16. xy" — 5 y' + xy = 0 


17. x 2 y" + (x 2 - 2 )y = 0 

18. 4 x 2 y" + (16X 2 + l)y = 0 

19. xy" + 3y' + x 3 y = 0 

20 . 9^'y" + 9 xy' + (x b — 36)y = 0 

21. Use la serie incluida en (7) para verificar que l v (x) = 
r v J v (ix) es una funcion real. 

22. Asuma que en la ecuacion (18) b puede ser un numero 
imaginario puro, es decir, b = j 8 i, j 8 > 0, i 2 = — 1. Use 
este supuesto para expresar la solucion general de la 
ecuacion diferencial dada en terminos de las funciones 
de Bessel modificadas /„ y K„. 

a) y" - x 2 y = 0 b) xy" + y' - Ix'y = 0 

En los problemas del 23 al 26, primero usamos (18) para ex¬ 
presar la solucion general de la ecuacion diferencial dada en 
terminos de las funciones de Bessel. Despues aplicamos (23) y 
(24) y expresamos la solucion general en terminos de funcio¬ 
nes elementales. 

23. y" + y = 0 

24. x-y" + 4xy' + (x 2 + 2)y = 0 

25. 16x 2 y" + 32xy' + (x 4 - 12)y = 0 

26. 4 x 2 y" - 4xy’ + (16.r + 3)y = 0 

27. a) Proceda como en el ejemplo 5 para demostrar que 

xJ((x) = —vJ v (x) +xy v _ 1 (x). 

[Sugerencici: Escriba 2 n + v = 2(n + v) — v.] 

b) Use el resultado del inciso a) para deducir (21). 

28. Emplee la formula obtenida en el ejemplo 5 junto con 
el inciso a) del problema 27 para deducir la relacion de 
recurrencia 

2vJ v (x) = xJ v+1 (x) + xj v _ [(x). 

En los problemas 29 y 30, use (20) o (21) para obtener el resul¬ 
tado que se proporciona. 
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29. 


rj 0 (r)dr = xJ^x) 

J o 

30. J' Q (x) = = —J\(x) 

31. Proceda como en las paginas 266 y 267 para derivar la 
forma elemental de J_ m {x) dada en (24). 

32. a) Use la relacion de recurrencia del problema 28 

junto con (23) y (24) para expresar / 3 / 2 (x), J- 3/2 (x) y 
J 5/2 (x) en terminos de sen x, cos x y potencias de x. 
b) Mediante una herramienta de graficacion trace las 
graficas de J m (x), J 1 / 2 (x), J 3 / 2 (x), y_ 3 / 2 (x) y J 5/2 (x). 


33. Aplique el cambio de variables s = \ /— e M ^ para 

a V m 

demostrar que la ecuacion diferencial de un resorte que 
se degrada mx" + ke^ at x = 0 , a > 0 , se convierte en 


dx 


ds 


dx 


2 +i — + sr= 0. 
ds 


34. Demuestre que y = x 1/2 w( f ax y2 ) es una solucion de la 
ecuacion diferencial de Airy y" + orxy = 0, x > 0, 
siempre que w sea una solucion de la ecuacion de Bessel 
de orden f, es decir, fw" + tw' + (t 2 — 5 ) w = 0 , t > 0 . 
[Sugerencia: Despues de diferenciar, sustituir y simplifi- 
car, establezca t = §ax 3/2 .] 


35. a) Con el resultado del problema 34, exprese la solu¬ 

cion general de la ecuacion diferencial de Airy para 
x > 0 en terminos de la funcion de Bessel. 
b ) Verifique los resultados del inciso a) mediante (18). 

36. Use la tabla 5.1 para encontrar los primeros tres valores 
propios positivos y sus correspondientes funciones pro- 
pias del problema de valores en la frontera 


xy" + y' + Axy = 0, 

y(x), y'(x) acotada cuando x —> 0 + , y( 2 ) = 0 . 
[Sugerencia: A1 identificar A = a 2 , la ED es la ecuacion 
parametrica de Bessel de orden cero.] 

37. a) Use (18) para demostrar que la solucion general de 
la ecuacion diferencial xy" + Ay = 0 en el intervalo 
( 0 , 00 ) es 

y = c 1 V / x7j( 2\/Ax) + c 2 VxF 1 (2V / Ax). 
b ) Verifique por sustitucion directa que y = Vx/j 
(2\/x) es una solucion particular de la ED para el 
caso A = 1. 


Tareas para el laboratorio de computo 

38. Utilice un CAS para graficar las funciones modificadas 
de Bessel / 0 (x), /[(x), / 2 (x) y K 0 (x), K x {x), K 2 (x). Compare 
estas graficas con las que muestran las figuras 5.3 y 5.4. 
^Cual es la mayor diferencia que se presenta entre las fun¬ 
ciones de Bessel y las funciones de Bessel modificadas? 

39. a) Use la solucion general dada en el ejemplo 4 para 

resolver el PVI 

4x" + e~ 0A, x = 0, x(0) = 1, x'(0) = — 


Tambien utilice J' a {x) = — 7i(x) y Yq(x) = —Y t (x) 
junto con la tabla 5.1 o un CAS para evaluar los 
coeficientes. 

b) Utilice un CAS para graficar la solucion obtenida en 
el inciso a) en el intervalo 0 < t < 00 . 

40. a) Use la solucion general obtenida en el problema 35 

para resolver el PVI 

4x" + tx = 0, x(0.1) = 1, x'(0.1) = - 2 . 
Utilice un CAS para evaluar los coeficientes. 
b) Utilice un CAS para graficar la solucion obtenida en 
el inciso a) en el intervalo 0 < r < 200 . 

41. Columna flexionada por su propio peso Unacolumna 
delgada uniforme de longitud L, ubicada verticalmente 
con un extremo empotrado en el suelo, se flexionara o 
curvara, apartandose de la vertical, por la influencia de 
su propio peso, cuando su longitud o altura sea mayor 
que cierto valor crftico. Se puede demostrar que la de¬ 
flexion angular 6(x) de la columna respecto a la vertical 
en un punto P(x) es una solucion del problema de valo¬ 
res en la frontera 

d 2 6 

EI—+ Sg(L - x)0 = 0, 
dx~ 


0(0) = 0, 9'{L) = 0, 


donde E es el modulo de Young, I es el momento de 
inercia de la seccion transversal, S es la densidad lineal 
constante y x es la distancia medida a lo largo de la co¬ 
lumna a partir de la base. Vea la figura 5.6. 

La columna se curvara solo para aquellos valores de 
L donde el problema de valores en la frontera tenga una 
solucion no trivial. 

a) Formule nuevamente el problema de valores en 
la frontera cambiando las variables t = L — x. 
Entonces use los resultados de un problema anterior 
de este bloque de ejercicios para expresar la solu¬ 
cion general de la ecuacion diferencial en terminos 
de funciones de Bessel. 

b) Use la solucion general encontrada en el inciso a) 
para establecer una solucion del problema de valo¬ 
res en la frontera y una ecuacion que defina la longi¬ 
tud crftica L, es decir, el valor mmimo de L respecto 
al cual la columna empezara a curvarse. 


c) Con ayuda de un CAS, determine la longitud crftica 
L de una solida varilla de acero con radio r = 0.05 
in., Sg = 0.28 A lb/in., E = 2.6 X 10 7 lb/in. 2 , A = 

TTt 2 e / = \ 77T 4 . 


Figura 5.6 Varilla para 
el problema 41 
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42. Curvatura de una columna delgada En el ejemplo 
3 de la seccion 3.9 vimos que cuando una fuerza com- 
presiva vertical constante, o carga, P se aplicaba a una 
columna delgada de seccion transversal uniforme y em- 
potrada en ambos extremos, la deflexion y(x) era una 
solution del PVF: 
d 2 y 

+ Py = 0, y(0) = 0, y(L) = 0. 
dr 


a) Si el factor de rigidez de curvatura El es proportio¬ 
nal a x, entonces EKx) = lac, donde k es una cons¬ 
tante de proporcionalidad. Si EI(L) = kL = M es el 
factor de rigidez maximo, entonces k = M/L y, por 
lo tanto, EI(x) = Mx/L. Utilice la information del 
problema 37 para encontrar la solution de 

Mj ^4 + p y = MO) = 0, y(L) = 0 
L ax 

cuando se sabe que S/xY^s/Ax) no es cero en 
x = 0. 

b ) Utilice la tabla 5.1 para encontrar la carga de Euler 
P, para la columna. 

c) Utilice un CAS para graficar el primer modo de cur¬ 
vatura V|0c) que corresponda a la carga de Euler P l . 
Por cuestiones de simplicidad, asuma que c l = 1 y 

L = 1. 


43. Pendulo de longitud variable Para el pendulo simple 
descrito en la pagina 175 de la seccion 3.10, suponga 
que la barra que sostiene la masa m en un extremo se 
reemplaza por un alambre, o una cuerda, flexible y que 
el alambre esta enrollado sobre una polea en el punto de 
apoyo O de la figura 3.52. De esta manera, mientras esta 
en movimiento en un piano vertical, la masa m puede 
elevarse o descender. En otras palabras, la longitud l{t) 
del pendulo varfa con el tiempo. Bajo los mismos su- 
puestos que llevaron a la ecuacion ( 6 ) en la seccion 3.10, 
se puede demostrar* que la ecuacion diferencial para el 
angulo de desplazamiento 0 es ahora 

16" + 21'6' + g sen 6 = 0 


a) Si l aumenta a una tasa constante v y si 1(0 ) = / 0 , de- 
muestre que una linealizacion de la ED anterior es 

(Z 0 + vt)6" + 2 vd' +gd = 0. 

b) Haga el cambio de variables x = (Z 0 + vt)/v y de- 
muestre que (31) se convierte en 

8 


d 2 6 


2 dO 0 „ „ 

, H-1-0 — 0. 

dx- x dx vx 


c) Use el inciso b) y (18) para expresar la solution ge¬ 
neral de la ecuacion (31) en terminos de funciones 
de Bessel. 


d) Use la solution general obtenida en el inciso c) para 
resolver el problema de valor initial constituido por 


*Vea Mathematical Methods in Physical Sciences, Mary Boas, John Wiley 
& Sons, Inc., 1996; tambien el artfculo de Borelli, Coleman y Hobson en 
Mathematics Magazine, vol. 58, num. 2, marzo de 1985. 


la ecuacion (31) y las condiciones iniciales 0 ( 0 ) = 
0 0 ,0'(O) = 0. [Sugerencia: Para simplificar los calcu- 
los, aplique un cambio adicional de variable u = 

—\/g(/o + vt) = 2 ,J^-x 1 / 2 . Tambien, recuerde que 

( 20 ) es aplicable tanto para J^u) como para Y^u). 

Finalmente, la identidad J l (u)Y,(u)—J 2 (u)Y l (u) = 

2 

-le sera util.] 

iru 

e) Utilice un CAS para graficar la solution 0(f)del PVI 
del inciso d) cuando l 0 = 1 ft, 0 O = ^ y v = ^ ft/s. 
Experimente con la grafica mediante diferentes in- 
tervalos de tiempo como [0, 10], [0, 30], etcetera. 

/) indican las graficas en cuanto al angulo de 

desplazamiento 0(t) a medida que la longitud l del 
alambre aumenta con el tiempo? 


5.3.2 


44. a) 


Funciones de Legendre 

Use las soluciones explicitas y^x) y y 2 (x ) de la ecua¬ 
cion de Legendre dada en (26) y la election ade- 
cuada de c 0 y c i para encontrar los polinomios de 
Legendre P 6 (x) y P-,(x). 


b) Escriba las ecuaciones diferenciales para las que 
P 6 (x) y P-i(x) sean soluciones particulares. 

45. Use la relation de recurrencia (29) y P 0 (x ) = 1, P^x) 
= x para generar los siguientes seis polinomios de 
Legendre. 


46. Demuestre que la ecuacion diferencial 
dy 

cos 6— + n{n + l)(sen 0 )y = 0 


d 2 y 
sen 0 —, + 
dd 2 


dO 


se puede transformar en ecuacion de Legendre mediante 
la sustitucion x = cos 0 . 

47. Encuentre los primeros tres valores positivos de A para 
los cuales el problema 

(1 - x 2 )y" - 2xy' + Ay = 0, 
y( 0 ) = 0 , y(x), y'(x) acotada en [— 1 , 1 ] 
tiene soluciones no triviales. 


Tareas para el laboratorio de computo 

48. Para los fines de este problema, ignore la lista de poli¬ 
nomios de Legendre dada en la pagina 269 y las graficas 
de la figura 5.5. Utilice la formula de Rodrigues (30) 
para generar los polinomios de Legendre P\(x), P 2 (x), 
..., P-j(x). Con un CAS, desarrolle las diferenciaciones 
y simplificaciones. 

49. Utilice un CAS para graficar P\(x), P 2 (x ),..., P 2 (x) en el 
intervalo [— 1 , 1 ]. 

50. Emplee una aplicacion apropiada para buscar raices y 
determine los ceros de P\(x), P 2 (x), ..., P 7 (x). Si los 
polinomios de Legendre son funciones incorporadas en 
su CAS, encuentre ceros de polinomios de Legendre de 
grado superior. Formule un supuesto acerca de la ubica- 
cion de los ceros en cualquier polinomio de Legendre 
P n (x), y despues investigue si es verdadero. 
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EJERCICIOS DE REPASO DEL CAPITULO 5 


Las respuestas a los problemas impares 
seleccionados comienzan en la pagina RESP-12. 


En los problemas 1 y 2, responda cierto o falso sin remitirse al En los problemas 15 y 16, resuelva el problema de valor inicial 
texto. dado. 


1. La solucion general de x 2 y" + xy' + (x 2 — I )y = 0 es y = 

C\J,(x) + c 2 J-i(x). _ 

2. Puesto que a' = 0 es un punto singular irregular de x 3 y" - 

xy' + y = 0, la ED no posee solucion que sea analftica en 
x = 0._ 

3. Se garantiza que ambas soluciones en forma de series 
de potencias de y" + ln(A + 1)/ + y = 0 centradas en el 
punto ordinario x = 0 convergen para toda x, ^en cucil de 
los siguientes intervalos? 


15. / + xy' + 2y = 0, y(0) = 3, y'( 0) = -2 

16. (a + 2)y" + 3v = 0, y(0) = 0, /(0) = 1 

17. Sin resolver la ecuacion diferencial (1—2 sen x)y" + xy 
= 0, encuentre el Hmite mas bajo para el radio de conver¬ 
gence de las soluciones en forma de series de potencia 
en tomo al punto ordinario x = 0. 

18. Aunque a = 0 es un punto ordinario de la ecuacion di¬ 
ferencial, explique por que no es buena idea intentar 
encontrar una solucion del PVI 


a) oo < a < oo b) 1 < a < oo 

c) - i | d) — 1 < x < 1 

4. a = 0 es un punto ordinario de cierta ecuacion diferencial 
lineal. Despues de sustituir en la ED la solucion supuesta 
y = 2 “„ = 0 c„ a" se obtiene el siguiente sistema algebraico 
al igualar los coeficientes a 0 , a 1 , a 2 y a 3 a cero: 


2 c 2 + 2c, + c 0 = 0 
6c 3 + 4c 2 + c, = 0 


1 

12c 4 + 6c 3 + c 2 ~ — c, = 0 
2 

20c 5 + 8c 4 + c 3 — — c 2 = 0 


Teniendo en mente que c 0 y c, son arbitrarios, escriba 
los primeros cinco terminos de dos soluciones en forma 
de series de potencia de la ecuacion diferencial. 

5. Suponga que se sabe que la serie de potencias 27=o c k 
(a — 4) k converge en — 2 y diverge en 13. Analice si la 
serie converge en —7, 0, 7, 10 y 11. Las respuestas posi- 
bles son si, no, quiza. 


6 . Utilice las series de Maclaurin para sen a y cos a junto 
con una division larga para encontrar los primeros ties 
terminos diferentes de cero de una serie de potencias en 
sen a 

a para la funcion /(a) =-. 

r COSA 

En los problemas 7 y 8 , construya una ecuacion diferencial li¬ 
neal de segundo orden que tenga las propiedades dadas. 


7. Un punto singular normal en a = 1 y un punto singular 
irregular en a = 0 . 


8 . Puntos singulares normales en a = I y en a = —3. 

En los problemas 9 a 14, utilice un metodo adecuado de series 
infinitas en torno a a = 0 para encontrar dos soluciones de la 
ecuacion diferencial dada. 

9. 2aV' + y' + y = 0 10. y" — xy' — y = 0 

11. (a — 1 )y" + 3v = 0 12. y" — x 2 y' + xy = 0 

13. xy" — (a + 2)y' + 2y = 0 14. (cos x)y" + y = 0 


y" + xy' + y = 0, y(l) = —6, y'(l) = 3 

de la forma 27=o c „x n . Mediante las series de potencias, 
encuentre una mejor forma de resolver el problema. 

En los problemas 19 y 20, determine si a = 0 es un punto or¬ 
dinario, un punto singular o un punto singular irregular de la 
ecuacion diferencial dada. [Sugerencia: Recuerde las series de 
Maclaurin para cos a y e x . | 

19. xy" + (1 — cos a) y' + x 2 y = 0 

20. (e x - 1 ~x)y" + xy = 0 

21. Observe que a = 0 es un punto ordinario de la ecuacion 
diferencial 

y" + x 2 y' + 2xy = 5 — 2x + 10a 3 . 

Utilice el supuesto y = X' n=(} c„x“ para encontrar la so¬ 
lucion general y = y c + y p que consista en tres series de 
potencias centradas en a = 0. 

22. La ecuacion diferencial de primer orden dy/dx = x 1 + y 2 
no se puede resolver en terminos de funciones elemen- 
tales. No obstante, una solucion puede expresarse en 
terminos de las funciones de Bessel. 

1 du 

a) Demuestre que la sustitucion v =-lleva a la ecua- 

« dx 

cion u" + a 2 u = 0 . 

b) Use la expresion (18) de la seccion 5.3 para encontrar la 
solucion general de u" + x 2 u = 0. 

c) Utilice (20) y (21) de la seccion 5.3 en las formas 

v 

J’v\x) = -J v {x) - j v + i(x) 

v 

y /'(a) = a) + J v -,{x) 

como ayuda para mostrar que una familia de solucio¬ 
nes de un parametro de dy/dx = a 2 + y 2 esta dada por 

•^ 3 / 4(2 x 2 ) ~ c 2_ 3 / 4 (|a 2 ) 

1 / 4(2 AC 2 ) + J_ 1^(2 A 2 ) 

23. a) Utilice las expresiones (23) y (24) de la seccion 5.3 

para demostrar que 
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2 

— COSJt. 
7TX 


^l/lW = 


b) Utilice la expresion (15) de la seccion 5.3 para de- 
mostrar que 


h/i(x) = \— senh.v 


7 -l/2 M = \~ COshx - 


c) Utilice el inciso b ) para demostrar que 


Kin(x) = J — e x . 


24. a) A partir de las expresiones (27) y (28) de la seccion 
5.3 sabemos que cuando n = 0, la ecuacion differen¬ 
cial de Legendre (1 — x 2 )y" — 2xy’ = 0 tiene la solu¬ 
tion polinomial v = P 0 (x) = 1. Utilice la ecuacion (5) 
de la seccion 3.2 para demostrar que una segunda 
funcion de Legendre que satisface la ED en el inter- 
valo — 1 < x < 1 es 



1 + x 

1 — x 


b ) Tambien sabemos, con base en (27) y (28) de la sec¬ 
cion 5.3, que cuando n = 1 la ecuacion diferencial 


de Legendre (1 — x 2 )y" — 2xy' + 2y = 0 posee la 
solucion polinomial y = P\(x) = x. Utilice la ecua¬ 
cion (5) de la seccion 3.2 para demostrar que una 
segunda funcion de Legendre que satisface la ED 
en el intervalo — 1 < x < 1 es 


y = 



~ 1 . 


c) Utilice una herramienta de graficacion para trazar las 
funciones de Legendre dadas en los incisos a) y b). 

25. a) Utilice series binomiales para demostrar formal- 
mente que 

OO 

(1 - 2xr + t 2 y 1/2 = 2 Pn{x)t n - 

n= 0 

b) Utilice el resultado obtenido en el inciso a) para 
demostrar que P n ( 1) = 1 y P„(— 1) = (— 1)". Vea las 
propiedades ii) y iii) incluidas en la pagina 269. 
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C A P I T U L 0 


6 

Soluciones numericas a 
ecuaciones diferenciales 
ordinarias 


Estructura del capitulo 


6.1 

Metodos de EuLer y analisis de errores 

"N 

6.2 

Metodos de Runge-Kutta 


6.3 

Metodos de varios pasos 


6.4 

Ecuaciones y sistemas de orden superior 


6.5 

ProbLemas de valores en La frontera de segundo orden 



Ejercicios de repaso del capitulo 6 

_ J 


Una ecuacion diferencial no siempre debe poseer una solucion, e in- 
cluso cuando exista aLguna es posible que no podamos presentarla en 
forma explicita o implicita; entonces deberemos darnos por satisfechos 
con una aproximacion a La solucion. En este capitulo continuaremos La 
idea basica presentada en la seccion 2.6, la cual se refiere al uso de la 
ecuacion diferencial para construir algoritmos con los cuales aproximar 
las coordenadas de los puntos ubicados sobre una curva solucion real. 
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Metodos de Euler y analisis de errores 


■ Introduction En el capftulo 2 analizamos uno de los metodos numericos mas sim¬ 
ples para aproximar soluciones de problemas de valor inicial de primer orden y' = f(x, y), 
y(x 0 ) = y 0 . Recuerde que el elemento central del metodo de Euler era la formula 

y„ + \=yn + ¥(x n ,y„), (1) 

donde/representa a la funcion obtenida a partir de la ecuacion diferencial y' = f(x, y). 
Mediante el uso recursivo de (1) para n = 0, 1, 2,... se llega a las coordenadas y y u y 2 , 
y 3 , ... de puntos ubicados en sucesivas “li'neas tangentes” a la curva solution en x u x 2 , 
x 3 , ... o x„ = x 0 + nh, donde h es una constante y equivale al tamano del incremento 
entre x n y x n+l . Los valores y u y 2 , y 3 ,... aproximan los valores de una solution y(x) del 
problema de valor initial (PVI) en x u x 2 , x 3 , .... Sin embargo, cualquier ventaja de (1) 
debida a su simplicidad se pierde en lo burdo de sus aproximaciones. 

■ Una comparacion En el problema 4 del ejercicio 2.6 se le pidio utilizar el metodo de 
Euler y obtener el valor aproximado de y(l.5) para la solution del problema de valor initial 
y' = 2xy, y(l) = 1. Usted debio haber obtenido la solution analftica y = e* 2 " 1 asf como 
resultados similares a los presentados en las tablas 6.1 y 6.2. 


Tabla 6.1 

Metodo de Euler con h 

= 0.1 


Tabla 6.2 

Metodo de Euler con h = 

0.05 




Valor 

Error 

% 

relativo 

X n 

y n 

Valor 

real 

Error 

absoluto 

% relativo 
de error 

x„ 

y n 

real 

absoluto 

de error 

1.00 

1.0000 

1.0000 

0.0000 

0.00 

1.00 

1.0000 

1.0000 

0.0000 

0.00 

1.05 

1.1000 

1.1079 

0.0079 

0.72 

1.10 

1.2000 

1.2337 

0.0337 

2.73 

1.10 

1.2155 

1.2337 

0.0182 

1.47 

1.20 

1.4640 

1.5527 

0.0887 

5.71 

1.15 

1.3492 

1.3806 

0.0314 

2.27 

1.30 

1.8154 

1.9937 

0.1784 

8.95 

1.20 

1.5044 

1.5527 

0.0483 

3.11 

1.40 

2.2874 

2.6117 

0.3244 

12.42 

1.25 

1.6849 

1.7551 

0.0702 

4.00 

1.50 

2.9278 

3.4903 

0.5625 

16.12 

1.30 

1.8955 

1.9937 

0.0982 

4.93 






1.35 

2.1419 

2.2762 

0.1343 

5.90 






1.40 

2.4311 

2.6117 

0.1806 

6.92 






1.45 

2.7714 

3.0117 

0.2403 

7.98 






1.50 

3.1733 

3.4903 

0.3171 

9.08 


En este caso, con un tamano del paso de h = 0.1, un error relativo de 16% en el 
calculo de la aproximacion a y(1.5) es completamente inaceptable. A costa de duplicar 
el nurnero de operaciones, se obtiene cierta mejora en la precision al reducir a la mitad el 
tamano del paso en h = 0.05. 

I Errores en metodos numericos Al seleccionar y utilizar un metodo numerico para 
determinar la solution de un problema de valor inicial, debemos estar conscientes de las 
distintas fuentes de error. Para ciertos tipos de calculo, la acumulacion de errores puede 
reducir la precision de una aproximacion hasta el punto de volver inservible el calculo. 
Por otra parte, dependiendo del uso dado a una solution numerica, una precision extrema 
podrfa no compensar el trabajo y la complication adicionales. 

Una fuente de error que siempre esta presente en los calculos es el error de redon- 
deo. Este se genera a partir del hecho de que toda calculadora o computadora pueden 
representar numeros utilizando unicamente cierta cantidad finita de di'gitos. Suponga, 
para efectos de ilustracion, que contamos con una calculadora que utiliza aritmetica de 
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base 10 y soporta cuatro dfgitos, de este modo | se representa en la calculadora como 
0.3333 y | como 0.1111. Si utilizamos esta calculadora para determinar (x 2 - \)/(x - |) 
para jc = 0.3334, obtenemos 

(0.3334 ) 2 - 0.1111 _ Q.1112 - 0.1111 _ 

0.3334 - 0.3333 ~~ 0.3334 - 0.3333 ~~ 


Sin embargo, con ayuda de un poco de algebra vemos que 

_ (* - lx* + I) _ ^ 1 

x-\ x \ 3' 

de modo que cuando x = 0.3334, (x 2 - \)/{x - 3 ) ~ 0.3334 + 0.3333 = 0.6667. Este 
ejemplo demuestra que los efectos de errores de redondeo pueden resultar bastante 
serios a menos que se tenga cuidado. Una forma de reducir el efecto de los errores de 
redondeo es minimizar la cantidad de calculos. A1 emplear computadoras, otra tecnica es 
utilizar aritmetica de doble precision para verificar los resultados. En terminos generales, 
el error de redondeo es impredecible y dificil de analizar, y lo pasaremos por alto en el 
siguiente analisis de errores. Nos concentraremos en analizar el error introducido por 
utilizar una formula o un algoritmo para aproximar los valores de la solucion. 

■ Errores de truncamiento para el metodo de Euler En la secuencia de valores y,, 
y 2 , y 3 , ..., generados a partir de ( 1 ), el valor de y, generalmente no concordara con la so¬ 
lucion real evaluada en x u a saber, y(X|), debido a que el algoritmo solo proporciona una 
aproximacion de linea recta para la solucion. Observe la figura 2.32. El error se denomina 

error de truncamiento local, error de formula o error de discretizacion. Se presenta en 
cada etapa; es decir, si suponemos que y n es precisa, entonces y„ +1 contendra un error de 
truncamiento local. 

Para deducir una formula para el error de truncamiento local para el metodo de Euler, 
utilizamos la formula de Taylor con residuo. Si una funcion y(x) posee k + I derivadas 
continuas en un intervalo abierto que contiene a a y a x, entonces 

y« = y(a) + y\a) + • • • + yW(fl) ( * ~ + y'* + 1 >(c) , 

donde c representa un punto entre a y x. A1 establecer k = 1, a = x„ y x = x „ +1 = x n + h, 
obtenemos 


h h 2 

y(*„+ 1 ) = yM + y ( x n ) — + y (c) 


y(Xn+ 1 ) = y„ + hf(x n , y n ) + y"(c) —. 


y n +i 

El metodo de Euler (1) es la ultima formula sin el termino final; por ello, el error de 
truncamiento local en y n + { es 

h 2 

/(c)— donde x n <c<x n+l . 

El valor de c por lo general se desconoce (existe en forma teorica), y asi el error exacto 
no puede calcularse, aunque un lixnite superior sobre el valor absoluto del error es 

h 2 

M— donde M= max ly"(jc)l. 

2 ! x„<x<x n+1 


A1 analizar los errores que surgen por uso de los metodos numericos, resulta util em¬ 
plear la notacion 0(h n ) Para definir este concepto, hacemos que e(h) indique el error en 
un calculo numerico que depende de h. Se dice entonces que e(h) es el orden /;", indicado 
mediante 0(h"), si existe una constante C y un entero positivo n tales que \e{h)\ < Ch" 
para un h lo suficientemente pequeno. De este modo, el error de truncamiento local para 
el metodo de Euler sera 0{h 2 ). Se observa que, en general, si en un metodo numerico 
e(h) es de orden h", y h es reducido a la mitad, el nuevo error sera aproximadamente 
C(h/2) n = Ch' l /2 n , es decir, el error se reduce por un factor de l J 2 n . 


6.1 Metodos de EuLer y analisis de errores 
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Ejemplo 1 Acotamiento del error de truncamiento local 

Determine una cota para los errores de truncamiento local para el metodo de Euler apli- 
cadoav' = 2xy, v(l) = 1 . 

Solution De la solution y = e * 2-1 obtenemos y" = (2 + 4x 2 )e x2 ~ I y, por lo tanto, el error 
de truncamiento local es 

/(c) 2 =(2 + 4c 2 )e ( ' 2 -' )h r 

donde c esta entre x n y x„ + h. En particular, para h = 0.1 podemos obtener una cota su¬ 
perior del error de truncamiento local parayi si reemplazamos c con 1 . 1 : 

[2 + (4)(1. l) 2 ]e ((L1)2-1> = 0.0422. 

Tal como puede advertirse en la tabla 6.1, despues de la primera etapa el error es de 
0.0337, menor que el valor dado por el acotamiento. 

Asimismo, podemos obtener una cota para el error de truncamiento local a partir de 
cualquiera de las cinco etapas que se muestran en la tabla 6 .1 si reemplazamos c por 1.5 
(mediante este valor de c obtenemos el valor maximo de y"(c) para cualquier etapa, sin 
embargo, puede resultar excesivo para las primeras etapas). Luego de hacerlo tenemos 

(0 l ) 2 

[2 + (4)(1.5) 2 ]e (<1 - 5)2 - 1) = 0.1920 (2) 

como acotamiento superior para el error de truncamiento local en cada etapa. 


En el ejemplo 1, observe que si h se reduce a la mitad a 0.05, el acotamiento de error 
sera de 0.0480, alrededor de la cuarta parte de lo calculado en (2). Esto era de esperarse 
porque el error de truncamiento local para el metodo de Euler es 0(h 2 ). 

En el analisis anterior, asumimos que el valor de v„ era exacto cuando se calculo y n+l , 
pero esto no es asf porque contiene errores de truncamiento local en cada una de las eta¬ 
pas anteriores. Este error total se conoce como error de truncamiento global. Un anali¬ 
sis integral del error de truncamiento global esta mas alia del alcance de este libro, pero 
se puede demostrar que el error de truncamiento global es O(h) para el metodo de Euler. 

En cuanto al metodo de Euler, esperamos que si el tarnano del paso se reduce a la 
mitad, el error tambien lo haga. Esto se confirma en las tablas 6.1 y 6.2, donde el error 
absoluto enx = 1.50 con h = 0.1 es de 0.5625 y con h = 0.05 es de 0.3171, casi la mitad 
del valor anterior. 

En general, es posible demostrar que si un metodo para la solution numerica de una 
ecuacion diferencial tiene un error de truncamiento local 0(h a+1 ), entonces el error de 
truncamiento global es 0(h a ). 

En el resto de esta y en las siguientes secciones estudiaremos metodos que llevan a 
una precision mucho mayor que el metodo de Euler. 


■ Metodo mejorado de Euler El metodo numerico definido por la formula 



Figura 6.1 La pendiente m prom es el 
promedio de m 0 y 


v = ^ + h f{x a ,y n ) +f(x n +by*„ + i) 

donde y„ + 1 = v„ + hf(x„,y„n). 


(3) 

(4) 


se conoce comunmente como metodo mejorado de Euler. Con el fin de calcular v „ +1 para 
n = 0, 1, 2, , a partir de (3) debemos, en cada etapa, utilizar primero el metodo de 

Euler presentado en (4) para obtener una estimation inicial y„ + * . Por ejemplo, con n = 0, 
(4) darfa v* = y 0 + hf(x o> VoX y despues, conociendo este valor, usamos (3) para obtener 
yi = yo + h(f(x o, v 0 ) +f(x i, y*))/2, donde x x = x 0 + h. Estas ecuaciones pueden visuali- 
zarse con facilidad. En la figura 6.1 observe que m 0 = f(x 0 , y 0 ) y m l = f(x u /) son las 
pendientes mostradas mediante las lfneas rectas solidas que atraviesan los puntos (x 0 , 
Vo) y lx,, yf), respectivamente. Al determinar un promedio de estas pendientes, es decir, 
w V°m = (/Oo, yo) +f( x i, y*))/ 2 , obtenemos la pendiente oblicua de lfneas paralelas dis- 
continuas. Con la primera etapa, en lugar de avanzar a lo largo de la lrnea que atraviesa 
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(x 0 , y 0 ) con pendiente/(x 0 , yo) respecto del punto de coordenada y y * obtenido por el 
metodo de Euler, avanzamos a lo largo de la lrnea discontinua de color que pasa por (x 0 , 
y 0 ) con pendiente m prom hasta alcanzar x,. Por observation de la figura, parece factible 
que y, sea una mejora sobre y* 

En general, el metodo mejorado de Euler es un ejemplo de metodo predictor y co¬ 
rrector. El valor de y * +1 dado en (4) pronostica un valor de y(x„), mientras que el valor 
de y n+1 definido por la formula (3) corrige esta estimation. 


Ejemplo 2 Metodo mejorado de Euler 

Aplique el metodo mejorado de Euler para obtener el valor aproximado de y(1.5) y 
determinar la solucion del problema de valor inicial y' = 2xy, y( I) = 1. Comparar los 
resultados para h = 0.1 y h = 0.05. 


Solucion Con x 0 = 1, y 0 = 1 ,/(x„, y „) = 2x„y„, n = 0 y h = 0.1 primero calculamos 
(4): 

y* = .Vo + (O.l)(2x 0 y 0 ) = 1 + (0.1)2(1)(1) = 1.2. 


Usamos este ultimo valor en (3) junto con x, = 1 + h = 1+0.1 = 1.1: 

, 2 x 0 y 0 + 2 x,yj i , 2 ( 1 )( 1 ) + 2 ( 1.1)( 1. 2 ) 

m = yo + (0-i)- 0 -= i + (o.i)--- 


1.232. 


Los valores comparativos de los calculos para h = 0.1 y h = 0.05 se presentan en las 
tablas 6.3 y 6.4, respectivamente. 


Tabla 6.3 

Metodo mejorado de Euler con h 

= 0.1 

Tabla 6.4 

Metodo mejorado de Euler con h = 0.05 


x„ 

y n 

Valor 

real 

Error 

absoluto 

% relativo 

de error 

x„ 

y„ 

Valor 

real 

Error 

absoluto 

% relativo 

de error 

1.00 

1.0000 

1.0000 

0.0000 

0.00 

1.00 

1.0000 

1.0000 

0.0000 

0.00 

1.10 

1.2320 

1.2337 

0.0017 

0.14 

1.05 

1.1077 

1.1079 

0.0002 

0.02 

1.20 

1.5479 

1.5527 

0.0048 

0.31 

1.10 

1.2332 

1.2337 

0.0004 

0.04 

1.30 

1.9832 

1.9937 

0.0106 

0.53 

1.15 

1.3798 

1.3806 

0.0008 

0.06 

1.40 

2.5908 

2.6117 

0.0209 

0.80 

1.20 

1.5514 

1.5527 

0.0013 

0.08 

1.50 

3.4509 

3.4904 

0.0394 

1.13 

1.25 

1.7531 

1.7551 

0.0020 

0.11 


1.30 

1.9909 

1.9937 

0.0029 

0.14 

1.35 

2.2721 

2.2762 

0.0041 

0.18 

1.40 

2.6060 

2.6117 

0.0057 

0.22 

1.45 

3.0038 

3.0117 

0.0079 

0.26 

1.50 

3.4795 

3.4904 

0.0108 

0.31 


Aquf es necesario formular una breve advertencia. No podemos calcular primero todos 
los valores de y * y despues sustituirlos en la formula (3). En otras palabras, no es posible 
usar los datos de la tabla 6 .1 como apoyo para determinar los valores de la tabla 6.3. ( ;,Por 
que no? 

■ Errores de truncamiento para el metodo mejorado de Euler El error de trunca- 
miento local para el metodo mejorado de Euler es O(lr). La derivation de este resultado 
es similar a la del error de truncamiento local para el metodo de Euler. Puesto que el error 
de truncamiento local para el metodo mejorado de Euler es 0(h 3 ), el error de truncamiento 
global es 0(h 2 ) . Esto se puede ver en el ejemplo 2; cuando el tamano del paso se reduce 
desde h = 0.1 hasta h = 0.05, el error absolute en x = 1.50 se reduce de 0.0394 a 0.0108, 
una reduccion de aproximadamente (j ) 2 = 



Observe que no 
podemos calcular 
primero todos los valores 
dey*„. 


6.1 Metodos de Euler y analisis de errores 
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EJERCICIOS 6.1 


Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-13. 


I 

Dados los problemas de valor inicial presentados en los ejer- 
cicios del 1 al 10, use el metodo mejorado de Euler para obte- 
ner una aproximacion al valor indicado con cuatro decimales. 
Primero utilice h = 0.1 y despues h = 0.05. 

1. y’ = 2x-3y + 1, y(l) = 5; y(1.5) 

2 . y' = 4x - 2y, y(0) = 2; y( 0.5) 

3. y' = 1 + y 2 , y(0) = 0; y(0.5) 

4. y' = x 2 + y 2 , y(0) = 1; y(0.5) 

5. y’ = e~ y , y(0) = 0; y(0.5) 

6 . y' = x + y 2 , y(0) = 0; y(0.5) 

7. y' = (x-y) 2 , y(0) = 0.5; y(0.5) 

8 . y' = xy + Vy, y( 0 ) = 1 ; v(0.5) 

9. y' — xy 2 — y(l) = 1; y(1.5) 

X 

10. y' =y-y 2 , y(0) = 0.5; y(0.5) 

11. Considere el problema de valor inicial y' = (x + y - l) 2 , 
y(0) = 2. Utilice el metodo mejorado de Euler con h = 
0.1 y h = 0.05 para obtener los valores aproximados de 
la solucion en x = 0.5. En cada etapa, compare el valor 
aproximado con el valor exacto de la solucion analftica. 

12. Aunque tal vez no resulte evidente a partir de la ecua- 
cion diferencial, su solucion puede “comportarse mal” 
cerca del punto x en el cual deseamos aproximar y(x). 
Los procedimientos numericos pueden dar resultados 
muy diferentes cerca de este punto. Sea v(x) la solucion 
del problema de valor inicial y' = x 2 + y 3 , y( 1 ) = 1 . 

a) Utilice un programa de solucion numerica para tra- 
zar la grafica de la solucion en el intervalo [1, 1.4], 

b) Con el tamano del paso h = 0.1, compare los re¬ 
sultados que se obtuvieron mediante el metodo de 
Euler con los del metodo mejorado de Euler en la 
aproximacion de y( 1.4). 

13. Considere el problema de valor inicial y' = 2y, y(0) = 1. 
La solucion analftica es y = e 2x . 

a) Aproxime y(0.1) empleando una etapa y el metodo 
de Euler. 

b ) Encuentre una cota para el error de truncamiento 
local en y x . 

c) Compare el error real en y 1 con su error de acota- 
miento. 

d) Aproxime y(0.1) empleando dos etapas y el metodo 
de Euler. 


e) Verifique si el error de truncamiento global para el 
metodo de Euler es O(h) mediante la comparacion 
de los errores determinados en los incisos a ) y cl). 

14. Repita el problema 13 mediante el metodo mejorado de 
Euler. Su error de truncamiento global es 0(h 2 ). 

15. Repita el problema 13 mediante el problema de valor 
inicial y' = x - 2y, y(0) = 1. La solucion analftica es 

A7 — - V I I 5 -2x 
y 2 •*' — 4 ‘ 

16. Repita el problema 15 mediante el metodo mejorado de 
Euler. Su error de truncamiento global es 0(h 2 ). 

17. Considere el problema de valor inicial y' = 2x - 3y + 1, 
y(l) = 5. La solucion analftica es y(x) = ^ + |x + 

38 -3U-1) 

9 e 

a) Deduzca una formula donde intervengan c y h para 
el error de truncamiento local en la etapa n-esima si 
se utiliza el metodo de Euler. 

b ) Encuentre una cota para el error de truncamiento 
local en cada etapa si h = 0.1 se usa para aproximar 
y(l-5). 

c) Aproxime y(1.5) mediante h = 0.1 y h = 0.05 con 
el metodo de Euler. Vea el problema 1 en los ejerci- 
cios 2 . 6 . 

cl) Determine los errores en el inciso c) y verifique si el 
error de truncamiento global del metodo de Euler es 
0(h). 

18. Repita el problema 17 mediante el metodo mejorado 
de Euler, el cual tiene un error de truncamiento global 
0(h 2 ). Vea el problema 1. Quiza necesite mas de cuatro 
cifras decimales para apreciar el efecto de reducir el 
orden del error. 

19. Repita el problema 17 para el problema de valor inicial 
y' = e~ y , y(0) = 0. La solucion analftica es y(x) = ln(x + 
1). Aproxime y(0.5). Vea el problema 5 en los ejercicios 
2 . 6 . 

20. Repita el problema 19 usando el metodo mejorado de 
Euler, el cual tiene como error de truncamiento global 
0(h 2 ). Vea el problema 5. Tal vez necesite mas de cua¬ 
tro cifras decimales para advertir el efecto de reducir el 
orden del error. 

Problemas de analisis 

21. Responda la pregunta “^Por que no?” que sigue a las 
tres oraciones escritas despues del ejemplo 2 en la pagi¬ 
na 279. 


| 6.2 Metodos de Runge-Kutta 


□ Introduccion Tal vez uno de los procedimientos numericos mas conocidos y 
mas exactos para obtener soluciones aproximadas para un problema de valor inicial de 
primer orden y' =f(x, y), y(x 0 ) = y 0 sea el metodo de Runge-Kutta de cuarto orden. 
Como su nombre lo indica, existen metodos de Runge-Kutta de diferentes ordenes. 
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I Metodos de Runge-Kutta De manera fundamental, todos los metodos de Runge- 
Kutta son generalizaciones de la formula basica de Euler (1) presentada en la section 6.1, 
donde la funcion de la pendiente/se reemplaza por un promedio ponderado de pendientes 
en el intervalo x n < x < x n+ ,. Es decir. 


promedio ponderado 


y„ + i= y„ + h(w l k l + w 2 k 2 + ••• + w m k m ). 


(1) 


Aquflos pesos w h i = 1,2,..., m son constantes que en general satisfacen vtq + w 2 h— + 
w m = 1 y cada k n i = 1 , 2 ,..., m es la funcion/evaluada en un punto seleccionado (x, y) 
para el cual x n < x < x„ +1 . Veremos que los numeros Ay estan definidos de manera recur- 
siva. El numero m se denomina orden del metodo. Observe que si se toma m = 1, vtq = 1 
y Ay = /(x„, y n ) obtenemos la conocida formula de Euler y n+l = y n + hf(x n , y„). Por lo 
tanto, se dice que el metodo de Euler es un metodo de Runge-Kutta de primer orden. 

El promedio incluido en (1) no se forma de manera aleatoria, sino que los parametros 
son elegidos de manera que (1) concuerde con el polinomio de Taylor de grado m. Como 
vimos en la ultima section, si una funcion v(x) posee k + 1 derivadas continuas en un 
intervalo abierto que contenga aayax, entonces escribimos 


y(x) = y{a) + y'(a ) : 


+ y» 


(x — a) 2 
2 ! 


+ ••• + y'* + 1 >(c) 


(x - a) k+l 
(* + 1 )! ’ 


donde c es algun numero localizado entre a y x. Si reemplazamos a porx B yxpor x n+l = 
x„ + h, entonces la formula anterior se convierte en 


y{x„+ i) = y(*n + h) = y(x n ) + hy'(x n ) + —/(*„) + ■” + ^ + 


v( i + 


!) (c), 


donde c es ahora algun numero situado entre x n y x n + l . Cuando y(x) es una solution de 
y' = f(x, y), en el caso de que k = 1 y el resto \h 2 y"(c) sea pequeno, vemos que un poli¬ 
nomio de Taylor y(x„ +1 ) = y(x„) + hy'(x„) de primer grado concuerda con la formula de 
aproximacion del metodo de Euler 

y n + 1 = y n + hyh = y„ + hf(,x n ,y n ). 


■ Un metodo de Runge-Kutta de segundo orden Como ilustracion adicional de 
(1), consideremos ahora un metodo de Runge-Kutta de segundo orden. Este consiste en 
encontrar constantes, o parametros, w lt w 2 ,ayfi de manera que la formula 

y n +1 = y„ + Kw^ + w 2 k 2 ), ( 2 ) 

donde k, =/(x„, y„), 

k 2 =f(x n + ah,y n + phk l ) 

concuerda con un polinomio de Taylor de segundo orden. Para nuestros fines, basta saber 
que esto se puede lograr siempre que las constantes satisfagan la condition de 

1 1 

Wi + w 2 = 1, w 2 a = - y w 2 f3 = (3) 

Este es un sistema algebraico de tres ecuaciones con cuatro incognitas y tiene una canti- 
dad infinita de soluciones. 

1 1 

Wi = 1 - w 2 , a = — y (5 = —, (4) 

2 w 2 2 w 2 

donde vr 2 =k 0. Por ejemplo, la option vv 2 = \ produce Wi = a = 1, jS = 1 y, por lo 
tanto, ( 2 ) se convierte en 

h 

y ,,+1 = y n + 2 (^i + k 2 ), 

donde Aq = f(x n , y„) y k 2 = /(x„ + h, y n + hk j). 
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Puesto que x„ + h — x„ + 1 y y„ + hk l = y n + hf(x n , y„). el resultado anterior viene a ser un 
metodo mejorado de Euler cuyo resumen aparece en (3) y (4) de la seccion 6 .1. 

En vista de que vv 2 ¥= 0 se puede elegir de manera arbitraria en (4), existen muchos me- 
todos posibles de Runge-Kutta de segundo orden. Vea el problema 2 de los ejercicios 6.2. 

En esta seccion, omitiremos cualquier analisis referente a los metodos de tercer orden 
con el fin de abordar el punto principal de estudio. 

■ Un metodo de Runge-Kutta de cuarto orden Un metodo de Runge-Kutta de 

cuarto orden consiste en encontrar parametros de manera que la formula 

y n +i = y n + h(w x k x + w 2 k 2 + w 3 k 3 + w 4 fc 4 ), (5) 

donde k, = f(x n , y n ) 

h = f(x n + a x h, y n + jSjAfcj) 

h = /(*„ + a 2 h , y n + p 2 hk 3 + P 3 hk 2 ) 

h = /(•*„ + ot 3 h, y n + fi A hk t + p 5 hk 2 + /3 6 hk 3 ) 

concuerde con un polinomio de Taylor de cuarto grado. Esto produce un sistema de 11 
ecuaciones con 13 incognitas. El conjunto de valores que se utiliza con mayor frecuencia 
para parametros da el siguiente resultado: 

y n +1 = y n +6 (h + 2 A ' 2 + 2 k 3 + k 4 ), 

h = f(x n ,y „) 

h = f(x„ + \h,y n + \ hk{) ( 6 ) 

h = Kx„ + \h,y n + \ hk 2 ) 

^4 = f(x„ + h, y„ + hk 3 ). 

A pesar de que las formulas de cuarto orden se pueden deducir con facilidad, el algorit- 
mo resumido en ( 6 ) se utiliza muy ampliamente y es considerado como una herramienta 
computacional tan valiosa que a menudo se le denomina como el metodo de Runge- 
Kutta de cuarto orden o el metodo clasico de Runge-Kutta. De ahora en adelante, cuando 
utilicemos la abreviatura “el metodo RK4” nos estaremos refiriendo a ( 6 ). 

Le aconsejamos revisar cuidadosamente las formulas dadas en ( 6 ); observe que k 2 
depende de k u k 3 depende de k 2 , y k A depende de k 3 . Tambien, k 2 y k 3 implican aproxima- 
ciones a la pendiente en el punto medio x„ + \h del intervalo x n ^ x s x n+l . 


Ejemplo T Metodo RK4 

Aplique el metodo RK4 con h = 0.1 para determinar una aproximacion a y( 1.5) y encon¬ 
trar la solucion de y' = 2xy, y( I) = 1 . 

SoLucion Para fines de ilustracion, calcularemos el caso en que n = 0. De acuerdo con 
( 6 ) encontramos 


h = f(x o, y 0 ) = 2 x 0 Vo = 2 
k 2 = f(x 0 + § (0.1), v 0 + | (0.1)2) 

= 2(x 0 +i(0.1))(y 0 +|(0.2)) = 2.31 
k 3 = f(x 0 + \ ( 0 . 1 ), Vo + ^(0.1)2.31) 

= 2(x 0 + i(0.1))(y 0 + \ (0.231)) = 2.34255 
k A = /(xo + (0.1), Vo + (0.1)2.34255) 

= 2(x 0 + 0.l)(vo + 0.234255) = 2.715361 
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y, por lo tanto, 


yi = yo+~7~ (ki + 2k 2 + 2k, + k 4 ) 

6 

0.1 

= 1 + — (2 + 2(2.31) + 2(2.34255) + 2.715361) = 1.23367435. 

6 

Los calculos restantes se resumen en la tabla 6.5, cuyas cifras estan redondeadas a cuatro 
decimales. 

Tabla 6.5 Metodo RK4 con h = 0.1 

Valor Error % relativo 



y n 

real 

absoluto 

de error 

1.00 

1.0000 

1.0000 

0.0000 

0.00 

1.10 

1.2337 

1.2337 

0.0000 

0.00 

1.20 

1.5527 

1.5527 

0.0000 

0.00 

1.30 

1.9937 

1.9937 

0.0000 

0.00 

1.40 

2.6116 

2.6117 

0.0001 

0.00 

1.50 

3.4902 

3.4904 

0.0001 

0.00 


A1 analizar la tabla 6.5, nos damos cuenta de por que el metodo de Runge-Kutta es tan 
famoso. Si todo lo que deseamos es una precision al cuarto decimal, no hay necesidad 
de utilizar un tamano menor del paso. La tabla 6.6 compara los resultados de aplicar los 
metodos de Euler, mejorado de Euler y de Runge-Kutta de cuarto orden al problema de 
valor inicial y' = 2xy, y(l) = 1. (Vea las tablas 6.1 y 6.3.) 


Tabla 6.6 y' = 2xy, y(l) = 1 

Comparacion de metodos numericos con h = 0.1 Comparacion de metodos numericos con h = 0.05 


x n 

Euler 

Euler 

mejorado 

RK4 

Valor 

real 

x n 

Euler 

Euler 

mejorado 

RK4 

Valor 

real 

1.00 

1.0000 

1.0000 

1.0000 

1.0000 

1.00 

1.0000 

1.0000 

1.0000 

1.0000 

1.10 

1.2000 

1.2320 

1.2337 

1.2337 

1.05 

1.1000 

1.1077 

1.1079 

1.1079 

1.20 

1.4640 

1.5479 

1.5527 

1.5527 

1.10 

1.2155 

1.2332 

1.2337 

1.2337 

1.30 

1.8154 

1.9832 

1.9937 

1.9937 

1.15 

1.3492 

1.3798 

1.3806 

1.3806 

1.40 

2.2874 

2.5908 

2.6116 

2.6117 

1.20 

1.5044 

1.5514 

1.5527 

1.5527 

1.50 

2.9278 

3.4509 

3.4902 

3.4904 

1.25 

1.6849 

1.7531 

1.7551 

1.7551 






1.30 

1.8955 

1.9909 

1.9937 

1.9937 






1.35 

2.1419 

2.2721 

2.2762 

2.2762 






1.40 

2.4311 

2.6060 

2.6117 

2.6117 






1.45 

2.7714 

3.0038 

3.0117 

3.0117 






1.50 

3.1733 

3.4795 

3.4903 

3.4904 


■ Errores de truncamiento para el metodo RK4 En la section 6.1 vimos que los 
errores de truncamiento global para el metodo de Euler y para el metodo mejorado de 
Euler son, respectivamente, O(h) y O(fr). Debido a que la primera ecuacion incluida en (6) 
concuerda con un polinomio de Taylor de cuarto grado, el error de truncamiento local para 
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este metodo es y ( 5 , (c)/i 5 /5! o 0(h 5 ), y el error de truncamiento global es, por lo tanto, 0(h 4 ). 
Ahora se puede advertir por que el metodo de Euler, el metodo mejorado de Euler y ( 6 ) son 
los metodos de Runge-Kutta de primero, segundo y cuarto ordenes, respectivamente. 


Ejemplo 2 Cota para errores de truncamiento local 

Encuentre una cota para los errores de truncamiento local para el metodo RK4 aplicado 
a y' = 2xy, y(l) = 1 . 

Solucion A1 calcular la quinta derivada de la solucion conocida v(.r) = e x “ ~ 1 obtenemos 

y < 5 ) (c) (l20c + 160c 3 + 32 c 5 )e c2 ~ 1 ^ . (7) 

Por lo tanto, con c = 1.5, (7) produce una cota de 0.00028 para el error de truncamiento 
local en cada una de las cinco etapas cuando h = 0.1. En la tabla 6.5 observamos que en 
y, el error es mucho menor que esta cota. 

La tabla 6.7 muestra las aproximaciones a la solucion del problema de valor inicial 
en x = 1.5 que se obtienen mediante el metodo RK4. A1 calcular el valor de la solucion 
analitica en x = 1.5, podemos determinar el error en estas aproximaciones. Como el 
metodo es tan exacto, en la solucion numerica se requieren muchas cifras decimales para 
poder apreciar el efecto de dividir entre dos el tamano del paso. Observe que cuando h se 
divide entre dos, de h = 0.1 a h = 0.05, el error se divide entre un factor aproximado de 
2 4 = 16, como se esperaba. 

Tabla 6.7 Metodo RK4 
h Aproximacion Error 

0.1 3.49021064 1.32321089 X 1(T 4 

0.05 3.49033382 9.13776090 X 1(T S 


■ Metodos de adopcion Hemos visto que la precision de un metodo numerico para 
aproximar soluciones de ecuaciones diferenciales se puede mejorar disminuyendo el tama¬ 
no del paso h. Desde luego, esta precision mejorada por lo comun tiene un costo, es decir, 
mayor tiempo invertido en los calculos y una gran posibilidad de errores de redondeo. 
En general, en el intervalo de aproximacion pueden existir subintervalos donde baste un 
tamano del paso relativamente grande y otros subintervalos donde un tamano del paso mas 
pequeno sea necesario con el fin de mantener el error de truncamiento dentro de cierto lf- 
mite deseado. Los metodos numericos que emplean un tamano del paso variable se llaman 
metodos de adopcion. Una de las rutinas de adaptation mas difundidas es el metodo de 
Runge-Kutta-Fehlberg. Debido a que Fehlberg empleo dos metodos de Runge-Kutta de 
ordenes diferentes, un metodo de cuarto orden y otro de quinto, este algoritmo a menudo 
recibe el nombre de metodo RKK45. :; 


*E1 metodo de Runge-Kutta de cuarto orden usado en RKF45 no es el mismo que el presentado en (6). 


EJERCICIOS 6.2 Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-13. 


1. Utilice el metodo RK4 con h = 0.1 para aproximar 
y(0.5), donde y(x) sea la solucion del problema de valor 
inicial y' = (x + y — l) 2 , y(0) = 2. Compare este valor 
aproximado con el valor real obtenido en el problema 11 
de los ejercicios 6 . 1 . 


2. Suponga que w 2 = f en (4). Emplee el metodo de Runge- 
Kutta para aproximar y(0.5), donde y(x) sea la solucion 
del problema de valor inicial dado en el ejercicio 1 . 
Compare este valor aproximado con el valor aproximado 
obtenido en el problema 11 de los ejercicios 6 . 1 . 
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En los problemas del 3 al 12, utilice el metodo RK4 con h = 0.1 
para obtener una aproximacion decimal al valor indicado. 


15. Considere el problema de valor inicial y' = x 1 + y 3 , y(l) 
= 1. Yea el problema 12 en los ejercicios 6.1. 


3. y' = 2x-3y + 1, y(l) = 5; y(1.5) 

4. y' = 4x - 2y, y(0) = 2; y(0.5) 

5. y' = 1 + y 2 , y(0) = 0; y(0.5) 

6 . y' = x 2 + y 2 , y(0) = 1; y(0.5) 

7. y' = e~ y , y(0) = 0; y(0.5) 

8 . y' = v + y 2 , y(0) = 0; y(0.5) 

9. y' = (x-y) 2 , y(0) = 0.5; y(0.5) 

10 . y' = xy + Vy, y( 0 ) = 1 ; y(0.5) 

n. y> =xy 2 - Z , y(i) = i; y(i.5) 

12. y' = y-y 2 , y(0) = 0.5; y(0.5) 

13. Si la resistencia del aire es proporcional al cuadrado de 
la velocidad instantanea, entonces la velocidad v de una 
masa m que cae desde una altura h esta determinada por 

dV r. 

m — = mg - kv, k > 0. 
dt 

Sean v(0) = 0, k = 0.125, m = 5 slugs y g = 32 ft/s 2 . 

a) Utilice el metodo RK4 con h = 1 para aproximar la 
velocidad v(5). 

b) Utilice un programa de solucion numerica para gra- 
ficar la solucion del PVI en el intervalo [ 0 , 6 ]. 

c) Use la separacion de variables para resolver el PVI 
y despues encuentre el valor real v(5). 

14. Un modelo matematico para el area A (en cm 2 ) que 
ocupa una colonia de bacterias (B. dendroides) esta dado 
por 

dA 

— = A(2.128-0.0432A). 
dt 

Suponga que el area inicial es de 0.24 cm 2 . 

a) Utilice el metodo RK4 con li = 0.5 para completar 
la tabla siguiente. 


t (dias) 

1 2 3 4 5 

A (observado) 

2.78 13.53 36.30 47.50 49.40 

A (aproximado) 



b ) Utilice un programa de solucion numerica para 
graficar la solucion del problema de valor inicial. 
Estime los valores A(l), A( 2), A(3), A(4) y A(5) a 
partir de la grafica. 

c) Use la separacion de variables para resolver el pro¬ 
blema de valor inicial y calcular los valores A(l), 
A(2),A(3),A(4)yA(5). 


a) Compare los resultados obtenidos de usar el metodo 
RK4 en el intervalo [ 1, 1.4] con tamanos del paso 
ft = 0.1 y ft = 0.05. 

b) Utilice un programa de solucion numerica para gra¬ 
ficar la solucion del problema de valor inicial en el 
intervalo [1, 1.4]. 

16. Considere el problema de valor inicial y' = 2y, y(0) = 1. 

La solucion analftica es y(x) = e 2x . 

a) Aproxime y(0.1) empleando una etapa y el metodo 
RK4 de cuarto orden. 

b) Encuentre una cota para el error de truncamiento 
local enyj. 

c) Compare el error real en y, con su acotamiento de 
error. 

d) Aproxime y(0.1) empleando dos etapas y el metodo 
RK4. 

e) Verifique si el error de truncamiento global para el 
metodo RK4 es 0(h A ) al comparar los errores de los 
incisos a) y d). 

17. Repita el problema 16 mediante el problema de valor 

inicial y' = -2y + x, y(0) = 1. La solucion analftica es 


y(x) 



18. Considere el problema de valor inicial y' = 2x- 3y + 1, 
y(l) = 5. La solucion analftica es 

, . 1 2 38 n 

y(x) = - + - x + — 

J 9 3 9 

a) Encuentre una formula en la que intervengan c y 
h para el error de truncamiento local en la etapa 
n-esima si se utiliza el metodo RK4. 


b) Encuentre una cota para el error de truncamiento 
local en cada etapa si se usa h = 0.1 para aproximar 
y(L5). 

c) Aproxime y(1.5) mediante el metodo RK4 con h = 
0.1 y h = 0.05. Vea el problema 3. Necesitara mas 
de seis cifras decimales para poder apreciar el efec- 
to de reducir el tamano del paso. 

19. Repita el ejercicio 18 para el problema de valor inicial v' 
= e~ y , y(0) = 0. La solucion analftica es y(x) = ln(x +1). 
Aproxime y(0.5). Vea el problema 7. 


6.2 Metodos de Runge-Kutta 


285 






Problemas de analisis 

20. El conteo de la cantidad de evaluaciones de la funcion 
/ necesarias para resolver el problema de valor inicial 
y' = /( x, y), y(x 0 ) = y 0 se usa como una medida de la 
complejidad computacional de un metodo numerico. 
Determine cuantas evaluaciones de / se requieren para 
cada etapa de los metodos de Euler, de Euler mejorado 
y el RK4. Mediante algunos ejemplos especfficos, com¬ 
pare la precision de tales metodos cuando se usan con 
programas computacionales de complejidad similar. 

Tareas para el laboratorio de computo 

21. El metodo RK4 para resolver un problema de valor ini¬ 
cial en un intervalo [a, b] da como resultado un conjunto 
finito de puntos que son supuestos de los puntos ubi- 
cados en la grafica de la solucion exacta. Con el fin de 
ampliar este conjunto de puntos discretos y obtener una 
solucion aproximada definida en todos los puntos del 
intervalo [a, b], podemos usar una funcion de interpo- 
lacion. Esta es una funcion, que pueden desarrollar la 


mayorfa de los sistemas algebraicos computacionales, 
que concuerda exactamente con los datos dados y su- 
pone una transition uniforme entre los puntos de datos. 
Estas funciones de interpolacion pueden ser polinomios 
o conjuntos de polinomios unidos de modo uniforme 
entre si. En Mathematica se puede utilizar el comando 
y = Interpolation[data] para obtener una funcion de 
interpolacion a traves de los puntos data = { j x 0 , y 0 |, 
{x u V,} , ..., {x„, y n } }. Ahora la funcion de interpola¬ 
cion y[x] puede manejarse como cualquier otra funcion 
del sistema algebraico de computo. 

a) Encuentre la solucion analftica del problema de 
valor inicial y' = -y + 10 sen 3x; y(0) = 0 en el 
intervalo [0, 2]. Grafique esta solucion y determine 
sus rafces positivas. 

b) Utilice el metodo RK4 con A = 0.1 para aproximar 
una solucion del problema de valor inicial dado en 
el inciso a). Obtenga una funcion de interpolacion 
en el intervalo [ 0 , 2 ]. 


6.3 Metodos de varios pasos 


■ Introduction El metodo de Euler, el metodo mejorado de Euler y el metodo de 
Runge-Kutta son ejemplos de metodos numericos de un solo paso o inicio. En ellos se 
calcula cada valor sucesivo y „ +1 solo con base en la information sobre el valor inmediato 
anterior y n . Por otra parte, en los metodos de varios pasos, o continuos, los valores calcu- 
lados a partir de varios pasos se usan para obtener el valor de y n+l . Existe gran cantidad de 
formulas de los metodos de varios pasos que son aplicables para aproximar soluciones de 
ecuaciones diferenciales, pero ya que aqui no es nuestra intention describir el vasto campo 
de procedimientos numericos, solo consideraremos uno de tales metodos. 


I Metodo de Adams-Bashforth-Moulton El metodo de varios pasos descrito en esta 
section se denomina metodo Adams-Bashforth-Moulton de cuarto orden o, un poco mas 
rebuscado, metodo Adams-Bashforth/Adams-Moulton. A1 igual que el metodo mejora¬ 
do de Euler, se trata de un metodo de predictor-corrector, es decir, se usa una formula para 
predecir un valor y* +1 , que a su vez se usa para obtener un valor corregido y„ + l . En este 
metodo el predictor es la formula de Adams-Bashforth 

y*+i = y„ + ^ (55y' - 59y,j_! + 31y' n _ 2 - 9 v'_ 3 ), (1) 

y'n = f(x„, y„) 
y'n -1 = f(x n - lJ»-l) 
y'n -2 = f(x n _ 2 , y„_ 2 ) 
y'n -3 = /On-3> y a -i) 

para n > 3. Despues, el valor de y* +1 se sustituye en el corrector Adams-Moulton 

h 

yn+Tj (9y„+i + 19y„ - 5v„_, + y„_ 2 ), 
f(x„ +l ,y* +l ). (2) 
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Observemos que la formula (1) requiere conocer los valores de y 0 , y h y 2 y y 3 con el 
fin de obtener el valor de v 4 . El valor de y 0 es, por supuesto, la condicion inicial dada. 
Como en el metodo Adams-Bashforth/Adams-Moulton el error de truncamiento local es 
0(h 5 ), los valores de y u y 2 y y 3 se calculan por lo general mediante un metodo que tenga 
la misma propiedad de error, tal como la formula de Runge-Kutta de cuarto orden. 


Ejemplo 1 Metodo de Adams-Bashforth-Moulton 

Obtenga una aproximacion a y(0.8) mediante el metodo de Adams-Bashforth-Moulton, 
con h = 0 . 2 , para la solucion de 

y'= x + y-l, y( 0 ) = 1 . 

Solucion Con un tamano del paso de h = 0.2, v(0.8) aproximara y 4 . Para comenzar, usa- 
mos el metodo RK4 con x 0 = 0, y 0 = I y h = 0.2 para obtener 

y, = 1.02140000, y 2 = 1.09181796, y 3 = 1.22210646. 

Ahora establecemos x 0 = 0, x l = 0.2, x 2 = 0.4, x 3 = 0.6 y f(x, y) = x + y - 1, y encon- 
tramos 


y'o = fix o, y 0 ) = (0) + (1) - 1 = 0 

= /( x u y,) = (0.2) + (1.02140000) - 1 = 0.22140000 
y 2 = f(x 2 , y 2 ) = (0.4) + (1.09181796) - 1 = 0.49181796 
y'i = /U 3 , y 3 ) = (0.6) + (1.22210646) - 1 = 0.82210646. 

Con los valores anteriores, el predictor de la ecuacion (1) da entonces 

y*A = y 3 + (55y 3 - 59y 2 + 31 y\ - 9y ( ',) = 1.42535975. 

Para usar la correction (2) primero necesitamos 

y\ =/(x 4 , y*) = 0.8 + 1.42535975 - 1 = 1.22535975. 

Por ultimo, (2) produce 

y 4 = y 3 + (9>4 + 19y 3 - 5y 2 + y\) = 1.42552788. 

Usted debera comprobar que en el ejemplo 1 el valor exacto de y( 0 . 8 ) sea y( 0 . 8 ) = 
1.42554093. 

■ Estabilidad de los metodos numericos Una cuestion importante en el uso de 

metodos numericos es su estabilidad para aproximar la solucion de un problema de valor 
inicial. En otras palabras, un metodo numerico es estable si pequenos cambios en la con¬ 
dition inicial redundan solo en pequenos cambios en la solucion calculada. Se dice que un 
metodo numerico es inestable cuando no es estable. La razon de que las consideraciones 
de estabilidad sean importantes es que, en cada etapa sucesiva despues de la primera etapa 
de una tecnica numerica, esencialmente comenzamos otra vez con un nuevo problema de 
valor inicial, donde la condicion inicial es el valor aproximado de la solucion calculado en 
la etapa previa. Debido a la presencia del error de redondeo, es casi seguro que este valor 
varie al menos un poco en relation con el verdadero valor de la solucion. Ademas del error 
de redondeo, otra fuente cornun de error se presenta en la propia condicion inicial; en apli- 
caciones fi'sicas, muchas veces los datos se obtienen empleando mediciones imprecisas. 

Un posible metodo para detectar inestabilidad en una solucion numerica de un pro¬ 
blema especlfico de valor inicial es comparar las soluciones aproximadas obtenidas con 
tamanos del paso reducidos. Si el metodo numerico es inestable, el error quiza se incre- 
mente con tamanos menores del paso. Otra forma de verificar la estabilidad es observar 
lo que le sucede a las soluciones cuando la condicion inicial se perturba ligeramente (por 
ejemplo, al cambiar y(0) = 1 a y(0) = 0.999). 
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Para conocer un analisis mas detallado y preciso de la estabilidad, consulte algun 
libro de analisis numerico. En general, todos los metodos estudiados en este capitulo 
tienen buenas caracteristicas de estabilidad. 


■ Ventajas y desventajas de los metodos de varios pasos En la election de un me- 
todo para resolver numericamente una ecuacion diferencial influyen muchos aspectos. Los 
metodos de un solo paso, en particular el metodo de Runge-Kutta, a menudo se eligen por 
su exactitud y porque son faciles de programar. No obstante, una de sus principales desven¬ 
tajas es que el lado derecho de la ecuacion diferencial debe evaluarse muchas veces en cada 
etapa. Por ejemplo, el metodo RK4 requiere cuatro evaluaciones de funcion en cada etapa. 
Por otra parte, si las evaluaciones de funcion se calcularon y guardaron en la etapa previa, 
con un metodo de varios pasos se requiere solo una nueva evaluation de funcion por etapa. 
Esto puede generar grandes ahorros de tiempo y costo. 

Por ejemplo, para resolver numericamente y' = fix, y), y(x 0 ) = y 0 con el metodo RK4 
en n pasos, se requieren 4« evaluaciones de funcion. En el metodo de varios pasos de 
Adams-Bashforth se requieren 16 evaluaciones de funcion para iniciar con el metodo de 
Runge-Kutta de cuarto orden y n - 4 evaluaciones para las n etapas del Adams-Bashforth, 
lo que da un total de n + 12 evaluaciones de funcion para este metodo. En general, este 
metodo de Adams-Bashforth requiere un poco mas de la cuarta parte de las evaluaciones 
de funcion requeridas para el RK4. Si la evaluation de/(jc, y) resulta complicada, el me¬ 
todo de varias etapas sera mas eficiente. 

Otro aspecto relacionado con los metodos de varios pasos es cuantas veces se debe re- 
petir la formula correctora Adams-Moulton en cada etapa. Cada vez que se usa el correc¬ 
tor, se realiza otra evaluation de funcion, de manera que la precision aumenta a cambio 
de perder una de las ventajas del metodo de varios pasos. En la practica, el corrector se 
calcula una vez, y si el valor de y n+l cambia mucho, vuelve a iniciarse el problema com¬ 
plete con un tamano menor del paso. Esto suele ser la base de los metodos de tamano del 
paso variable, cuyo analisis esta fuera del alcance de este texto. 


EJERCICIOS 6.3 Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-13. 


1. Obtenga la solution analftica del problema de valor ini¬ 
tial dado en el ejemplo 1. Compare los valores reales de 
y(0.2), y(0.4), y(0.6) y y(0.8) con las aproximaciones y b 

yi, yi y y* 

2. Escriba un programa de compute para el metodo Adams- 
Bashforth-Moulton. 

En los problemas 3 y 4 use el metodo Adams-Bashforth-Moulton 
para aproximar y( 0 . 8 ), donde y(x) es la solution del problema de 
valor initial respectivo. Emplee h = 0.2 y el metodo RK4 para 
calculary l5 y 2 y y 3 . 


3. / = 2x- 3y + 1, y(0) =1 4. y' = 4x- 2y, y(0) = 2 

En los problemas del 5 al 8 utilice el metodo Adams-Bashforth- 
Moulton para aproximar y(1.0), donde y( x) es la solution del 
problema de valor initial respectivo. Primero utilice h = 0.2 
y despues h = 0.1. Aplique el metodo RK4 para calcular y,, 

yi y y?r 

5. y' = 1 + y 2 , y(0) = 0 6 . y' = y + cos x, y(0) = 1 

7. y' = ( x-y ) 2 , y( 0 ) = 0 8. y' = xy + Vy, y( 0 ) = 1 


.4 Ecuaciones y sistemas de orden superior 


■ Introduction Hasta aquf nos hemos enfocado en las tecnicas numericas que se pue- 
den utilizar para aproximar la solution de un problema de valor initial de primer orden 
y' = fix, y), y(x 0 ) = y 0 . Para aproximar la solution de un problema de valor inicial de 
segundo orden, debemos expresar una ED de segundo orden como un sistema de dos ecua¬ 
ciones diferenciales de primer orden. Para ello comenzamos por escribir la ED de segundo 
orden en su forma normal al resolver para y" en terminos de x, y y y'. 
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■ Problemas de valor inicial de segundo orden Un problema de valor inicial de 
segundo orden 

y" = /(*> y, y'\ y{x Q ) = y Q , y'(x 0 ) = u 0 , ( 1 ) 

se puede expresar como un problema de valor inicial para un sistema de ecuaciones 
diferenciales de primer orden. Si y' = u, la ecuacion diferencial presentada en (1) se 
convierte en el sistema 


y' = u 

, ft y (2) 

u — J(x, y, u). 

Puesto que y'(x 0 ) = u(x 0 ), las condiciones iniciales correspondientes para (2) son, por lo 
tanto, y(x 0 ) = y 0 , u(x 0 ) = u 0 . El sistema (2) puede resolverse numericamente ahora si se 
le aplica un metodo numerico particular a cada ecuacion diferencial de primer orden. Por 
ejemplo, el metodo de Euler aplicado al sistema (2) serfa 


y„+i =y n + K 

«„+! = u n + hf( x „, y„, u n ), 


(3) 


mientras que el metodo de Runge-Kutta de cuarto orden, o metodo RK4, se escribirfa 
como 

y „+1 = y„ + 6 ( ,n i + 2m 2 + 2m 3 + ( 4 ) 

m„+i = u n + | (k\ + 2k 2 + 2k, + k A ) 

donde 


m x = u n 

h =f(x n , y n , u n ) 

m 2 = u n + \ hk x 

h =f(x„ +\h, y„ + \hm,, u„ + \ lik x ) 

m 3 = u„ + 2 hk 2 

h =f(x„ + \h, y n + 2 hm 2 , u„ + \ hk 2 ) 

m 4 = u n + hk. 

k A = f(x n + h, y n + hm 3 , u n + hk,). 


En general, podemos expresar cualquier ecuacion diferencial de «-esimo orden 

y (n) =f{x,y,y',...,y (n - 1) ) 

como un sistema de n ecuaciones de primer orden mediante las sustituciones y = tq, 

y' = “ 2 , y" = « 3 » • • •, y in ~ l) = «„• 


Ejemplo 1 Metodo de Euler 

Use el metodo de Euler para determinar el valor aproximado de v(0.2), donde y(x) sea la 
solucion del problema de valor inicial 

y" + xy' + y = 0, >'(0) = 1, /(0) = 2. (5) 

Solucion En terminos de la sustitucion y' = u, la ecuacion es equivalente al sistema 

y' = u 

u' = -xu - y. 

Por lo tanto, con base en (3) obtenemos 

y n+ \ = y n + hu n 

u „+1 = u n + h[-x n u n -y„]. 


6.4 Ecuaciones y sistemas de orden superior 
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Mediante el tamano del paso h = 0.1 y y 0 = 1, u 0 = 2, encontramos 

yi = yo + (0.1)«0 = 1 + (0.1)2= 1.2 

«t = Ho + (0.1)[-Xo«o-yo] = 2 + (0.1)[-(0)(2 )-l] = 1.9 

y 2 = y, + (O.l)iq = 1.2 + (0.1)(1.9) = 1.39 

u 2 = u j + (0.1)[-x lMl -yj = 1.9 + (0.1)[—(0.1)(1.9) - 1.2] = 1.761. 

En otras palabras, y(0.2) ~ 1.39 y y'(0.2) ~ 1.761. 

Con ayuda de la funcion graficadora de un programa de solucion numerica, en la figura 
6.2a) comparamos la curva solucion de (5) generada por el metodo de Euler (h = 0.1) en el 
intervalo [0, 3] con la curva solucion generada por el metodo RK4 (h = 0.1). A partir de la 
figura 6.2 b), parecerfa que la solucion y(x) de (4) tiene la propiedad de que y(x) —* 0 cuando 

X -> 00 . 



a) Metodo de Euler (a color) 
Runge-Kutta (negra) 

Figura 6.3 Curvas solucion numericas 



b) Runge-Kutta 


■ Sistemas reducidos a sistemas de primer orden Mediante un procedimiento si¬ 
milar al que acabamos de analizar, se suele reducir un sistema de ecuaciones diferenciales 
de orden superior a un sistema de ecuaciones de primer orden al resolver primero la deri- 
vada de orden superior de cada variable dependiente y realizando despues las sustituciones 
adecuadas para las derivadas de orden inferior. 


Ejemplo 2 Un sistema escrito de nuevo como sistema de primer orden 

Escriba x" -x' + 5.v + 2y" = e' 

-2x + y" + 2y = 31 1 

como un sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden. 

Solucion Escriba el sistema como 

x" + 2y" = e‘ - 5x + x' 
y" = 3 1 2 + 2x-2y 

y despues elimine y" multiplicando la segunda ecuacion por 2 y restando. Con ello se 
obtiene 

x" = -9x + 4y + x' +e'~ 6 1 2 . 
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Puesto que la segunda ecuacion del sistema ya expresa la derivada de orden superior de 
y en terminos de las funciones restantes, ahora estamos en posicion de poder introducir 
variables nuevas. Si x' = u y y' = v, las expresiones para x" y y" se convierten, respecti- 
vamente, en 


u' = x" = —9x + 4 y + u + e‘ - 6f 2 
v' = y" = 2x - 2y + 31 2 . 

El sistema original puede escribirse entonces en la forma 

x' = u 
y' = v 

u' = —9x + 4_v + u + e' - 6f 2 

v' = 2x - 2y + 3 t 2 . □ 

Tal vez no sea posible desarrollar las reducciones ilustradas en el ejemplo 2. 


■ Solucion numerica de un sistema La solucion de un sistema de la forma 

= fl(t,x i,X 2 ,...,X„) 

= f 2 (t, X|, x 2 ,..., x„) 


= fn(t,x u x 2 , • ■ • , x n ) 

se puede aproximar mediante una version de los metodos de Euler, Runge-Kutta o 
Adams-Bashforth-Moulton adaptada al sistema. Por ejemplo, el metodo RK4 aplicado 
al sistema 

x' = f{t, x, y) 
y' = g(t, x, y) 
x(t 0 ) = x 0 , y(t 0 ) = y 0 

se ve asi: 

x n + i = x n + g (m l + 2m 2 + 2 m 3 + m A ) 

y n +1 = y n + I (^i + -^2 + 2L 3 + k 4 ). 


( 6 ) 


(7) 


dx x 

dt 

dx 2 

dt 


dx n 

dt 


donde 


=f(t n ,x„,y n ) 

m 2 =f(t n + 1 2 h, x n +xm u y„ + \k x ) 
m-} =f(t„ + \h, x n + \ m 2 , y n + \k 2 ) 


ki = g(t n , x n , y n ) 

k 2 = g(t n + \h, x n + xm h y n + \k A ) 
k 2 = g(t n + kh,x n + \m 2 , y n + {k^ 


( 8 ) 


=f(t n + h, x n + m 3 , y n + k 3 ) 


k 4 = g(t„ + h, x n + m 3 , y n + k 3 ). 


6.4 Ecuaciones y sistemas de orden superior 
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Tabla 6.8 h = 0.2 


tn 

x n 

y n 

0.00 

-1.0000 

6.0000 

0.20 

9.2453 

19.0683 

0.40 

46.0327 

55.1203 

0.60 

158.9430 

150.8192 

Tabla 6.9 h = 0.1 


tn 

x„ 

y n 

0.00 

-1.0000 

6.0000 

0.10 

2.3840 

10.8883 

0.20 

9.3379 

19.1332 

0.30 

22.5541 

32.8539 

0.40 

46.5103 

55.4420 

0.50 

88.5729 

93.3006 

0.60 

160.7563 

152.0025 



Figura 6.3 Curvas soludon 
numericas para el problema de valor 
inicial del ejemplo 3 


Ejemplo 3 Metodo RK4 

Considere el problema de valor inicial 

x' = 2x + 4y 
y' = -x + 6y 
x(0) = -1, y(0) = 6. 

Aplique el metodo RK4 para aproximar .r(0.6) y y(0.6). Compare los resultados con 
h = 0.2 y h = 0.1. 


Solucion Mostraremos los calculos de x x y yi con el tamano del paso h = 0.2. Con las 
identificaciones/( t, x, y) = 2x + 4y, g(t, x, y) = —x + 6y, t 0 = 0, x 0 = -1 y y 0 = 6, a partir 
de (8) podemos ver que 

m, = /(t 0 , *o, y 0 ) =/(0, -1,6) = 2(—1) + 4(6) = 22 
h = g(t 0 , Xo, y 0 ) = g(0, -1, 6) = —1(—1) + 6(6) = 37 
»h = fUo+k^Xo+lhm^yo+^hki) =/(0.1, 1.2, 9.7) = 41.2 

k 2 = g(t 0 + \h, x 0 + \hm x , y 0 + \ hk\) = g(0.1, 1.2, 9.7) = 57 

m 3 = f(t 0 + \h,x 0 + \hm 2 ,y 0 + \hk 2 ) =/(0.1, 3.12, 11.7) = 53.04 

k 2 = g(t 0 + \h, x 0 + khm 2 , y 0 + \hk 2 ) = g(0.1, 3.12, 11.7) = 67.08 

m 4 = f(to + It, x o + hm 3 , y 0 + hk 3 ) =/(0.2, 9.608, 19.416) = 96.88 
£4 = g(t 0 + h, x 0 + hm 3 , y 0 + hk 3 ) = g(0.2, 9.608, 19.416) = 106.888. 


Por lo tanto, de (7) obtenemos 
0.2 


X\ = x 0 + - (m 1 + 2 nu + 2m 3 + m 4 ) 

6 

0.2 , 

= -1 + — (2.2 + 2(41.2) + 2(53.04) + 96.88) = 9.2453 
6 

0.2 

34 = 3'o + “7“ ( k i + 2k i + 2k 3 + k 4 ) 

6 

= 6 + ^ (37 + 2(57) + 2(67.08) + 106.888) = 19.0683, 
6 


donde, como es costumbre, los valores calculados de jq y yq se redondean a cuatro cifras 
decimales. Estos numeros nos dan las aproximaciones de x x ~ x(0.2) y y\~ y(0.2). Los 
valores subsecuentes, obtenidos con ayuda de una computadora, se resumieron en las 
tablas 6.8 y 6.9 


El lector debera comprobar que la solucion del problema de valor inicial planteado en 
el ejemplo 3 este dada por x(t) = (26 1 - l)e 4f , y(t) = (13/ + 6)e 4 '. A partir de estas ecua- 
ciones vemos que los valores reales x(0.6) = 160.9384 y y(0.6) = 152.1198 estan corn- 
parados de manera favorable con los datos de la ultima li'nea de la tabla 6.9. La grafica de 
la solucion en las cercamas de / = 0 se muestra en la figura 6.3; la grafica se obtuvo con 
un programa de solucion numerica mediante el metodo RK4 y h = 0.1. 

En conclusion, expresamos el metodo de Euler para el sistema general (6) como: 

x „+1 = x n + hf(t„,x„,y n ) 
v„+i = y„ + hg(t n , x„, y n ). 


292 


CAPITUL0 6 Soluciones numericas a ecuaciones diferenciales ordinarias 












EJERCICIOS 6.4 


Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-13. 


1. Utilice el metodo de Euler para aproximar v(0.2), donde 
y(x ) sea la solucion del problema de valor inicial 

y " - 4y< + 4y = 0, 40) = -2, 4(0) = 1. 

Utilice h = 0.1. Encuentre la solucion exacta del proble¬ 
ma y compare el valor real de y( 0 . 2 ) con y 2 . 

2. Mediante el metodo de Euler aproxime y(1.2), donde 
y(x) sea la solucion del problema de valor inicial 

x 2 y" - 2xy' + 2y = 0, y(l) = 4, 4(1) = 9, 

donde x > 0. Utilice h = 0.1. Encuentre la solucion ana- 
lftica del problema y compare el valor real de y( 1 . 2 ) con 

y* 


donde i, (0) = 0 e / 3 (0) = 0. Aplique el metodo RK4 
para aproximar /,(*) e i 3 {t) en t = 0.1, 0.2, 0.3, 0.4 y 0.5. 
Utilice h = 0.1. Emplee un programa de solucion nume- 
rica para graficar la solucion en el intervalo 0 < / < 5. 
Utilice sus graficas para pronosticar el comportamiento 
de q(f) e i 3 (t) cuando t —¥ oo. 



En los problemas 3 y 4, repita el problema indicado mediante el 
metodo RK4. Primero use h = 0.2 y despues h = 0.1. 

3. Problema 1 4. Problema 2 

5. Utilice el metodo RK4 para aproximar y(0.2), donde 
y(x) sea una solucion del problema de valor inicial 


Figura 6.4 Red del problema 6 

En los problemas del 7 al 12, use el metodo de Runge-Kutta para 
aproximar jr(0.2) y y(0.2). Primero utilice h = 0.2 y despues h = 
0.1. Emplee un programa de solucion numerica y h = 0.1 para 
graficar la solucion en las cercanfas de / = 0 . 


y" - 2 y' +2 y = e‘ cos t, y( 0 ) = 1, y'( 0 ) = 2 . 
Primero utilice h = 0.2 y despues h = 0.1. 

6 . Cuando E = 100 V, R = 10 11 y L = 1 h, el sistema de 
ecuaciones diferenciales para las corrientes /,(*) e i 3 (t) 
presentes en la red electrica ilustrada en la figura 6.4 es 

— = - 20 /, + 10* 3 + 100 
dt 

di 3 

— = 10 *! - 20 * 3 , 
dt 


7. x' = 2x - y 
y'= x 

x(0) = 6, y(0) = 2 

9. x' = -y + t 
y' = x-t 

40) = -3, y(0) = 5 
11. x' + 4x — y' = It 
x' + y' -2y = 31 
40) = 1, y(0) = -2 


8. x' = x + 2y 
y' = 4x + 3y 
40) = 1, y(0) = 1 
10. x' = 6x + y + 6t 

y' = 4x + 3y - lOt + 4 
40) = 0.5, 40) = 0.2 
12. x' +4 = 4t 

-4 +4 + v = + 10 

40) = 3, 40) = -1 


I 

■ Introduction En la seccion 6.4 acabamos de ver como aproximar la solucion de un 
problema de valor inicial de segundo orden y" =f(x, y, y'), y(x 0 ) = v 0 , y'C^o) = u o- En esta 
seccion vamos a examinar dos metodos utiles para aproximar una solucion de un problema 
de valores en lafrontera de segundo orden y" = f(x, y, y'), y(a) = a, y(b) = [3. A dife- 
rencia de los procedimientos que se emplean en los problemas de valor inicial de segundo 
orden, los metodos de los problemas de valores en la frontera de segundo orden no requie- 
ren que la ED de segundo orden se escriba nuevamente como un sistema de ecuaciones 
diferenciales de primer orden. 

■ Aproximaciones por diferencias finitas El desarrollo de una serie de Taylor, cen- 
trada en un punto a, de una funcion y(x) es 

x — a (x ~ a) 2 (x — a) 3 

y(x) = y(a) + /(a) — + y"(a) + y"\a) + -. 

Si definimos h = x-a, entonces la linea anterior equivale a 

44 = y(a) + 4(a) ^ + y"(a) ^ + y"'(a) ^ + •••. 


Problemas de valores en la frontera 
de segundo orden 


6.5 Problemas de vaLores en la frontera de segundo orden 
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Para el analisis siguiente conviene volver a escribir esta ultima expresion en dos formas 
alternativas: 

y(x + h) = y(x ) + y'(x)h + y"(x) + y"'(x) ( 1 ) 

2 D 

y y(x — h) = y(x) — y'(x)h + y"(x) — y"'(x) + ■ ■ • ■ ( 2 ) 

2 D 

Si h es pequena, podemos ignorar los terminos en que aparezcan A 4 , h 5 , puesto que 
estos valores son insignificantes. De hecho, si ignoramos todos los terminos donde apa- 
rece Ir y potencias mayores, cuando ( 1 ) y ( 2 ) se resuelven producen, respectivamente, 
las siguientes aproximaciones para la primera derivada 

y'(x) ~ 7 [y(x + h) - y(x)\ (3) 

h 

y'(x) « 7 [y(x) - y(x - h)]. (4) 

h 

Cuando se restan (1) y (2) se tiene tambien 

y'(x) = ' [ y(x + h) -y(x-h)l (5) 

2 h 

Por otra parte, si ignoramos los terminos en que aparece h 3 o una potencia superior, des¬ 
pues al sumar ( 1 ) y ( 2 ) se obtiene una aproximacion de la segunda derivada v"(x): 

y"(x) » ~~2 [y(x + h) - 2y(x) + y(x - h)]. ( 6 ) 

Ir 

Los lados derechos de (3), (4), (5) y ( 6 ) se denominan cocientes de diferencias. Las 
expresiones 

y(x + h) - y(x), y(x) - y(x - h ), y(x + h ) - y(x - h ) 
y y(x + h) - 2y(x) + y(x - h) 

se denominan diferencias finitas. En especffico, y(x + h) - y(x) es llamada una diferencia 
hacia adelante, y(x) - y(x - h) es una diferencia hacia atras, y tanto y(x + h) - y(x - h) 
como y(x + h) - 2y(x) + y(x - h) son llamadas diferencias centrales. Los resultados de (5) 
y ( 6 ) se denominan aproximaciones por diferencia central para las derivadas y' y y". 

M Metodo de diferencias finitas Considere ahora un problema de valores en la fron- 
tera lineal de segundo orden: 

y" + P(x)y' + Q(x)y = f{x), y(a ) = a, y(b) = /3. (7) 

Suponga que a = x 0 < x l < x 2 < ■ ■. < x n _ l < x„ = b representa una particion regular del in- 
tervalo [a, b\, es decir, x,- = a + ih , donde i = 0, 1, 2,..,, n y h = (b - a)/n. Los puntos 

X\ = a + h, x 2 = a + 2h, ..., x n _ 1 = a + (n - 1 )h, 

se llaman puntos interiores de la malla del intervalo [«, b\. Si definimos 

}’< = >'(x ; ), Pi = P(Xj), Q i = Q(x i ) y f =f(x i ) 

y si y" y y' de (7) se reemplazan con sus aproximaciones por diferencia central (5) y ( 6 ), 
obtenemos 


37+1-2 yi + yi-i y i+1 - y ; _i 

- 1? - + p ‘^i, — + 

o, despues de simplificar, 

(i + \p)y» i + (~ 2 + *Qi)yt + (i - \ a).v,-i = h 2 f. 


(8) 
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Esta ultima ecuacion, conocida como ecuacion de diferencias Anitas, es una aproxima- 
cion de la ecuacion diferencial. Nos permite aproximar la solucion y(x) de (7) en los pun- 
tos interiores de la mallax b x 2 ,x„_ i del intervalo [a, b]. Si definimos i y adoptamos 
los valores 1 , 2 ,...,«- 1 en (8), obtenemos n - 1 ecuaciones en las n - 1 incognitas y h 
y 2 , .. ., y„_|. Debemos tener en cuenta que conocemos y 0 y y n , pues son las condiciones 
de frontera especificadas y 0 = y(x 0 ) = y(a) = ay y n = y(x„) = y(b) = /3. 

En el ejemplo 1 consideramos un problema de valores en la frontera, para el cual 
podemos comparar los valores aproximados encontrados con los valores exactos de una 
solucion explicita. 


Ejemplo 1 Uso del metodo de diferencias finitas 

Aplique la ecuacion de diferencias ( 8 ) con n = 4 para aproximar la solucion del proble¬ 
ma de valores en la frontera 

y" - Ay = 0, y(0) = 0, y(l) = 5. 

Solucion Para usar ( 8 ) identificamos P(x) = 0, Q(x) = -4, f(x) = 0 y h = (1 - 0)/4 = \. 
Por lo tanto, la ecuacion de diferencias es 

y M -2.2Sy i + y t _ 1 = 0. (9) 

Ahora los puntos interiores son x 1 = 0 + |,x 2 = 0 + |, x 3 = 0 + |, asi, para i = 1, 2 y 3, 
(9) produce el siguiente sistema para las respectivas y,, y 2 y y 3 : 


y 2 - 2.25y 3 + y 0 = 0 
>3 - 2.25y 2 + yi = 0 
y 4 - 2.25v 3 + y 2 = 0. 

Debido a que las condiciones de frontera son y 0 = 0 y y 4 = 5, el sistema anterior se 
convierte en 


—2.25y i + y 2 =0 

y\ -2.25y z + y 3 = 0 

y 2 - 2.25y 3 = -5. 

Cuando se resuelve el sistema se obtienen y 1 = 0.7256, y 2 = 1.6327 y y 3 = 2.9479. 

Ahora la solucion general de la ecuacion diferencial dada es y = c 3 cosh 2x + 
c 2 senh 2x. La condicion y(0) = 0 implica c, = 0. La otra condicion de frontera deter- 
mina a c 2 . De esta forma vemos que una solucion explicita del problema de valores en la 
frontera es y(x) = (5 senh 2x)/senh 2. 

Por lo tanto, los valores exactos (redondeados a cuatro cifras decimales) de esta so¬ 
lucion en los puntos interiores son los siguientes: y(0.25) = 0.7184, y(0.5) = 1.6201 y 
y(0.75) = 2.9354. 

En el ejemplo 1, la exactitud de las aproximaciones se puede mejorar usando un valor 
menor de h. Por supuesto, la desventaja aqui es que para un valor menor de h se necesita 
resolver un sistema de ecuaciones mayor. Se deja al lector como ejercicio demostrar que 
con h = las aproximaciones y(0.25), y(0.5) y y(0.75) son 0.7202, 1.6233 y 2.9386, 
respectivamente. Yea el problema 11 en los ejercicios 6.5. 


Ejemplo 2 Empleo del metodo de diferencias finitas 

Use la ecuacion de diferencias ( 8 ) con n = 10 para aproximar la solucion de 
y" + 3y' + 2y = 4x 2 , y(l) = 1, y(2) = 6 . 

Solucion En este caso identificamos P(x) = 3, Q(x) = 2, fix) = 4x 2 y h = (2 - 1)/10 = 
0.1 y, por lo tanto, ( 8 ) se convierte en 

1.15y i+1 - 1.98y, + 0.85^^ = 0.04xf. (10) 
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Ahora los puntos interiores son x 1 = 1.1, x 2 = 1.2, x 3 = 1.3, x 4 = 1.4, x 5 = 1.5, x 6 = 
1.6, x 7 = 1.7, x 8 = 1.8 y x g = 1.9. Para i = 1, 2,..., 9 y y 0 = 1, }’io = 6 , (10) produce un 
sistema de nueve ecuaciones y nueve incognitas: 

1.15y 2 -1.98y 1 =-0.8016 

1.15y 3 - 1.98y 2 + 0.85vi = 0.0576 
1.15y 4 - 1.98y 3 + 0.85y 2 = 0.0676 
1.15y s - 1.98y 4 + 0.85y 3 = 0.0784 
1.15y 6 - 1.98y 5 + 0.85y 4 = 0.0900 
1.15 v 7 - 1.98y 6 + 0.85y 5 = 0.1024 
1.15v 8 - 1.98y 7 + 0.85y 6 = 0.1156 
1.15y 9 - 1.98y g + 0.85_v 7 = 0.1296 
-1.98y 9 + 0.85y s = -6.7556. 

Podemos resolver este gran sistema de ecuaciones mediante la eliminacion de Gauss o, 
con relativa facilidad, empleando un sistema asistido por computadora. El resultado es 
y x = 2.4047, y 2 = 3.4432, y 3 = 4.2010, y 4 = 4.7469, y 5 = 5.1359, y 6 = 5.4124, y 7 = 
5.6117, y 8 = 5.7620 yy 9 = 5.8855. 

I Metodo de tanteos Otra forma de aproximar una solucion de un problema de valo- 
res en la frontera y" = /(x, y, y'), y(a) = a, y(b ) = /3, es el metodo de tanteos. El punto 
de partida es reemplazar el problema de valores en la frontera con un problema de valor 
inicial 

y" = /(x, y, y'), y{a) = a, y'{a) = m l . ( 11 ) 

El numero m l incluido en (11) es simplemente un supuesto de la pendiente descono- 
cida de la curva solucion en un punto conocido ( a , y(a)). Entonces, aplicamos paso a 
paso una de las tecnicas numericas a la ecuacion de segundo orden dada en ( 11 ) para 
encontrar una aproximacion f3 i para el valor de y(b). Si f3 l concuerda con el valor dado 
y(b) = /3 dentro de una tolerancia establecida previamente, los calculos se detienen; de 
otra forma los calculos se repiten, comenzando con un supuesto distinto y'(a) = m 2 para 
obtener una segunda aproximacion j 8 2 para y(b). Este metodo se puede continuar con el 
metodo de prueba y error, o las pendientes sucesivas m 3 , m 4 , ..., pueden ajustarse de 
alguna forma sistematica; una interpolacion lineal resulta muy util cuando la ecuacion 
diferencial (11) es lineal. El procedimiento es analogo a tirar a un bianco (la “mira” es la 
eleccion de la pendiente inicial) hasta llegar a la diana, que es y(b). Vea el problema 14 
en los ejercicios 6.5. 

Desde luego, el fundamento para usar estos metodos numericos es el supuesto, no 
siempre valido, de que existe una solucion del problema de valores en la frontera. 


Comentarios 


El metodo de aproximacion que utiliza diferencias finitas se puede aplicar a pro- 
blemas de valores en la frontera donde la primera derivada se especifica en una 
frontera, por ejemplo, un problema como y" =/(x, y, y'), y'{a ) = a, y(b) = /3. Vea el 
problema 13 en los ejercicios 6.5. 


EJERCICIOS 6.5 Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-13. 


En los problemas del 1 al 10, use el metodo de diferencias finitas 
y el valor indicado de n para aproximar la solucion del problema 
de valores en la frontera dado. 

1 . y" + 9y = 0, y(0) = 4, y(2) =1; n = 4 

2. y" - y = x 2 , y(0) = 0, y(l) = 0; n = 4 


3. y" + 2 y' +y = 5x, y(0) = 0, y(l) = 0; n = 5 

4. y" - 10 y' + 25 >> = 1, y(0) = 1, y(l) = 0; n = 5 

5. y" - 4y' + 4y = (x + I )e 1 \ y(0) = 3, y(l) = 0; n = 6 

6 . y" + 5y' = 4 Vx, y(l) = 1, y(2) = -1; n = 6 

7. x 2 y" + 3xy' + 3y = 0, y(l) = 5, y(2) = 0; n = 8 
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8 . x 2 y" - xy' + y = In x, y(l) = 0 , y( 2 ) = - 2 ; n = 8 

9. y" + (1 - x)y’ +xy = x, y(0) = 0, y(l) = 2; n= 10 

10 . y" + xy' + y = x, y( 0 ) = 1 , y(l) = 0 ; n = 10 

11 . Vuelva a trabajar en el problema 1, con n = 8 . 

12. El potencial electrostatico u entre dos esferas concentri- 
cas de radio r=lyr = 4se determina a partir de 

d 2 u 2 du 

— + —- = 0, u( 1) = 50, u( 4) = 100. 

dr r dr 

Use el metodo de esta seccion con n = 6 para aproximar 
la solucion de este problema de valores en la frontera. 

13. Considere el problema de valores en la frontera 

y" + xy = 0 , y'( 0 ) = 1 , y(l) = -l. 

a) Encuentre la ecuacion en diferencias que correspon- 
de a la ecuacion diferencial. Demuestre que cuan- 
do i = 0 , 1 , 2 , ..., n — 1 , la ecuacion en diferencias 
produce n ecuaciones en n + 1 incognitas y_ u y 0 , y b 
y 2 , . ,.,y n _ i. Aquf y_, y y 0 son incognitas puesto que 


y_, representa una aproximacion a y en el punto ex¬ 
terior x = -h y y 0 no esta especificado en x = 0 . 

b) Use la aproximacion por diferencia central (5) para 
demostrar que y 1 - y_ x = 2 h. Mediante esta ecuacion, 
elimine y_ x del sistema determinado en el inciso a). 

c ) Mediante n = 5 y el sistema de ecuaciones encontra- 
do en los incisos a) y b ), aproxime la solucion del 
problema de valores en la frontera. 

Tarea para el laboratorio de computo 

14. Considere el problema de valores en la frontera y" = y' 
- sen(xy), y(0) = 1, y(l) = 1.5. Use el metodo de tan- 
teos para aproximar la solucion de este problema. (La 
aproximacion real se puede obtener mediante una tec- 
nica numerica, digamos, el metodo de Runge-Kutta de 
cuarto orden con h = 0 . 1 ; o aun mejor, si tiene acceso a 
un CAS, como Mathematica o Maple , podra utilizar la 
funcion NDSolve.) 


EJERCICIOS DE REPASO DEL CAPITULO 6 Las respuestas a los problemas impares 

seleccionados comienzan en la pagina RESP-14. 


En los problemas del 1 al 4, construya una tabla en la que se 
comparen los valores indicados de y(x) obtenidos con los me- 
todos de Euler, mejorado de Euler y de Runge-Kutta. Redondee 
sus calculos a cuatro cifras decimales y use h = 0.05. 

1 . y' = 2 In xy, y(l) = 2 ; 
y(l.l),y(1.2),y(1.3), y(1.4), y(1.5) 

2 . y' = sen x 2 + cos y 2 , y( 0 ) = 0 ; 
y(0.1), y(0.2), y(0.3), y(0.4), y(0.5) 

3. y' = Vx + y, y(0.5) = 0.5; 
y(0.6),y(0.7),y(0.8), y(0.9), y(1.0) 

4. y'=xy + y 2 ,y{ 1) = 1; 
y(l.l),y(1.2),y(1.3), y(1.4), y(1.5) 

5. Utilice el metodo de Euler para aproximar y(0.2), donde 
y(x) es la solucion del problema de valor inicial y" - ( 2 x 
+ l)y = 1, y(0) = 3, y'(0) = 1. Primero con un tamafio del 


paso de h = 0 . 2 , y despues repita los calculos usando dos 
pasos con h = 0 . 1 . 

6 . Ernplee el metodo de Adams-Bashforth-Moulton para 
aproximar v(0.4), donde y(x) es la solucion del problema 
de valor inicial y' = 4x - 2y, y(0) = 2. Use ft = 0.1 y el 
metodo RK4 para calcular y,, y 2 y y 3 . 

7. Utilice el metodo de Euler con ft = 0.1 para aproximar 
x( 0 . 2 ) y y( 0 . 2 ), donde x(t), y(t) es la solucion del proble¬ 
ma de valor inicial 

x' = x + y 
y' =x-y 
x( 0 ) = 1 , y( 0 ) = 2 . 

8 . Utilice el metodo de diferencias finitas con n = 0 para 
aproximar la solucion del problema de valores en la 
fronteray" + 6.55(1 + x)y = 1, v(0) = 0, y(l) = 0. 
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Algebra matricial 


I Introduction A partir de los conocimientos basicos del calculo vectorial, se sabe que 
un vector en R" es una n-tupla ordenada (jq, x 2 ,..., x n ). Los vectores a menudo se escriben 
como un arreglo horizontal o vertical sin comas: 


(•*1 *2 ''' * n ) 0 


/■* A 

Xi 

\ X J 


(1) 


A cada uno de los arreglos mostrados en (1) se le denomina matriz. Nuestro objetivo en 
esta section es el estudio del algebra de tales arreglos. 


■ Una definition Los arreglos mostrados en (1) son casos especiales de (2) en la defi¬ 
nition que sigue. 



A los numeros o funciones incluidos en el arreglo (2) se les llama entidades o ele- 
mentos de la matriz. Si una matriz tiene m renglones y n columnas decimos que su 
tamano es de m por n (y se escribe m X n). Una matriz den Xn se denomina matriz 
cuadrada o matriz de orden n. Una matriz de 1 X 1 es simplemente una constante 


o funcion. Por ejemplo, A 


B = 


2 5\ 

es una matriz de 2 X 3 mientras que 
9 3J 4 

/9 7 0 8\ 

1-261 
0 0-16 

\5 V3 7T -4/ 


(3) 


es una matriz cuadrada de 4 X 4 o una matriz de orden 4. A lo largo de este libro denota- 
remos a una matriz mediante una letra mayuscula en negritas, tal como A. B, C, X. 

El elemento que aparece en el renglon z'-esimo y en la columna /-esirna de una matriz 
A de m X n se escribe como ay. Por lo tanto, una matriz A de m X n se abrevia como 
A = (,a«) m Xr En una matriz cuadrada de n X n a los elementos a n , a 22 ,a nn se les 
llama elementos de la diagonal principal. Los elementos de la diagonal principal de la 
matriz B mostrada en (3) son 9, -2, -1 y -4. 
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se llama vector columna. Una matriz de 1 X n, 

Oi a 2 ■■■ a n ). 


se llama vector renglon. 


V 


DEFINICION 7.3 


Igualdad de matrices 


Dos matrices A y 15 de in X n son iguales si a /( = by para cada i y j. 




J 


En otras palabras, dos matrices son iguales si, y solo si, tienen el mismo tamano y sus 
elementos correspondientes son iguales. 


Ejemplo 1 Igualdad 


a) Las matrices 


1 1 


111 ', 

y l I no son iguales puesto que el tamano de la 


V 1 1 / \1 1 1 

primera matriz es de 2 X 2 y el de la segunda es de 2 X 3. 


/I 2\ \ 

b) Las matrices y 

V3 4 y \4 


no son iguales puesto que, en los segundos ren- 


glones, los elementos correspondientes no son iguales. 


□ 


■ Suma de matrices Cuando dos matrices A y B son del mismo tamano, podemos 
sumarlas mediante la adicion de sus elementos correspondientes. 



Ejemplo 2 Suma de dos matrices 


a) La suma de A = 


-1 

4 

10 



/ 2 + 4 

-1+7 

3 + ( — 8)\ , 

( 6 

6 

- 5 \ 

A + B = 0 + 9 

4 + 3 

6 + 5 = 

9 

7 

11 

\ —6 + 1 

10 + (—1) 

-5 + 2/ 

V-5 

9 

“3/ 


b) 


La suma de A = 
tienen tamanos diferentes. 


1 

2 

3 yB = 

1 

0 

\4 

5 

6 / y 

Vi 

a 


no esta definida puesto que A y B 

□ 


302 


CAPITULO ; Matrices 

















En otras palabras, para calcular kA simplemente multiplicamos cada elemento de A por k. 
Por ejemplo, a partir de la definicion 7.5, 5 

. Se observa de paso que, para cualquier matriz A, el multiplo escalar kA es 



(5-2 5 • (—3)\ 

\5 • 4 5 •(-!)/ 


lo mismo que A k. 

La resta de dos matrices demX/i se define de la manera usual: A - B = A + (-B) 
donde-B = (-l)B. 

El teorema siguiente resume algunas propiedades de la suma y la multiplicacion es¬ 
calar de matrices. Cada una de las seis partes del teorema puede demostrarse mediante el 
uso de las definiciones 7.4 y 7.5. 


TEOREMA 7.1 


Propiedades de La suma de matrices 
y de La muLtipLicacion escaLar 


Suponga que A, B y C son matrices de m 
tanto, 

i) A + B = B + A 

ii) A + (B + C) = (A + B) + C 
Hi ) ( kik 2 )A = k x (k 2 A) 

iv) 1A = A 

v) k x (A + B) = k x A + £[B 

vi) (k t + k 2 )A = k { A + k 2 A 


X n y que k { y k 2 son escalares. Por lo 

Ley conmutativa de la suma 
Ley asociativa de la suma 

Ley distributiva 
Ley distributiva 


■ Multiplicacion de matrices Acabamos de estudiar que cualquier matriz A puede 
multiplicarse por un escalar; sin embargo, ^pueden multiplicarse entre si dos matrices? 
La siguiente definicion proporciona la respuesta. 


DEFINICION 7.6 


Multiplication de matrices 


Sea A una matriz que tenga m renglones y p columnas, y sea B una matriz con p 
renglones y n columnas. El producto AB es la matriz de m X n 



/ «11 

a \2 


«1 p\ 

/ *11 

*12 

' ' ' *1„ \ 





AB = 

a 2l 

a 22 


a 2p 

*21 

*22 

' ' ' *2/i 






\ a ml 

a m2 


®mp j 

\*pl 

b p2 

' ' ' b pn / 






a n b n 

"P a l2^2l 

+ 

... + 

a \pb p \ 


«11*1„ + fll2*2» 

+ • 

• + 

<*\pbpn 

= 

ci 2l b n 

+ a 22 b 2 \ 

+ 

... + 

a 2pb p \ 


fl 21*l// + a 22 b 2n 

+ • 

• + 

a 2pbpn 


a m 1^11 

■P a m2 b 21 

+ 

... + 

^mpbpl 


a ml b ln + fl m2*2/i 

+ ■ 

■ + 

^mpbpn 


p 

s 

k= 1 


= ( 2 a ‘k b kj 
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La definition 7.6 establece que el products C = AB esta defmido solamente cuando el 
niimero de columnas de la matriz A es igual que el numero de renglones de B. La dimen¬ 
sion del producto puede determinarse a partir de 



El numero de columnas 
de A debe ser igual 
al numero de renglones 
de B. 


\n X ;jB/> X n C m x n- 


Asimismo, usted podra observar que los elementos en, digamos, el i-esimo renglon de la 
matriz resultante C = AB se forma utilizando la definition del producto interno o punto 
del renglon (vector) i-esimo de A con cada una de las columnas (vectores) de B. 


Ejemplo 3 Multiplication de matrices 

Encuentre el producto AB de las matrices siguientes: 


a) A = 

Solution 

a) AB = 


B 


b) A = 



A partir de la definition 7.6 se tiene: 
U ■ 9 + 1 • 6 4 • (-2) + 7 • 

V3 • 9 + 5 • 6 3 • (-2) + 5 • 


B 


78 48 

57 34 


5 • (-4) + 8-2 

5 • 

■ (—3) + 8 • 0\ 

~ 4 

-15 

1 • (-4) + 0-2 

1 • 

■(-3) + 0-0 = | 

-4 

-3 

2 • (-4) + 7-2 

2 • 

• (-3) + 7-0/ 

V 6 

-6 


A diferencia de la suma, la multiplication de matrices, en general, no es conmutativa. 

(30 53 

Esto es, BA i= AB. Observe que en el inciso a) del ejemplo 3. BA = 

4 J v \48 82 

mientras que en el inciso b) el producto BA no esta definido, ya que la primera matriz 
(en este caso la matriz B) no tiene el mismo numero de columnas que la segunda ma¬ 
triz tiene de renglones. 

El producto de una matriz de m X n con un vector columna de n X 1 es un vector 
columna de m X 1. Por ejemplo. 


f — 4 2\/ jcA _ f —4x { + 2.r 2 \ 
\ 3 Sj\xJ V 3x, + 8.r 2 / 


(3) 


A menudo resulta muy conveniente escribir un vector columna como la suma de dos o 
mas vectores columna. En vista de las definiciones 7.4 y 7.5, el resultado en (3) puede 
escribirse como 


f—4x l + 2a 2 \ _ f-4) 

{ 3x, + 8 xj X \ 3j 



M Ley asociativa Aunque aquf no se demostrara, la multiplication de matrices es 
asociativa. Si A es una matriz de m X p, B una matriz de p X r y C una matriz de r X n, 
entonces el producto 

A(BC) = (AB)C 

es una matriz de m X n. 


H Ley distributiva Si tanto B como C son matrices de r X n y A es una matriz de 
m X r, entonces la ley distributiva es 

A(B + C) = AB + AC. 
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Ademas, si el producto (B + C)A esta definido, entonces 

(B + C)A = BA + CA. 



En otras palabras, los renglones de una matriz A se convierten en las columnas de su 
transpuesta A 7 . Por ejemplo, si 


/ 3 2 
6 5 
\2 1 



/ 3 6 
entonces A r = 2 5 

V-l 2 


1 I. Si B = (5 3), entonces B r = 

4/ 



En el teorema siguiente proporcionamos algunas propiedades importantes de la ma- 
triz transpuesta. 



Desde luego, en las propiedades ii) y iii) del teorema 7.2 suponemos que la suma y 
el producto de A y B estan definidos. Observe con cuidado que el inciso iii) del teorema 
indica que la transpuesta del producto es el producto de las transpuestas con el orden 
invertido. Ademas, tanto ii) como iii) pueden hacerse extensivas a cualquier suma o pro¬ 
ducto finitos de matrices. Por ejemplo, en el caso de tres matrices, tenemos 

(A + B + C) r = A r + B r + C r y (ABC) r = C r B r A r . 


■ Matrices especiales En la teorfa de matrices existen muchos tipos de matrices que 
son importantes debido a que poseen ciertas propiedades. A continuation presentamos 
una lista de algunas de estas matrices: 


Una matriz formada solo por elementos cero se denomina matriz cero y se denota 
mediante un 0. Por ejemplo. 


0 = 





0 

0 

0 


son matrices cero. Si A y 0 son matrices m X n, entonces 


Ademas, 


A + 0 = A. 
A + (-A) = 0. 


(4) 

(5) 


Se dice que una matriz A de n X n es triangular si todos sus elementos ubicados por 
debajo de la diagonal principal son ceros o si todos sus elementos por arriba de la 
diagonal principal son ceros. En otras palabras, la matriz cuadrada A es triangular si 
ciy = 0 para i < j o a» = 0 para i > j. Siendo mas especificos, en el primer caso la matriz 
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se llama triangular superior, y en el segundo caso tenemos una matriz triangular 
inferior. Las matrices siguientes son triangulares: 


/l 2 3 4\ 

0 5 6 7 

0 0 8 9 

\0 0 0 1 / 

matriz triangular superior 


/—2 0 0 0 0 \ 

1 6 0 0 0 

8 9 3 0 0 

1112 0 

\ 15 2 3 4 1/ 

matriz triangular inferior 


Se dice que una matriz Aden X n es una matriz diagonal si todos sus elementos que 
no se encuentran en la diagonal principal son ceros. Simbolicamente A = (ay) nXn , A es 
una matriz diagonal si a,-,- = 0 para i i= j. La siguiente es una matriz diagonal: 

7 0 0 

0 | 0 

0 0 1 


Cuando todos los elementos a u de una matriz diagonal A son iguales, tenemos una 

"5 0 \ 

es una matriz escalar. Una matriz escalar de 


matriz escalar. Por ejemplo, 


0 5 


n X n es simplemente un multiplo escalar de una matriz diagonal en la que todos los 


elementos de la diagonal principal son iguales a 1. Por ejemplo, 
En general, la matriz de n X n 


5 0 
0 5 


= 5 


1 0 
0 1 


/10 0 ■■■ o\ 

0 1 0 ••• 0 

\0 0 0 1 / 

se representa con el sfmbolo I (o mediante I„ cuando existe la necesidad de enfatizar el 
orden de la matriz). Para cualquier matriz A de m X n se comprueba facilmente que I m 
A = A I„ = A. Debido a que esta ultima propiedad es analoga a I ■ a = a • I = a, para 
cualquier numero real a, a la matriz I se le denomina matriz identidad. 

Se dice que una matriz A de n X n es simetrica si A r = A; esto es, A es simetrica si 
ay = Ujj para todos i y j. Lo anterior significa que los elementos de una matriz simetri¬ 
ca son simetricos con respecto a la diagonal principal de la matriz. Por ejemplo, una 
inspeccion rapida de la matriz 


A 



muestra que es simetrica. Ademas, al calcular la transpuesta de A podemos observar que 





= A. 


Comentarios 


Suponga que el sfmbolo M m „ expresa el conjunto de todas las matrices m X n donde 
se encuentran definidas las operaciones de suma y multiplicacion escalar de matri¬ 
ces. Entonces, 

A + B esta en M m n y k A esta en M m n (6) 
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para todas A y B en M m n y para cada escalar k. Es decir, M m n es cerrado respecto a la suma 
matricial y a la multiplication escalar. Cuando combinamos (5) con las propiedades (3) y 
(4) y con las propiedades listadas en el teorema 7.1, de inmediato podemos deducir que 
M m n es un espacio vectorial. Para efectos practicos, los espacios vectoriales M Xn (vectores 
renglon) y M nl (vectores columna) no se pueden distinguir a partir del espacio vectorial R". 


EJERCICIOS 7.1 


Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-14. 


En los problemas del 1 al 6, establezca el tamano de la matriz dada. 

'0 2 s 


1. 


3. 


2 
6 

2 
7 

,0 0 



2 . 


5. 



4. (5 7 -15) 


■\ 

5 

-6 
0 
7 
10 
2 


6 . 


\ 12/ 


En los problemas del 7 al 10, determine si las matrices mostra- 
das son iguales. 


9. 


10. 


1 2 3 
4 5 6 

VR f 

2 

i 1 

8 5 

V2 1 



-2 

2 


0.125 0.2 

1.414 1 


En los problemas 11 y 12, determine los valores de x y y para 
los que las matrices son iguales. 


11 . 


12 . 


1 


3/ \3x — 2 

W 9 1 

y 5/ \4x 5 


>' “ 2 


x 2 1 


En los problemas 13 y 14, encuentre los elementos c 2 3 y c 12 de 
la matriz C = 2A - 3B. 


2 3 


r 


13. 

A =( 

v-1 

6 

0, 

)’ B = 



/l 

-1 

1\ 


14. 

A= | 

2 

2 

1 

, B = 



\o 

-4 

1/ 




15. Si A = ( 4 jyB=( ^ ” I, encuentre a) A + B, 

V-6 9J V 8 -10/ 

£>) B - A, c) 2A + 3B. 

/ —2 0\ / 3 -1' 

16. Si A = [ 4 l ) y B = ( 0 2 |, encuentre a) A - B, 

\ 7 3/ V —4 —2) 

Z?)B-A, c) 2(A + B). 


2 “3\ „ (— \ 6\ 

y B = | ^ ^ ), encuentre a) AB, 


17. Si A = , _ , 

\—5 4/ V 3 2 

b) BA, c) A 2 = AA, d) B 2 = BB. 

( 1 4 \ 

18. Si A = 5 10 y B = 

\ 8 12 / 

encuentre a) AB, b) BA. 


-4 6 -3 

1 -3 2 


i9 - siA= U 1 ) B= (2 D yC 


0 2 


I, en- 


3 4 y 

cuentre a) BC, £) A(BC), c) C(BA), d) A(B + C). 

( 3 ' 

20. Si A = (5 -6 7), B = I 4 

/! 2 4\ 

y C = 0 1 — 1 , encuentre a) AB, b) BA, 

\3 2 1/ 

c) (BA)C, d) (AB)C. 

/ 4 \ 

21. Si A = 8 y B = (2 4 5), encuentre a) A T A, 

V-10/ 

b) B r B, c) A + B r . 

-2 3 ^ 

5 

b) 2A r -B T ,c) A T (A - B). 


22. SlA = U 4 Jy B 


encuentre a) A + B 7 


23. Si A = ( 3 4 )yB = ^ 5 


b) B r A r . 


10 

-2 -5 


24. Si A = ( 5 9 )yB = (- 3 11 

V-4 6 ) 3 \—7 2 

b) 2A + B r . 


I, encuentre a) (AB) r 


encuentre a) A 7 + B, 
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En los problemas del 25 al 28, escriba la suma como una sola En los problemas 39 y 40, sean A y B matrices de n X n. 
matriz columna. Explique por que, en general, no es valida la formula dada. 



39. (A + B) 2 = A 2 + 2AB + B 2 

40. (A + B)(A - B) = A 2 - B 2 

41. Escriba ( 11 12 ^)f 1% ) = ( sin matrices. 

V*21 a 22/\ x 2/ \"2/ 

42. Escriba el sistema de ecuaciones 

2x 1 + 6x 2 + x 3 = 7 
x l + 2x 2 - x 3 = -1 
5x 3 + lx 2 - 4x 3 = 9 

como una ecuacion matricial AX = B, donde X y B son 
vectores columna. 


En los problemas 29 y 30, determine el tamano de la matriz A 
de tal forma que se defina el producto dado. 


29. 


2 1 
9 6 


30. 



3 3 
7 0 


6 A 


M 

5 

7 

9 

w 


0 1 
7 4 


2 

-3 


En los problemas del 31 al 34, suponga que A = I 
/4 10\ 

B = [ I. Verifique la propiedad que se expresa calculando 


los miembros derecho e izquierdo de la igualdad dada. 

31. (A r ) r = A 32. (A + B) r = A r + B r 

33. (ABf = B r A r 34. (6A) r = 6A r 

( 2 

35. Suponga que A = 6 3 1. Verifique si la matriz B = 

\2 5/ 


.4 A 7 es simetrica. 

36. Demuestre que si A es una matriz de m X n, entonces 
AA r es simetrica. 


37. En la teorfa de matrices, una gran parte de las propieda- 
des del sistema de numeros reales no es valida. Si a y b 
son numeros reales, entonces ab = 0 implica que a = 0 
o b = 0. Encuentre dos matrices tales que AB = 0 pero 

A^OyB^O. 

38. Si a, b y c son numeros reales y c =£ 0, entonces ac = be im¬ 
plica que a = b. En el caso de matrices, AC = BC, C + 0. 
no implica necesariamente que A = B. Verifique esto, 


43. 


Compruebe que la forma cuadratica ax 2 + bxy + cy 2 es 
la misma que, 


(x 



\b \i x 


44. Compruebe que la integral del campo vectorial F = Pi 
+ Qi + 7?k puede escribirse como 


/ 0 -d/dx 

integral F = I d/dx 0 

\-d/dy d/dx 


d/dx\ fP\ 

-nJul 


(Los lectores que no esten familiarizados con el concep- 
to de la integral de un campo vectorial deberan ver la 
seccion 3.7.) 

45. Como se muestra en la figura 7.1a), una nave espacial 
puede efectuar rotaciones, llamadas elevacion, giro y 
ruedo, respecto a tres ejes distintos. Para describir las 
coordenadas de un punto P utilizamos dos sistemas 
de coordenadas: un sistema de coordenadas cartesianas 
fijo y tridimensional donde las coordenadas de P sean 
(x, y, z), y un sistema de coordenadas de la nave que se 
mueva con cada rotacion en particular. En la figura 7Ab) 
se ilustra un ruedo; es decir, una rotacion alrededor del 
eje z (el cual es perpendicular al piano del papel). Las 
coordenadas (x K , y Y , z Y ) del punto P en el sistema nave- 
espacio despues del ruedo estan relacionadas con las 
coordenadas (x, y, z ) de P en el sistema fijo de coordena¬ 
das mediante las ecuaciones 


x Y = x cos y + y sen y 
y Y = -x sen y + y cos y 
Zy= Z 

donde y es el angulo de rotacion. 

a) Compruebe que el sistema de ecuaciones anterior 
puede escribirse como la ecuacion matricial 


A = 




= My 


\ 

| 

( cosy 

seny 

°\ 

1 ■ donde 

M y = 

— seny 

cosy 

0 

/ 

1 

V 0 

0 

i/ 
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b) 


c) 


Cuando la nave espacial realiza una elevacion, un 
giro y un ruedo en secuencia a los angulos a, /3 
y y, respectivamente, las coordenadas finales del 
punto P en el sistema de la nave espacial (x s , y s , z$) 
se obtienen a partir de la secuencia de transforma- 
ciones 

x P = x x R = x P cos /3 - Zp sen /3 

y P = y cos a + z sen a y R = y P 

z P = —y sen a + z cos a z R = x P sen j8 + z P cos |3 

x s = x R cos y + y R sen y 
y s = -x R sen y + y R cos y 
Zs = z R 

Escriba esta secuencia de transformaciones como 
una ecuacion matricial 

( x 

}’s I = y 

La matriz M y es la misma que aparece en el inciso 
a). Identifique las matrices M p y M P . 

Suponga que las coordenadas de un punto son 
(1,1,1) en el sistema de coordenadas fijo. Determine 
las coordenadas del punto en el sistema de la nave 


46. Si una matriz A de n X n puede escribirse como el pro- 
ducto de una matriz triangular inferior L y una matriz 
triangular superior U, entonces se dice que A = LU es 
una factorizacion LU de A. Compruebe que una matriz 
A dada puede escribirse como el producto de las matri¬ 
ces L y U indicadas. 


a ) A = 


U = 


b) A = 


U = 


L = 


-2 

2 

1 


/I 

-2 


\ 

0 

°\ 

c) A = 0 

1 

2 

o 

II 

1 

0 

\2 

6 

l 

\2 

10 

1/ 


U = 



si esta realiza una elevacion, un giro y un ruedo en 

/I 

1 

1\ 

(\ 

0 

°\ 

secuencia a los angulos a = 30°, fi = 45°, y = 60°. 

d) A = 3 

1 

2 ; 

L = 3 

1 

0 


Vi 

-1 

1/ 

Vi 

1 

1/ 




U = 


47. Proyecto a) Una matriz A puede dividirse en submatri¬ 
ces. Por ejemplo, las matrices de3X5yde5X2 


A = 




/ 3 4 \ 

1 i 2 4\ 

0 7 

|-1 5 , B = 

-4 1 

4 61-23/ 

-2 -1 


\ 2 5/ 


A = 


B 


Figura 7.1 Nave espacial del problema 45 


pueden escribirse como 

' A i2 
vA 2 i A 22 z 

donde A u es el bloque superior izquierdo, o submatriz, 
que se indica a color en A; A 12 es el bloque superior 
derecho, y ast sucesivamente. Calcule el producto AB 
utilizando las matrices particionadas. 
b) Investigue de que manera pueden ser utiles las ma¬ 
trices particionadas cuando se utiliza una compu- 
tadora para llevar a cabo calculos matriciales que 
involucren matrices de gran tarnano. 
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y 


a) 

y 



c) 


Figura 7.2 Solucion unica en a); 
un numero infinito de soLuciones en 
b ); sin solucion en c) 


7.2 Sistemas de ecuaciones algebraicas lineales 


■ Introduction Recuerde: se dice que cualquier ecuacion de la forma ax + by = c, 
donde a, b y c son numeros reales, es una ecuacion lineal en las variables x y y. La grafi- 
ca de una ecuacion lineal en dos variables es una linea recta. Para numeros reales a, b, c 
y d, ax + by + cz = d es una ecuacion lineal en las variables x, y y z, y es la ecuacion de 
un piano en el espacio tridimensional. En general, una ecuacion de la forma 

a\X i + a 2 x 2 + • ■ ■ + a tr x n = b n , 

donde a u a 2 ,, a n y b„ son numeros reales, es una ecuacion lineal en las n variables x h 
x 2 ,..., x„. 

En esta seccion estudiaremos los sistemas de ecuaciones lineales, a los que tambien 
se les conoce con el nombre de sistemas lineales. 

H Forma general Un sistema de m ecuaciones lineales y n incognitas tiene la forma 
general 


a 11 x 1 + a 12 x 2 + ■ ■ ■ + a ln x n = b 1 
a 2 \X i + a 22 x 2 + ■ ■ • + a-, lt x n = b 2 

( 1 ) 


a m \X i + a m2 x 2 + ■ ■ ■ + a mn x n = b m . 


En el sistema lineal (1), los coeficientes de las incognitas pueden abreviarse como a ip 
donde i significa el renglon y j la columna en la que aparece el coeficiente. Por ejemplo, 
a 23 es el coeficiente de la incognita localizada en el segundo renglon y la tercera columna 
(es decir, x 3 ). Por lo tanto, i = 1, 2, 3, ..., m y j = 1, 2, 3Los numeros b u b 2 , 
..., b m se llaman constantes del sistema. Si todas las constantes son cero, se dice que el 
sistema (1) es homogeneo, de otra forma es no homogeneo. Por ejemplo. 


Este sistema es homogeneo 

I 

5X|- 9x 2 + x 3 = 0 
Xj + 3x 2 = 0 

4xj + 6x 2 - x 3 = 0 


Este sistema es no homogeneo 

I 

2a'i + 5x 2 + 6x 3 = 1 
4x! + 3 x 2 - x 3 = 9. 


H Solucion Una solucion de un sistema lineal (1) es un conjunto de n numeros x h 
x 2 ,... ,x n que satisface cada una de las ecuaciones del sistema. Por ejemplo, x, = 3, x 2 = 
-1 es una solucion del sistema 


3x[ + 6x 2 = 3 
jci - 4x 2 = 7. 

Para comprobar lo anterior, sustituimos x { por 3 y x 2 por -1 en cada ecuacion: 

3(3) + 6(-l)9-6 = 3 y 3 — 4(-l) = 3+4 = 7. 

Se dice que un sistema de ecuaciones lineales es consistente si tiene al menos una 
solucion, y es inconsistente cuando no tiene soluciones. Si un sistema lineal es consis¬ 
tente tiene ya sea 

una solucion unica (es decir, exactamente una solucion), o 
un numero infinito de soluciones. 

Por lo tanto, un sistema de ecuaciones lineales no puede tener, digamos, exactamente 
tres soluciones. En un sistema lineal con dos ecuaciones y dos incognitas, las lineas se 
intersecan en un punto, como ilustra la figura 7 ,2a) (solucion unica), son identicas, figu¬ 
ra 1.2b) (un numero infinito de soluciones), o son paralelas, figura 7.2c) (inconsistente). 
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Ejemplo 1 Verificacion de una solucion 

Compruebe que x t = 14 + It, x 2 = 9 + 6t, x 3 = t, donde t es un numero real cualquiera, 
es una solucion del sistema 


2x 1 - 3x 2 + 4x 3 = 1 
x 1 - x 2 - x 3 = 5. 

Solucion A1 reemplazarx b x 2 yx 3 por 14 + 7/, 9 + 6/ y t, respectivamente, obtenemos 

2(14 + 7f)-3(9 + 60 + 4f = 1 
14 + It- (9 + 60- t = 5. 

Por cada numero real t obtenemos una solucion diferente del sistema; en otras palabras, 
el sistema tiene un numero infinito de soluciones. Por ejemplo, t = 0, f = 4 y f = -2 
proporcionan las tres soluciones 

x x = 14, x 2 = 9, x 3 = 0, 

Xj = 42, x 2 = 33, x 3 = 4, 

y x x = 0, x 2 = -3, x 3 = -2, 

respectivamente. Desde el punto de vista geometrico, cada ecuacion del sistema repre- 
senta una piano en R 3 . En este caso, los pianos se intersecan formando una llnea; las 
ecuaciones parametricas de la llnea son x, = 14 + 7t, x 2 = 9 + 6t, x 3 = t. 

M ResoLucion de sistemas Podemos transformar un sistema de ecuaciones lineales 
en un sistema equivalente (es decir, en uno que tenga las mismas soluciones) mediante 
las operaciones elementales siguientes: 

0 La multiplicacion de una ecuacion por una constante diferente de cero. 
ii ) El intercambio de posiciones de las ecuaciones presentes en el sistema. 

Hi) La suma de un multiplo diferente de cero de una ecuacion con cualquiera de las 
demas ecuaciones. 

Tal como ilustra el ejemplo siguiente, estas operaciones elementales nos permiten elimi- 
nar variables sistematicamente a partir de las ecuaciones del sistema. 


Ejemplo 2 Resolucion de un sistema Lineal 

Resuelva 2x l + 6x 2 + x 3 = 1 

Xi + 2x 2 - x 3 = —1 
5.*! + lx 2 - 4x 3 = 9. 

Solucion Comenzamos intercambiando los renglones primero y segundo: 

X\ + 2x 2 - x 3 = - I 
2x l + 6x 2 + x 3 = 7 
5x] + lx 2 - 4x 3 = 9. 

Nuestro objetivo es eliminar x, de las ecuaciones segunda y tercera. Si sumamos a la 
segunda ecuacion -2 veces la primera, obtenemos el sistema equivalente 

x x + 2x 2 - x 3 = -1 
2x 2 + 3x 3 = 9 
5 X | + lx 2 - 4 x 3 = 9. 

Sumandole a la tercera ecuacion -5 veces la primera, obtenemos un nuevo sistema equi¬ 
valente: 

x { + 2x 2 - x 3 = -1 
2x 2 + 3x 3 = 9 
-3x 2 + x 3 = 14. 
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Ahora vamos a utilizar la segunda ecuacion para eliminar la variable x 2 a partir de las 
ecuaciones primera y tercera. Para hacer mas sencillo el procedimiento, multiplicaremos 
la segunda ecuacion por \: 


x 1 + 2x 2 - x 3 = -1 


3 

*2 + ^ 
-3x 2 + x 3 

Sumamos a la primera ecuacion -2 veces la segunda y 

Xi - 4x 3 
3 

*2 + ~x 3 
-3x 2 + x 3 


_ 9 
~~ 2 
= 14. 

obtenemos 

= -10 
_ 9 

~~ 2 
= 14. 


A continuation, sumando 3 veces la segunda ecuacion 

Xi - 4 x 3 
3 

*2 + ~x 3 

11 


a la tercera obtenemos 

= -10 
_ 9 

~~ 2 

- 55 

2 ' 


Utilizaremos la ultima ecuacion para eliminar la variable x 3 de las ecuaciones primera y 
segunda. Para tal fin, multiplicamos la tercera ecuacion por ji ■ 

X! - 4x 3 = -10 

3 9 

xi H- x 3 = — 

2 2 

x 3 = 5. 

En este punto podnamos utilizar la sustitucion hacia atras; esto es, sustituir el valor 
x 3 = 5 en las ecuaciones restantes para determinar x 1 y x 2 . Sin embargo, continuando con 
nuestra elimination sistematica, sumamos a la segunda ecuacion -§ veces la tercera: 

Xj - 4 x 3 = -10 

x 2 = -3 
x 3 = 5. 

Por ultimo, sumando a la primera ecuacion 4 veces la tercera, obtenemos 

Xj = 10 

x 2 = -3 
x 3 = 5. 

Es evidente que x, = 10, x 2 = -3, x 3 = 5 es la solution al sistema original. 


I Matriz aumentada Lo que refleja la solution del sistema lineal del ejemplo 2 debe 
convencerlo de que la solution del sistema no depende de que simbolos se utilicen como 
variables. Por lo tanto, los sistemas 

2x + 6y + z = 7 2u + 6v + w = 1 

x + 2y - z =-1 y u + 2v- w =-1 
5x + 7y - 4z = 9 5u + 7v - 4w = 9 

tienen la misma solution que el sistema del ejemplo 2. En otras palabras, en la solu¬ 
tion de un sistema lineal, los simbolos utilizados para denotar las variables no tienen 
significado; son los coeficientes de las variables y las constantes los que determinan la 
solution del sistema. De hecho, podemos resolver un sistema de la forma (1) eliminando 
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completamente las variables y realizando las operaciones de los renglones del arreglo de 
coeficientes y constantes: 

/ «n 
a 2 1 

\ &ml 

A este arreglo se le denomina matriz aumentada del sistema o simplemente matriz del 
sistema (1). 


a \2 

■ a\n 

M 

a 22 

a 2n 

b 2 

a m 2 ■ 

®mn 

k) 


Ejemplo 3 Matrices aumentadas 


a) La matriz aumentada 


-3 

7 



representa el sistema lineal 


x 1 - 3x 2 + 5x 3 = 2 
4x 1 + lx 2 - x 3 = 8. 

b) El sistema lineal 


x 1 - 5x 3 = -1 

Xi 

+ 0x 2 - 5x : 

2xj + 8 x 2 = 7 

es lo mismo que 2x x 

+ 8X 2 + 0-V; 

x 2 + 9x 3 = 1 

0x[ 

+ x 2 + 9x 


Por lo tanto, la matriz del sistema es 


/I 

0 

-5 

-A 


2 

8 

0 

7 ■ 

□ 

\o 

1 

9 

1/ 



■ Operaciones elementales con renglones Puesto que los renglones de una matriz 
aumentada representan las ecuaciones de un sistema lineal, las tres operaciones elemen¬ 
tales de un sistema lineal listado previamente son equivalentes a las siguientes operacio¬ 
nes elementales con renglones: 

i) Multiplicacion de un renglon por una constante diferente de cero. 

ii) Intercambio de cualquier par de renglones. 

iii) Suma de un multiplo constante diferente de cero de un renglon a cualquier otro 
renglon. 

Desde luego, cuando sumamos un multiplo de un renglon a otro, sumamos los elementos 
correspondientes en los renglones. Se puede decir que dos matrices son equivalentes 
por renglon si puede obtenerse un renglon a partir de otro mediante una secuencia de 
operaciones elementales con renglones. A1 procedimiento de llevar a cabo operaciones 
elementales con renglones en una matriz para obtener una matriz con renglones equiva¬ 
lentes se le llama reduccion de renglones. 


■ Metodos de eliminacion Para resolver un sistema como el expresado en (1) uti- 
lizando una matriz aumentada, podemos aplicar tanto el metodo de eliminacion gaus- 
siana como el de eliminacion de Gauss-Jordan. En el primero, se reduce a renglones 
la matriz aumentada del sistema hasta llegar a una matriz aumentada equivalente en 
renglones, la cual se presenta en la llamada forma escalonada: 

i) El primer elemento diferente de cero en un renglon diferente de cero es un 1. 

ii) En los renglones consecutivos diferentes de cero, el primer elemento 1 situado en 
el renglon mas bajo aparece a la derecha del 1 localizado en el renglon mas alto. 

iii) Los renglones cuyos elementos son todos iguales a cero se encuentran en la parte 
inferior de la matriz. 
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En el metodo de Gauss-Jordan, continuan realizandose las operaciones de renglon hasta 
obtener una matriz aumentada que se encuentre en su forma escalonada reducida. Una 
matriz escalonada reducida tiene las tres propiedades que se listaron anteriormente, ade- 
mas de la siguiente: 

iv ) Una columna que contenga como primer elemento un 1, tendra ceros en cualquier 
otro lugar. 


Ejemplo 4 Formas escalonadas 


a) Las matrices aumentadas 


/I 

5 

0 

2 \ 

b 

1 

0 

-1 

\0 

0 

0 

0/ 


(° 

0 1 

-6 

2 


VO 

0 0 

0 

1 

4 ) 


se encuentran en forma escalonada. El lector debe verificar que los tres criterios 
enunciados se satisfagan para esta forma. 

b) Las matrices aumentadas 


/I 

0 

0 

7 \ 

b 

1 

0 

- 1 

\0 

0 

0 

0/ 


(° 

0 1 

-6 

0 

-6\ 

VO 

0 0 

0 

1 

4 ) 


se encuentran en forma escalonada reducida. Observe que todos los elementos 
restantes localizados en las columnas que contienen un elemento 1 son cero. □ 



Nota: Las operaciones 
con renglones pueden 
dar como resultado 
diferentes formas 
escalonadas. 


V. 




Se debe observar que en la eliminacion gaussiana nos detuvimos cuando se obtuvo una 
matriz aumentada en forma escalonada. En otras palabras, utilizando diferentes secuen- 
cias de operaciones de renglon, es posible obtener diferentes formas escalonadas reduci- 
das. Este metodo requiere entonces el uso de la sustitucion hacia atras. En la eliminacion 
de Gauss-Jordan nos detuvimos cuando se obtuvo la matriz aumentada en la forma 
escalonada reducida. Cualquier secuencia de operaciones con renglones nos llevara a la 
misma matriz aumentada en forma escalonada reducida. Este metodo no requiere la sus¬ 
titucion hacia atras; la solution del sistema sera evidente al inspeccionar la matriz final. 
En terminos de las ecuaciones del sistema original, nuestro objetivo en ambos metodos 
es simplemente hacer que el coeficiente de jq en la primera ecuacion* sea igual a uno y 
despues utilizar multiplos de esta ecuacion para eliminar x t de las demas ecuaciones. El 
proceso se repite para las variables restantes. 

Para mantener un registro de las operaciones con renglones que se realicen en una 
matriz aumentada, se utiliza la siguiente notation: 

Simbolo Significado 

Ry Intercambie los renglones i y j 

cRj Multiplique el i-esimo renglon por la constante c diferente de cero 

cR/ + R: Multiplique el i-esimo renglon por c y surnelo al renglon /-esimo 


Ejemplo 5 Metodos de elimination y matrices aumentadas 

Resuelva el sistema lineal del ejemplo 2 utilizando a) la eliminacion gaussiana y b) la 

eliminacion de Gauss-Jordan. 


*Siempre es posible intercambiar las ecuaciones de tal forma que la primera ecuacion contenga a la varia¬ 
ble X\. 


314 


CAPITULO 7 Matrices 















Solucion a) A1 utilizar las operaciones de renglon en la matriz aumentada del sistema, 
obtenemos: 


-2 

5/e, +£, 




/I 

2 

-1 

-1^ 



2 

-1 

b 

2 

3 

9 

- 

0 

1 

3 

2 

\0 

-3 

1 

14/ 


Vo 

-3 

1 


/i 

2 

-1 



r 1 

2 

-1 

b 

1 

3 

2 

1 


0 

1 

3 

2 

\0 

0 

11 

2 

f) 


Vo 

0 

1 


La ultima matriz esta en la forma escalonada y representa el sistema 


X| + 2x 2 - x 3 = -1 

3 9 

Xt H— x 3 = — 

- 2 3 2 

x 3 = 5. 

Sustituir x 3 = 5 en la segunda ecuacion nos da x 2 = -3. A1 reentplazar ambos valores en 
la primera ecuacion obtenemos finalmente x, = 10. 


b) Comenzamos con la ultima matriz escrita anteriormente. Puesto que los primeros ele- 
mentos localizados en la segunda y tercera columnas son unos, debemos hacer, a su vez, 
que los elementos restantes de la segunda y tercera columnas sean ceros: 


( 


1 

0 

0 


2 

1 

0 




/i 

0 

-4 

—io\ 

b 

1 

3 

2 


Vo 

0 

1 

5/ 


-4R 3 +R, 

-Ir,+r 2 


0 

0 

!0\ 


0 

l 

0 

“ 3 


Vo 

0 

1 

5/ 


La ultima matriz esta en la forma escalonada reducida. Tomando en cuenta lo que signi- 
fica la matriz en terminos de ecuaciones, podemos observar que la solucion del sistema 
es X\ = 10, x 2 = -3, x 3 = 5. 


Ejemplo 6 Eliminacion por el metodo de Gauss-Jordan 

Utilice el metodo de eliminacion de Gauss-Jordan para resolver 


x 1 + 3x 2 - 2x 3 = -7 
4x 1 + x 2 + 3x 3 = 5 
2x x - 5x 2 + 7x 3 = 19. 

Solucion 


( l 

3 

-2 

- 7 V 

-2 r\Vr, 


3 

-2 

-n 

4 

1 

3 

5 


0 

-11 

11 

33 


-5 

7 

19/ 


Vo 

-11 

11 

33 / 


( l 

3 

-2 


-3 R 2 + Ri 


0 

1 


0 

1 

-1 


=> 

0 

1 

-1 


Vo 

1 

-1 

“3/ 


Vo 

0 

0 

0 / 


En este caso, la ultima matriz en forma escalonada reducida implica que el sistema origi¬ 
nal de tres ecuaciones con tres incognitas equivale realmente a dos ecuaciones en cuanto 
a las incognitas. Puesto que solamente x 3 es comun a ambas ecuaciones (los renglones 
diferentes de cero), podemos asignar sus valores de forma arbitraria. Si x 3 = t, donde t 
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representa cualquier numero real, entonces se puede observar que el sistema tiene un 
infinito numero de soluciones: x x = 2 - t, x 2 = -3 + t, x 3 = t. Geometricamente, estas 
ecuaciones son las ecuaciones parametricas de la lfnea de intersection de los pianos 
x x + 0x 2 + x 3 = 2 y 0.q + x 2 -x 3 = -3. 


Ejemplo 7 Sistema inconsistente 

Resuelva x : + x 2 = I 

4x y - x 2 = -6 
2x x - 3x 2 = 8. 

Solution En el proceso de aplicar el metodo de eliminacion de Gauss-Jordan a la ma- 
triz del sistema, nos detenemos en 


l 1 

1 


« :iones 

r 1 

0 


4 

-1 

-6 


0 

1 

2 

\2 

-3 

8/ 


Vo 

0 

16/ 


El tercer renglon de la ultima matriz significa (k, + 0x 2 = 16 (o 0 = 16). Puesto que 
ningun valor de x x y x 2 puede satisfacer esta ecuacion, es posible concluir que el sistema 
no tiene solucion. □ 



Vale la pena recordar. 


A 


VA- - ► 



B 

Figura 7.3 Red electrica 


Los sistemas inconsistentes de m ecuaciones lineales con n incognitas siempre generaran 
la situation que se ilustra en el ejemplo 7; esto es, en la forma escalonada reducida de 
la matriz aumentada habra un renglon en el que los primeros n elementos son cero y el 
elemento (n + 1) es diferente de cero. 

I Redes Las corrientes que circulan por las ramas de una red electrica pueden deter- 
minarse utilizando las leyes de nodos y de mallas de Kirchhoff: 

Ley de nodos: La suma algebraica de las corrientes en cualquier nodo en un cir- 
cuito es 0. 

Ley de mallas: En una malla, la suma algebraica de las diferencias de potencial en 
cada elemento suyo es 0. 

Cuando se recorre una malla en una direccion especlfica (en el sentido horario o en el 
sentido antihorario), se considera que la fern es positiva cuando va de - a + y negativei 
cuando va de + a -. El producto iR se considera positivo si la direccion seleccionada 
por el resistor es opuesta a la de la corriente que se supuso, y es negativo si la direccion 
seleccionada es igual a la supuesta. 

En la figura 7.3, los nodos de los circuitos de la red se identifican como Ay B, las 
mallas como L x y L 2 , y la direccion seleccionada en cada malla va en el sentido horario. 
Ahora, aplicando a la red las leyes anteriores, obtenemos el sistema no homogeneo de 
ecuaciones lineales 

h ~ h ~ h = 0 h ~ h ~ h =0 

E - i x R x - i 2 R 2 = 0 o i x R x + z 2 ^2 = E (3) 

12^-2 — 0 Z 2 ^2 — ^3^3 0. 


Ejemplo 8 Corrientes en una red 

Utilice el metodo de eliminacion de Gauss-Jordan para resolver el sistema (3) cuando 
A'i = 10 ohms, R 2 = 20 ohms, R 3 = 10 ohms y E = 12 volts. 

Solucion El sistema a resolver es 

h ~ h ~ * 3=0 
10q + 20i 2 = 12 

20 i 2 - 0 i 3 = 0. 
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En este caso, mediante el metodo de eliminacion de Gauss-Jordan obtenemos 

-1 
0 

-10 




Por lo tanto, vemos que las corrientes en los tres circuitos son q = = 0.72 ampere, 

i 2 = 25 = 0.24 ampere ei 3 = \§ = 0.48 ampere. 


I Sistemas homogeneos Todos los sistemas de los ejemplos anteriores son no ho¬ 
mogeneos. Como hemos observado, un sistema no homogeneo puede ser consistente o 
inconsistente. Por el contrario, un sistema homogeneo de ecuaciones lineales 


a n x 1 + a 12 x 2 + • ■ ■ 4- o ln x n = 0 

<212*1 + 022X2 + • • • + a 2n x n = 0 

a m\ x \ + a m2 x 2 + ' ' ' + a mnXn = 0 

siempre es consistente, puesto que x x = 0, x 2 = 0,..., x n = 0 satisfaran cada una de las 

ecuaciones del sistema. Una solucion donde todos los valores son iguales a cero se llama 
solucion trivial. Sin embargo, es natural que estemos interesados en conocer si un siste¬ 
ma de la forma (4) tiene cualesquiera soluciones para las que algunas de las x h i = 1,2, 
...,«, son diferentes de cero. Una solucion de este tipo se denomina solucion no trivial. 
Un sistema homogeneo tiene ya sea solamente la solucion trivial o la solucion trivial 
junto con un numero infinito de soluciones no triviales. El teorema siguiente, enunciado 
sin demostracion, nos proporciona una condicion que es suficiente para justificar la exis¬ 
tence de soluciones no triviales. 


TEOREMA 7.3 


Existencia de soluciones no triviales 


Un sistema homogeneo de la forma (4) tiene soluciones no triviales si el numero m 
de ecuaciones es menor que el numero n de incognitas (m <n). 


Ejemplo 9 Resolucion de un sistema homogeneo 

Resuelva 2x 1 - 4x 2 + 3x 3 = 0 

x l + x 2 - 2x 3 = 0. 


Solucion Puesto que el numero de ecuaciones es menor que el de incognitas sabemos, 
a partir del teorema 7.3, que el sistema dado tiene soluciones no triviales. Utilizando el 
metodo de eliminacion de Gauss-Jordan encontramos que 



Como en el ejemplo 6, si x 3 = t, entonces la solucion del sistema es x, = | t,x 2 = \ t, 
x 3 = t. Observe que al seleccionar t = 0 obtenemos la solucion trivial x, = 0, x 2 = 0, 
x 3 = 0 para este sistema. Para t ¥= 0 se obtienen soluciones no triviales. Por ejemplo, las 
soluciones correspondientes a t = 6, t = -12 y t = 3 son, a su vez, x, = 5, x 2 = 7, x 3 = 
6;xj = -10, x 2 = -14, x 3 = -12, yxj = f ,x 2 = \ ,x 3 = 3. □ 


■ Ecuaciones quimicas El ejemplo siguiente proporciona una aplicacion de sistemas 
no homogeneos en la quimica. 


7.2 Sistemas de ecuaciones algebraicas lineales 


317 
















Una simiLitud 
con Las ecuaciones 
diferenciaLes Lineales. 


Ejemplo 10 BaLanceo de una ecuacion qulmica 

Balancee la ecuacion quimica C 2 H 6 + 0 2 —> C0 2 + H 2 0. 


Solucion Deseamos encontrar enteros positivos x h x 2 , x 3 y x 4 de tal forma que 
Xl C 2 H 6 + x 2 0 2 —> x 3 C0 2 + x 4 H 2 0. 

Debido a que el numero de atomos de cada elemento debe ser el mismo en cada miembro 
de la ultima ecuacion, tenemos: 


carbono (C): 

2x[ 

= x 3 

2x[ 

+ 

to 

i 

& 

+ 

hidrogeno (H): 

6-V| 

II 

K 

o 

6xj 

+ 0jc 2 + Ojcj - 

oxfgeno (O): 

2x 2 

+ 

CO 

a 

II 

0x 1 

+ 2x 2 - 2x 3 - 


El metodo de eliminacion de Gauss-Jordan nos da 


0x 4 = 0 
2x 4 = 0 
x 4 = 0. 


l 2 

0 

-1 

0 

°\ 

6 

0 

0 

-2 

° 

\o 

2 

-2 

-1 

0 / 


Dperacione: 

=> 

:on renglon 


/I 0 0 
0 10 
\0 0 1 


1 

3 

7 

6 

2 

3 


0 

0 

0 


por lo que x t = f 1, x 2 = \t,x 3 = § t,x 4 = t. En este caso t debe ser un entero positivo 
seleccionado de tal forma que x x ,x 2 y x 3 sean enteros positivos. Para llevar a cabo lo an¬ 
terior establecemos t = 6, lo cual da x x = 2, x 2 = 7, x 3 = 4, x 4 = 6. La ecuacion quimica 
balanceada es entonces. 


2C 2 H 6 + 70 2 -» 4C0 2 + 6H 2 0. 

I Notacion En vista de la multiplicacion de matrices y de la igualdad de matrices 
defmidas en la seccion 7.1, observe que el sistema lineal (1) puede escribirse de manera 
compacta como una ecuacion matricial AX = B, donde 



( a u a l2 

' OlH \ 


(*l\ 


(bA 

A = 

a 2l a 22 

' <hn 

, X = 

x 2 

, B = 

b 2 


\ a m\ a m2 

®mti j 


\xj 


\KJ 


Como es natural, la matriz A se denomina matriz de coeficientes. La matriz aumentada 
de un sistema AX = B a menudo se denota como (A|B). 


Un sistema lineal consistente no homogeneo AX = B, B 0, comparte una propiedad con 
las ecuaciones diferenciales lineales no homogeneas. Si X,, es una solucion del sistema 
homogeneo asociado AX = 0, y X p es una solucion particular del sistema no homogeneo 
AX = B, entonces la superposicion X,, + X p es tambien una solucion del sistema no ho¬ 
mogeneo. Esto es facil de comprobar: A(X ; , + X p ) = AX,, + AX p = 0 + B = B. Ademas, 
de modo analogo a la nocion de una solucion general de una ecuacion diferencial lineal, 
cada solucion del sistema no homogeneo puede obtenerse a partir de X ; , + X /r 


Comentarios 


0 Para resolver sistemas de ecuaciones lineales de tamaflo grande, es evidente que 
necesitamos la ayuda de una computadora. Puesto que los dos metodos presentados 
en esta seccion son muy sistematicos, pueden programarse con facilidad. Sin embar¬ 
go, el requisito de que cada renglon diferente de cero comience con un uno puede 
implicar a menudo la division entre un numero muy pequeno. Podrian presentarse 
problemas. Los sistemas de tamaflo grande con frecuencia se resuelven de manera 
indirecta, esto es, mediante una tecnica de aproximacion tal como la iteracion de 
Gauss-Seidel. Consulte la seccion 6.1. 

ii) Puesto que el metodo de eliminacion de Gauss-Jordan evita la necesidad de 
sustitucion hacia atras, parecerfa ser el mas eficiente de los dos metodos que hemos 
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considerado. En realidad, este no es el caso. Se ha demostrado que, en sistemas muy 
grandes, el metodo de eliminacion de Gauss-Jordan puede requerir aproximada- 
mente un 50% mas de operaciones que el gaussiano. 

iii ) Un sistema de ecuaciones lineales con mas ecuaciones que incognitas se dice que 
esta sobredeterminado, mientras que un sistema con un menor numero de ecuacio¬ 
nes que de incognitas se llama subdeterminado. Como regia, un sistema sobredeter¬ 
minado es generalmente (no siempre) inconsistente. Y un sistema subdeterminado es 
usualmente (no siempre) consistente. (Consulte los ejemplos 7 y 9.) Debe observarse la 
imposibilidad de que un sistema subdeterminado consistente tenga una solucion unica. 
Para comprender esto, suponga que se tienen m ecuaciones y n incognitas donde m < n. 
Si se utiliza la eliminacion gaussiana para resolver dicho sistema, entonces la forma 
escalonada para la matriz del sistema contendra r < m renglones diferentes de cero. 
Por lo tanto, podemos despejar r de las variables en terminos de n - r > 0 variables. 
Si el sistema subdeterminado es consistente, entonces las n — r variables restantes 
pueden seleccionarse arbitrariamente, por lo que el sistema tiene un numero infmito 
de soluciones. 


EJERCICIOS 7.2 Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-14. 


En los problemas del 1 al 20, utilice la eliminacion gaussiana 
o la de Gauss-Jordan para resolver el sistema dado o demostrar 
que no tiene solucion. 

2. 3x, — 2x 2 = 4 


1 . X\ — JC 2 =11 

4x l + 3x 2 = —5 
3. 9x l + 3 x 2 = — 5 
2x, + x 2 = — 1 
5. x 1 — x 2 — x 3 = — 3 
2x x + 3x 2 + 5x 3 = 7 
x x — 2 x 2 + 3x 3 = — 11 
7. x, + x 2 + x 3 = 0 
x \ + x 2 + 3x 3 = 0 
9. x x — x 2 — x 3 = 8 
Xi — x 2 + x 3 = 3 
—x 3 + x 2 + x 3 = 4 
11. 2x x + 2x 2 = 0 

— 2x x + x 2 + x 3 = 0 
3x x + x 3 = 0 

13. X, + 2x 2 + 2x 3 = 2 
X x + X 2 + X 3 = 0 
x, — 3x 2 — x 3 = 0 

15 . x x + x 2 + x 3 = 3 
x x — x 2 — x 3 = — 1 

3x x + x 2 + x 3 = 5 

16 . x x — x 2 — 2 x 3 = — 1 
— 3 *! — 2x 2 + x 3 = — 1 

2x x + 3x 2 + x 3 = 8 


x x — x 2 = —2 
4 . IOxj + I5x 2 = 1 

3x x + 2x 2 = — 1 
6. x x + 2x 2 — x 3 = 0 
2x| + x 2 + 2 x 3 = 9 
x x — x 2 + x 3 = 3 
8. x x + 2x 2 — 4x 3 = 9 
5X[ — x 2 + 2x 3 = 1 
10. 3xj + x 2 = 4 
4x y + 3 x 2 = — 3 
2x x — x 2 = 11 
12. x x — x 2 — 2x 3 = 0 
2x x + 4x 2 + 5x 3 = 0 
6X[ — 3x 3 = 0 

14. x x — 2x 2 + x 3 = 2 
3x, — x 2 + 2 x 3 = 5 
2x x + x 2 + x 3 = 1 


17. jq + x 3 — x 4 = 1 

2x 2 + x 3 + x 4 = 3 

X x — X 2 + X 4 = — 1 

x i + x 2 + x 3 + x 4 = 2 

18. 2xj + x 2 + x 3 =3 
3x! + x 2 + x 3 + x 4 = 4 

x x + 2x 2 + 2x 3 + 3x 4 = 3 
4x] +5 x 2 — 2x 3 + x 4 = 16 

19. x 2 + x 3 — x 4 = 4 
x, + 3x 2 + 5x 3 — x 4 = 1 
X| + 2x 2 + 5x 3 — 4x 4 = — 2 
xi + 4x 2 + 6x 3 — 2x 4 = 6 

20. X] + 2x 2 + x 4 = 0 

4xj + 9x 2 + x 3 + 12x 4 = 0 
3xj + 9 x 2 + 6x 3 + 21x 4 = 0 

x, + 3 x 2 + x 3 + 9 x 4 = 0 

En los problemas 21 y 22, utilice una calculadora para resolver 
el sistema dado. 

21. Xj + x 2 + x 3 = 4.280 
0.2xj - 0.1x 2 - 0.5 x 3 = -1.978 
4.1xj + 0.3 x 2 + 0.12x 3 = 1.686 

22. 2.5x! + 1.4x 2 + 4.5 x 3 = 2.6170 
1 .35x, + 0.95x 2 + 1.2x 3 = 0.7545 

2.7x, + 3.05 x 2 — 1.44x 3 = -1.4292 

En los problemas del 23 al 28, utilice los procedimientos que 
se ilustran en el ejemplo 10 para balancear la ecuacion quimica 
dada. 

23. Na + H 2 0 -> NaOH + H 2 

24. KC10 3 -> KC1 + 0 2 

25. Fe 3 0 4 + C —> Fe + CO 
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26. C,H 8 + 0 2 ^ C0 2 + H 2 0 

27. Cu + HN0 3 -» Cu(N0 3 ) 2 + H 2 0 + NO 

28. Ca 3 (P0 4 ) 2 + H 3 P0 4 Ca(H 2 P0 4 ) 2 

En los problemas 29 y 30, establezca y resuelva el sistema de 
ecuaciones necesario para encontrar las corrientes en los cir- 
cuitos de la red electrica dada. 


/' 0 

37. 0 1 
\0 c 

(° 1 

38. 1 0 

\0 0 



0 

1 

c 


!) a 


29. 


Figura 7.4 


10 V 27 V 


+ - + - 




Figura 7.5 Red para el problema 30 


El sistema lineal (1) puede escribirse como la ecuacion ma- 
tricial AX = B. Suponga que m = n. Si la matriz A de coefi- 
cientes n X n presente en el sistema tiene una factorization LU 
A = LU (consulte la pagina 304), entonces el sistema AX = B, 
o LUX = B, puede resolverse de forma eficiente en dos etapas 
sin elimination gaussiana o de Gauss-Jordan: 

i) Primero, sea Y = UX y despeje Y en LY = B por sus- 
titucion directa. 

ii) Despues, despeje X en la expresion UX = Y utilizan- 
do sustitucion hacia atras. 

En los problemas del 39 al 42, utilice los resultados del proble¬ 
ma 46 dado en los ejercicios 7.1 para resolver el sistema que 
se muestra. 



Una matriz elemental E se obtiene realizando una sola opera- 
cion de renglon sobre la matriz identidad I. En los problemas 
del 31 al 34, compruebe que el esquema dado es una matriz 
elemental. 


31. 


0 1 O' 
1 0 0 
,0 0 l, 


(' 0 
33. 0 1 

\0 c 



32. 


34. 



Tareas para el laboratorio de computo 

En los problemas del 43 al 46, utilice un CAS para resolver el 
sistema dado. 

43. 1.567.*! — 3.48* 2 + 5.22* 3 = 1.045 

3.56*! + 4.118* 2 + 1.57*3 = -1.625 

44. *! + 2*2 — 2* 3 = 0 

2*! — 2*2 + *3 = 0 

3 *! — 6*2 + 4*3 = 0 
4*i + 14*2 — 13*3 = 0 

45. 1.2*i + 3.5*2 — 4.4*3 + 3.1* 4 = 1.8 
0.2*i — 6.1*2 — 2.3*3 + 5.4* 4 = —0.6 


Si una matriz A se multiplica previamente por una matriz ele¬ 
mental E, el producto EA sera la matriz que se obtenga a partir 
de A mediante la operation elemental de renglon simbolizada 
por E. En los problemas 35 a 38, calcule el producto dado para 
una matriz arbitraria A de 3 X 3. 


3.3*! — 3.5*2 — 2 . 4*3 — 0 . 1* 4 = 2.5 
5.2*! + 8.5*2 — 4.4*3 — 2.9* 4 = 0 
46. *1 — * 2 — *3 + 2* 4 — *5 = 5 
6*1 + 9*2 — 6*3 + 17* 4 — * 5 = 40 



1 

0 \ 

/I 

0 

°\ 

2 *i 

+ * 2 — 2*3 + 

5 * 4 — 

* 5 = 12 

1 

0 

0 A 

36. 0 

1 

0 A 

*1 

+ 2*2 — *3 + 

3 * 4 

= 7 

\0 

0 

1 / 

Vo 

0 

J 

*1 

+ 2*2 + *3 + 

3 * 4 

= 1 
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7.3 Rango de una matriz 


■ Introduction En una matriz general de m X n. 


a los renglones 

U[ = (<j u a l2 • ■ ■ 


/ a n 

a \2 

a ln ^ 

a 2l 

a 22 

a 2n 

V a m\ 

a m2 

®mn ) 

= ( fl 21 

a 22" ' 

a 2 „), ..., u 


( a m\ a m2 ' ' ' a mn) 


y a las columnas 



/ a n \ 


( a l2 ^ 


i aln \ 

Vi = 

a 2\ 

> v 2 = 

a 22 

\ n = 

a 2n 


\a m J 


\ a m2/ 


\ ®mn / 


se les llama vectores renglon de A y vectores columna de A, respectivamente. 


I Una definition Como vectores, el conjunto u,, u 2 ,..., u m puede ser linealmente 
independiente o linealmente dependiente. Tenemos la definition siguiente. 


DEFIN ICION 7.8 


Rango de una matriz 


El rango de una matriz A de m X n, representado mediante rango(A), es el numero 
maximo de vectores renglon linealmente independientes de A. 


Ejemplo 1 Rango de una matriz de 3 x 4 


Considere la matriz de 3 X 4 

/ 

1 

1 - 1 

3 \ 


A = 

2 

(N 

1 

8 ■ 

( 1 ) 

\ 

,3 

5 - 7 

8 / 


Con u 3 = (—1 1 -1 3), u 2 = (2 

-2 

6 8 ) y u 3 = 

(3 5 

—7 8 ), podemos observar 


que 4u, — \ u 2 + u 3 = 0. En vista de la definition 7.7 y del analisis que le sigue, conclui- 
mos que el conjunto u h u 2 , u 3 es linealmente dependiente. Por otro lado, puesto que ni u, 
ni u 2 pueden considerarse multiplos constantes entre sf, el conjunto de vectores renglon u b 
u 2 es linealmente independiente. De aquf que, por la definition 7.8, rango(A) = 2. 

I Espacio de renglon De acuerdo con la terminologfa propia del trabajo con vectores, 
los vectores renglon u b u 2 , u 3 de la matriz ( 1 ) son un conjunto de vectores en el espacio 
vectorial R 4 . Puesto que R A = Span(u b u 2 , u 3 ) (el conjunto de todas las combinaciones 
lineales de los vectores u b u 2 , u 3 ) es un subespacio de R 4 , se justifica denominar a R A como 
el espacio renglon de la matriz A. Ahora el conjunto de vectores u b u 2 es linealmente 
independiente y tambien abarca a R A ; en otras palabras, el conjunto u,, u 2 es una base para 
R a . La dimension (el numero de vectores presentes en la base) del espacio renglon R A es 2, 
el cual constituye el rango(A). 

I Rango por reduction de renglones No obstante el ejemplo 1, en general no es facil 
determinar por inspection el rango de una matriz. Aunque existen varias formas mecanicas 
de encontrar rango(A), examinamos una forma que utiliza las operaciones elementales 
con renglones presentadas en la section anterior. Especificamente, el rango de A puede 
encontrarse escribiendo la matriz A como la matriz escalonada reducida B. Para com- 
prender esto, recuerde primero que una matriz B de m x n es equivalente en renglones a 
una matriz A de m x n si los renglones de B se obtuvieron a partir de los renglones de A 
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mediante la aplicacion de las operaciones elementales en los renglones. Si unicamente 
intercambiamos dos renglones en A para obtener B, entonces el espacio renglon R A de 
A y el espacio renglon R B de B son iguales debido a que los vectores renglon de A y 
B son los mismos. Cuando los vectores renglon de B son combinaciones lineales de 
los renglones de A, se deduce que los vectores renglon de B estan en el espacio ren¬ 
glon R a , y por lo tanto A’ H es un subconjunto de R A (escrito como R lt C R A ). De forma 
contraria, A es equivalente en renglones a B puesto que podemos obtener A aplicando 
operaciones en los renglones en B. De aqm que los renglones de A sean combinacio¬ 
nes lineales de los renglones de B, y asf puede deducirse que R A es un subconjunto de 
R B (R a C A’iJ. A partir de R B C R A y R A C R b , podemos concluir que R A = R B . Por 
ultimo, si escribimos la matriz A como una matriz B en forma escalonada reducida, 
entonces los renglones de B son linealmente independientes. Q,Por que?) Los renglones 
de B forman la base del espacio de renglones R A , por lo cual tenemos el resultado de que 
rango(A) = dimension de R A . 

En el teorema siguiente se resumen estas conclusiones. 


TEOREMA 7.4 


Rango de una matriz mediante 
reduccion de renglones 


'N 


Si una matriz A es equivalente a una matriz escalonada B, entonces 

i) el espacio de renglones de A = el espacio de renglones de B, 

ii) los renglones de B diferentes de cero forman una base para el espacio de 
renglones de A, y 

Hi) rango(A) = al numero de renglones de B diferentes de cero. 

___ J 


Ejemplo2 Rango mediante reduccion de renglones: vuelta al ejemplo 1 

Reducimos una matriz A a una matriz escalonada B exactamente de la misma forma que 
reducimos en renglones la matriz aumentada de un sistema de ecuaciones lineales a una 
forma escalonada al usar el metodo de eliminacion gaussiana. Utilizando la matriz (1) en 
el ejemplo 1, las operaciones elementales de renglones nos dan 

(' 1 - 1 3 jT (' 1 1 n 

0 -4 8 2 4? 0 1 -2 —H 

\0 2 -4 -1/ \0 0 0 0 / 

Puesto que la ultima matriz esta en la forma escalonada, y debido a que la ultima matriz 
tiene dos renglones diferentes de cero, a partir del inciso iii ) del teorema 7.4 podemos 
concluir que rango(A) = 2. 



Ejemplo 3 Independencia y dependencia lineales 

Determine si el conjunto de vectores u = (2, 1, 1), u 2 = (0, 3, 0), u 3 = (3, 1, 2), en R? es 
linealmente dependiente o linealmente independiente. 


Solution A partir del analisis anterior, debe ser claro que si formamos una matriz A con 
los vectores dados como renglones, y si reducimos por renglones la matriz A a una matriz 
escalonada B con rango 3, entonces el conjunto de vectores es linealmente independiente. Si 
rango(A) < 3, entonces el conjunto de vectores es linealmente dependiente. En este caso, re- 
sulta sencillo convertir la reduccion de renglones hasta una forma de renglones escalonados, 


A = 


/ 2 1 
0 3 
\3 1 






Por lo tanto, rango(A) = 3 y el conjunto de vectores u b u 2 , u 3 es linealmente indepen¬ 
diente. □ 
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Como se menciono anteriormente, los vectores de una matriz escalonada A pueden 
servir como base para el espacio de renglones. En el ejemplo 3, podemos observar que una 
base para el espacio de renglones de A es la base estandar (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1) de R 3 . 


I Rango y sistemas lineales El concepto de rango puede asociarse con la resolution 
de sistemas lineales de ecuaciones algebraicas. Suponga que AX = B es un sistema 
lineal y que (AIB) representa la matriz aumentada del sistema. En el ejemplo 7 de la 
seccion 7.2 observamos que el sistema 

X\ + x 2 = 1 
4x x — x 2 = ~6 
2 X\ — 3x 2 = 8 

era inconsistente. La inconsistencia del sistema se puede observar en el hecho de que, 
despues de escribir la matriz aumentada (AIB) en forma escalonada reducida, 


1 

4 

2 





( 2 ) 


el ultimo renglon es diferente de cero. Desde luego, esta reduction muestra que 
rango(AIB) = 3. Sin embargo, observe tambien que el resultado en (2) indica el rango(A) 
= 2 debido a que 


1 

4 

2 



Ya hemos ilustrado un caso especial del teorema siguiente. 


TEOREMA 7.5 


Consistencia de AX = B 


"\ 


Un sistema lineal de ecuaciones AX = B es consistente si, y solo si, el rango de 
la matriz de coeficientes A es el mismo que el de la matriz aumentada del sistema 

(AIB). 


J 


En el ejemplo 6 de la seccion 7.2 pudimos observar que el sistema 


x l + 3x 2 — 2x 3 = —7 

4xj + x 2 + 3x 3 = 5 (3) 

2x x — 5x 2 + lx 3 = 19 

era consistente y tenia una numero infinito de soluciones. Despejamos dos de las incog¬ 
nitas, xi y x 2 , en terminos de la incognita x 3 restante, la cual nombramos como el para- 
metro t. En una solucion de un sistema, el numero de parametros esta relacionado con el 
rango de la matriz de coeficientes A. 


TEOREMA 7.6 


Numero de parametros 
en una solucion 


Suponga que un sistema lineal AX = B con m ecuaciones y n incognitas es consis¬ 
tente. Si la matriz de coeficientes A es de rango r, entonces la solucion del sistema 
contiene n - r parametros. 
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Para el sistema (3), a partir de la reduction de renglones podemos observar 


1 

4 

2 


3 

-2 


operaciones 


0 

1 

2 \ 

1 

3 

5 

=► 

0 

1 

-1 

-3 

5 

7 

19/ 


Vo 

0 

0 

0 / 


que rango(A) = rango(A|B) = 2, y por ende el sistema es consistente de acuerdo con 
el teorema 7.5. Con n = 3 vemos que a partir del teorema 7.6 el numero de parametros 
presentes en la solucion es 3 - 2 = 1. 

El diagrama siguiente expresa la conexion que hay entre el concepto de rango de una 
matriz y la solucion de un sistema lineal. 


Para m ecuaciones lineales con n incognitas AX = B. 


Dos casos: B = 0, B =£ 0. Sea rango(A) = r. 



No hemos mencionado la conexion que hay entre las columnas de una matriz A y el 
rango de A. Resulta que el numero maximo de columnas independientes que una ma¬ 
triz A puede tener debe ser igual al numero maximo de renglones independientes. En 
la terminologfa de los espacios vectoriales, el espacio de renglones A’ a de la matriz A 
tiene la misma dimension que su espacio de columnas C A . Por ejemplo, si tomamos 
la transpuesta de la matriz dada en ( 1 ) y la escribimos en la forma escalonada: 


/ 1 

2 

3 \ 


/I 

2 

3 \ 

1 -2 

5 


0 

1 

1 

2 

-1 

6 

-7 


0 

0 

0 

\ 3 

8 

8 / 


\0 

0 

0 / 


podemos observar que el numero maximo de renglones de A r es 2, y por lo tanto el 
numero maximo de columnas linealmente independientes de A es 2. 
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EJERCICIOS 7.3 


Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-15. 


En los problemas del 1 al 10, utilice el inciso iii) del teorema 
7.4 para encontrar el rango de la matriz dada. 


c) Si rango(A) = 3, ^entonces cuantos parametros 
tiene la solucion del sistema AX = 0? 


1 . 




17. Sean v b v 2 y v 3 los vectores columna primero, segundo 
y tercero, respectivamente, de la matriz 


3. 



4. 



1 

2 

0 



A = 


/ 2 
1 

V-i 


1 

0 

5 





i r 

\ / 

3 

-1 

2 

0\ 

5 - 

1 

0 4 

6 ' ( 


2 

4 

5) 


VI 

4 1, 

/ 






/I 

-2\ 


/i 

-2 

3 

4\ 

7. 

3 

-6 

8. 

i 

4 

6 

8 

7 

-1 

0 

1 

0 

0 


\4 

5/ 


\2 

5 

6 

8/ 


/0 2 4 2 2\ 

4 10 5 1 

2 1 | 3 | 

\6 6 6 12 0 / 


^Que podemos concluir acerca de rango(A) a partir de la 
observation 2v, + 3v 2 — v 3 = 0? 

[Sugerencia: Consulte los Comentarios incluidos al 
final de esta section.] 

Problemas de analisis 

18. Suponga que el sistema AX = B es consistente y que A 
es una matriz de 6 x 3. Suponga tambien que el numero 
maximo de renglones linealmente independientes en A 
es 3. Analice: Ja solucion del sistema es unica? 

19. Suponga que deseamos determinar si el conjunto de 
vectores columna 



/ \ 




( l \ 


/- 1 \ 


(1-218-11 1 6\ 


3 


2 


1 


0 013-11 15 

Vi = 

2 

, V 2 = 

2 

. v 3 = 

1 

10. 

0 0 1 3 -1 2 10 8 


w 


\l) 


l 1/ 


V 


0 0 0 

-2 1 8 


0 1 

-1 1 


En los problemas del 11 al 14, determine si el conjunto de vec¬ 
tores dados es linealmente dependiente o linealmente indepen- 
diente. 


v 4 


/n 

3 

4 

w 


v 5 


/ 1 \ 
7 
-5 

V 1/ 


11 . Uj = <1, 2, 3), u 2 = <1, 0, 1), u 3 = <1, -1, 5) 

12. Uj = (2, 6, 3), u 2 = <1, -1,4), u 3 = <3,2, 1), 
u 4 = <2, 5, 4) 

13. Uj = <1, -1,3, 1), u 2 = <1, -1,4,2), 

u 3 = <1,-1,5,7) 

14. Uj = <2, 1, 1, 5), u 2 = <2, 2, 1, 1), u 3 = <3, -1, 6, 1), 
u 4 = <1, 1, 1, -1) 


es linealmente dependiente o linealmente independien- 
te. Si 

CiV 1 + c 2 v 2 + c 3 v 3 + c 4 v 4 + c 5 v 5 = 0 (4) 

solamente para c 1 = 0, c 2 = 0, c 3 = 0, c 4 = 0, c 5 = 0, 
entonces el conjunto de vectores es linealmente inde- 
pendiente; de otra forma, el conjunto es linealmente de¬ 
pendiente. Sin embargo, (4) es equivalente al sistema 
lineal 


15. Suponga que el sistema AX = B es consistente y que A 
es una matriz de 5 X 8 y rango(A) = 3. ^Cuantos para¬ 
metros tiene la solucion del sistema? 

16. Sea A una matriz de 4 X 6 diferente de cero. 

a) <;,Cual es el rango maximo que A puede tener? 

b) Si el rango(A|B) = 2, ^entonces para que valor(es) 
del rango(A) el sistema AX = B, B =£ 0, es incon- 
sistente? consistente? 


4c! + c 2 — c 3 + 2c 4 + c 5 = 0 

3cj + 2 c 2 + c 3 + 3 c 4 + 7c 5 = 0 

2 Cl + 2 c 2 + c 3 + 4 c 4 — 5c 5 = 0 

C 1 + c 2 + c 3 + c 4 + c 5 = 0. 

Sin llevar a cabo ninguna tarea adicional, explique por 
que ahora podemos concluir que el conjunto de vectores 
es linealmente dependiente. 
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Tareas para el laboratorio de computo 

20. Un CAS puede utilizarse para obtener una matriz en 
su forma escalonada. Utilice un CAS para determinar 
los rangos de la matriz aumentada (AIB) y la matriz de 
coeficientes A para 

X\ + 2 x 2 — 6x3 + x 4 + x 5 + x 6 = 2 

5xj + 2x 2 — 2x 3 + 5x 4 + 4x 5 + 2x 6 = 3 

6 xj + 2x 2 — 2x 3 + x 4 + x 5 + 3x 6 = — 1 

—Xi + 2x 2 + 3x 3 + x 4 — x 5 + 6x 6 = 0 

9x! + 7x 2 — 2x 3 + x 4 + 4x 5 = 5. 

^El sistema es consistente o inconsistente? Si es consis- 
tente, resuelvalo. 


7.4 Determinantes 


■ Introduccion Suponga que A es una matriz de n X n. Relacionado con A existe un 
numero llamado el determinante de A, y se expresa como det A. De manera simbolica, 
una matriz A se distingue del determinante de A mediante el reemplazo de los parentesis 
por barras verticales: 



( flu 

fl i2 

a n2 ^ 


All 

fll2 

a„ 2 

A = 

fl 2 i 

a 22 

fl 2 „ 

y det A = 

a 2 i 

a 22 

a 2 „ 


V a n\ 

a n2 

®nn ) 


fl„i 

a n2 



Se dice que el determinante de una matriz de n X n es un determinante de orden n. 
Comenzaremos definiendo los determinantes de matrices 1 X 1,2X 2y3 X 3. 

I Una definicion Para una matriz A = (a) de 1 X 1, tenemos que det A = \a\ = a. 
Por ejemplo, si A = (—5), entonces det A = 1—51 = —5. En este caso, las barras vertica¬ 
les II colocadas a ambos lados del numero no significan el valor absoluto del numero. 



Tal como en el metodo mnemotecnico, se piensa de un determinante de orden 2 como 
el producto de los elementos de la diagonal principal de A menos el producto de los ele- 
mentos de la otra diagonal: 


multiplication multiplication resta 



(2) 


Por ejemplo, si A = 



entonces det A 


6 

5 


-3 

9 


= 6(9) 


(-3)(5) = 69. 
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La expresion mostrada en (3) puede escribirse en una forma mas manejable. Mediante 
factorization tenemos 


det A — an( fl 22 a 33 a 23 a 32) + a n( a 2l a 33 + a 23 a 3l) + a ll( a 21 a 32 a 22 a 3l)- 

Sin embargo, considerando (1), cada termino entre parentesis se reconoce como el deter- 
minante de una matriz de 2 X 2: 


detA = a n 


a 22 

a 32 


a 23 

a 33 


+ a.i 2 \ 


a 2l 

fl 3 l 



+ fl 13 


a 2 1 

a 3l 


a 22 

a 32 


(4) 


Observe que cada determinante mostrado en (4) es un determinante de una submatriz de 
la matriz A y corresponde a su coeficiente de la forma siguiente: a n es el coeficiente del 
determinante de una submatriz obtenida mediante la elimination del primer renglon y la 
primera columna de A; a 12 es el coeficiente del negativo del determinante de la subma¬ 
triz obtenida eliminando el primer renglon y la segunda columna de A; y, por ultimo, a 13 
es el coeficiente del determinante de la submatriz que se obtuvo eliminando el primer 
renglon y la tercera columna de A. En otras palabras, los coeficientes de (4) son sim- 
plemente los elementos del primer renglon de A. Decimos que det A ha sido expandido 
por cofactores con respecto al primer renglon, siendo los cofactores a n , a l2 y a , 3 los 
determinantes 


C n = 

a 22 

a 23 

C 12 — 

fl 21 

a 23 

C 13 — 

a 2l 

a 22 


a 32 

a 33 


a 3 i 

a 33 


a 31 

a 32 


Por lo tanto, (4) es 

detA = a xl C n + a l2 C l2 + a 13 C 13 . (5) 

En general, el cofactor de a « es el determinante 

c v = ( lf'M,.,., (6) 

donde AL es el determinante de la submatriz que se obtiene al eliminar el i-esimo renglon 
y lay'-esima columna de A. El determinante AL se llama menor. Un cofactor es un menor 
con signo\ esto es, Cy = My cuando i + j es par y Cy = —My cuando i + j es impar. 

Una matriz de 3 X 3 tiene nueve cofactores: 

Cn = M u C u = —M 12 C 13 = Af 13 

C 2 i = ~M 2 i C 2 2 = M 22 C 23 = ~m 23 

C 3 i = a / 31 c 32 = ~m 32 c 33 = m 33 . 

La inspeccion del arreglo anterior muestra que el factor con signo +1 o — 1 asociado con 

un cofactor puede obtenerse a partir del patron de verification: 


- + 


(7) 


matriz de 3 X 3 


7.4 Determinantes 


327 




















Ahora observe que (3) puede agruparse y factorizarse de nuevo como 


det A — fl 12 (fl 21 a 33 fl 23 fl 3 l) + fl 22( fl ll a 33 fl 13 a 3 l) fl 32 ( fl ll fl 23 a l3 a 2l) 




+ a 22 


a n 

a 3 i 


Cil 3 

« 3 3 


+ 




(8) 


— a 12^12 + 0 - 22^-22 + ^ 32 ^* 32 ’ 


lo cual es la expansion por cofactores de det A a lo largo de la segunda columna. Se deja 
como ejercicio para el lector la demostracion a partir de (3) de que det A puede expandir- 
se tambien por cofactores a lo largo del tercer renglon: 

det A = a 3 iC 3 i + a i2 Ci 2 + ^ 33 ^ 33 - (9) 

Desde luego, en las ecuaciones (5), ( 8 ) y (9) estamos sugiriendo el resultado general 
siguiente: El determinante de una matriz de 3 X 3 puede evaluarse expandiendo por 
cofactores det A a lo largo de cualquier renglon o columna. 


Ejemplo 1 Expansion por cofactores a lo largo del primer renglon 

/ 2 4 7 n 

Evalue el determinante de A = 6 0 3 

\1 5 3 , 

Solucion A1 utilizar la expansion por cofactores a lo largo del primer renglon se obtiene 

2 4 7 

det A = 6 0 3 = 2C„ + 4C 12 + 7C 13 . 

1 5 3 


Ahora, los cofactores de los elementos del primer renglon de A son 

2 4 7 

C„ = (-l ) 1+1 


6 0 3 
1 5 3 


c 12 = (-D 1 


C 13 = ( i ) 1 


2 4 7 
6 0 3 
1 5 3 

2~~4~~? 
6 0 3 
1 5 3 


= (-D 1 


= (-D 1 


= (-D 1 


0 3 
5 3 


6 3 

1 3 

6 0 

1 5 


donde las lrneas punteadas indican el renglon y la columna que se deben eliminar. Asf, 



0 3 


6 3 


6 0 

+ 

T 

II 

< 

5 3 

+ 4(~ 1) 1+2 

1 3 

+ 7(—1) 1+3 

1 5 


= 2[0(3) - 3(5)] - 4[6(3) - 3(1)] + 7[6(5) - 0(1)] = 120. 


□ 


Si una matriz tiene un renglon (o una columna) que contenga muchos elementos en 
cero, entonces el sentido comun nos dice que evaluemos el determinante de la matriz uti- 
lizando la expansion por cofactores a lo largo de dicho renglon (o columna). Por lo tanto, 
en el ejemplo 1, si expandimos el determinante de A utilizando cofactores a lo largo de, 
digamos, el segundo renglon, entonces 

det A = 6 C 2 i + OC 22 + 3C 23 = 6C 2 i + 3C 2 3 


= 6(—l) 1 


+ 3(-l) 2 


2 4 
1 5 


= —6(—23) - 3(6) = 120. 
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Ejemplo 2 Expansion por cofactores a lo Largo de La tercera columna 


Evaluar el determinante de A 



Solution Puesto que existen dos ceros en la tercera columna, expandimos por cofactores 
a lo largo de esa columna: 


det A = 


6 

-1 

-2 


5 

8 

4 


0 

-7 

0 


= 0 C 13 + (—7)C 2 3 + OC 33 



6 5 

0 


( 7)( 1) 2+3 

1 8 

-2 4 

7 

0 

= (-7)(-l) 2+3 


5 

4 


= 7[6(4) - 5(—2)] = 238. 


□ 


Llevemos las ideas anteriores un paso mas adelante, de manera que podamos eva¬ 
luar el determinante de una matriz de 4 X 4 multiplicando los elementos de un renglon 
(o columna) por sus cofactores correspondientes y sumando los productos. En este caso, 
cada cofactor es un menor con el signo de una submatriz de 3 X 3 apropiada. El teorema 
siguiente, enunciado sin comprobacion, establece que el determinante de cualquier ma¬ 
triz A de n X n puede evaluarse mediante cofactores. 



El patron de verification de signos del factor para los cofactores, que se mostro en (7), se 
extiende a las matrices de orden superior a 3: 


+ 


+ 


matriz de 4 X 4 


matriz de n X n 


Ejemplo 3 Expansion por cofactores a lo largo del cuarto renglon 

Evalue el determinante de la matriz 

/ 5 1 2 4\ 

-10 2 3 

A = 

116 1 
\ 1 00 - 4 / 
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Solution Puesto que la matriz tiene dos elementos iguales a cero en su cuarto renglon, 
optamos por expandir por cofactores det A a lo largo de ese renglon: 


det A = 


5 1 2 
10 2 
1 1 6 
1 0 0 


= (1)C 41 + 0 C 42 + 0C 43 + (-4)04, 


( 10 ) 



1 2 4 


5 

1 2 

donde C 41 = (-1) 4+1 

0 2 3 

1 6 1 

y C 44 = (-i) 4+4 

-1 

1 

0 2 

1 6 


Enseguida expandimos por cofactores estos determinantes a lo largo del segundo ren¬ 
glon: 


C 4 i = (-1) 


1 2 4 
0 2 3 
1 6 1 


= - 0(-l) 2 


2 4 
6 1 


+ 2(-l) 2 


1 4 
1 1 


+ 3(-l) 2 


Cm — 


= 18 

5 1 2 

1 0 2 
1 1 6 

= -4. 


= (-1X-1) 2 


1 2 
1 6 


+ 0(-l) 2 


5 2 
1 6 


+ 2 (— 1 ) 


2+3 


1 2 
1 6 


5 1 
1 1 


Por lo tanto, (10) se convierte en 


det A = 


5 12 4 
10 2 3 
116 1 
10 0-4 


= (1)( 18) + (—4)(—4) = 34. 


Usted puede comprobar este resultado expandiendo por cofactores det A a lo largo de la 
segunda columna. □ 


3 


Nota: EL metodo 
ilustrado en la ecuacion 
(11) no es valido para los 
determinantes de orden 
n > 3. 


Comentarios 


En cursos previos sobre matematicas, seguramente usted estudio el dispositivo de 
memoria siguiente, analogo a (2), para evaluar un determinante de orden 3: 


multiplicar multiplicar 







a 2l 




a 22 

( hr{' 

«32 

°33 




Jz M ^ 4k. 

i ) Sume los productos de los elementos correspondientes a las flechas que van de 
izquierda a derecha. 

ii ) Reste del numero obtenido en i) la suma de los productos de los elementos 
correspondientes a las flechas que van de derecha a izquierda. 

Es conveniente hacer aqui una advertencia. El dispositivo de memoria que se da en 


la ecuacion (11), aunque se adapta facilmente a las matrices mayores a 3 x 3, no 
proporciona los resultados correctos. No existen dispositivos mnemotecnicos para 
evaluar los determinantes de orden 4 o mayores. 
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EJERCICIOS 7.4 Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-15. 


En los problemas del 1 al 4, suponga que 



Encuentre los siguientes menores o cofactores. 

1. M u 2. M 32 3. C 13 4. C 22 

En los problemas del 5 al 8, suponga que 

/ 0 2 4 0\ 

12-2 3 

A = 

5 1 0-1 

V1 1 1 2/ 

Encuentre los siguientes menores o cofactores. 

5. M 33 6 . 7. C 3 4 8 . C* 2 3 

En los problemas del 9 al 14, evalue el determinante de la ma- 
triz dada. 


9. (-7) 10. (2) 



19. 


21 . 


23. 



(' ‘ 

x y 

\ 2 3 





1 1 M 

X y z 

2 x 3 + y 4 + z ) 



/I 

1 


1 

LO 

O 



f 2 

1 


2 

1\ 



1 

5 


3 2 



0 

5 


0 

4 


25. 

1 

-2 


1 0 


26. 

1 

6 


1 

0 



\4 

8 


0 0/ 



^5 

-1 


1 

1/ 



( 3 

2 

0 

1 - 

A 


I 2 

2 

0 


0 - 

A 


0 

1 

4 

2 

3 


1 

1 

6 


0 

5 

27. 

0 

0 

2 

-1 

1 

28. 

1 

0 

2 


-1 - 

-1 


0 

0 

0 

4 

3 


2 

0 

1 


-2 

3 



0 

0 

0 

2 ) 


\o 

1 

0 


0 

1 / 


En los problemas del 15 al 28, evalue el determinante de la 
matriz dada mediante la expansion por cofactores. 


15 . 


17 . 



5 

0 

°\ 

16. 0 

-3 

0 

\o 

0 

2 / 

/I 

-1 

-1 

18. 2 

2 

-2 

Vi 

1 

9 


En los problemas 29 y 30, encuentre los valores de A que satis- 
fagan la ecuacion dada. 


-3 - A 

2 

10 

5 - A 

= 0 

1 - A 

0 

-1 

1 

-< 

1 

(N 

1 

3 

3 

-A 


7.5 Propiedades de los determinantes 


I Introduction En esta section vamos a considerar algunas de las muchas propiedades 
de los determinantes. El objetivo de nuestro estudio es emplear estas propiedades para de- 
sarrollar medios de evaluation de un determinante como una altemativa para la expansion 
por cofactores. 

I Propiedades La primera propiedad establece que el determinante de una matriz de 
11 X 11 y su transpuesta son iguales. 
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TEOREMA 7.8 


Determinante de una transpuesta 


Si A r es la transpuesta de la matriz A de n X n, entonces det A 7 = det A. 


Por ejemplo, para la matriz A = ( ^ 4 / ’ Se l ' ene ^ = \7 4 )' ^ serve 9 ue 


det A = 


5 7 
3 -4 


= -41 


det A r = 


5 3 
7 -4 


= -41. 


Puesto que la transposicion de una matriz tiene el efecto de intercambiar sus ren- 
glones y columnas, el significado del teorema 7.8 es que los enunciados que tienen que 
ver con determinantes y con los renglones de una matriz tambien son validos cuando la 
palabra “renglon” se reemplaza por la palabra “columna”. 


TEOREMA 7.9 


Dos renglones identicos 


~\ 


Si cualesquiera dos renglones (columnas) de una matriz A de n x n son iguales, 
entonces det A = 0. 

_ J 


Ejemplo 1 Matriz con dos renglones identicos 


Puesto que la segunda y la tercera columnas de la matriz A 
a partir del teorema 7.9 se puede deducir que 


det A = 


6 

4 

9 


2 

2 

2 




son iguales. 


Usted debera verificar lo anterior expandiendo por cofactores el determinante. 


TEOREMA 7.10 


Renglon 0 columna con ceros 


Si todos los elementos presentes en un renglon (columna) de una matriz A de n X n 
son cero, entonces det A = 0. 


Demostracion Suponga que el i-esimo renglon de A esta constituido por ceros. De 
aquf que, en la expansion por cofactores de det A a lo largo del z-esimo renglon, todos 
los productos sean cero y, en consecuencia, det A = 0. □ 


Por ejemplo, del teorema 7.10 se puede deducir inmediatamente que 


renglon cero —> 


0 

7 



y 


columna cero t 

4 6 0 

1 5 0 

8-10 


0 . 


TEOREMA 7.11 


Intercambio de renglones 


"A 


Si B es la matriz que se obtiene al intercambiar cualquier par de renglones (colum¬ 
nas) de una matriz Aden X n, entonces det B = —det A. 

___ J 


332 


CAPITUL0 7 Matrices 
































Por ejemplo, si B es la matriz que se obtiene al intercambiar los renglones primero y 
'4 -1 9' 


tercero de A = 



, entonces, a partir del teorema 7.11 tenemos 



2 

1 

3 


4 

-1 

9 

det B = 

6 

0 

7 

= - 

6 

0 

7 


4 

-1 

9 


2 

1 

3 


= — det A. 


Usted puede comprobar lo anterior calculando ambos determinantes. 


TEOREMA 7.12 


Constante muLtipLe de un renglon 


Si B es la matriz que se obtiene a partir de una matriz A de n X n multiplicando un 
renglon (columna) por un numero k real diferente de cero, entonces del B = k det A. 


Demostracion Suponga que los elementos presentes en el i-esimo renglon de A se 
multiplican por el numero k. Llamemos B a la matriz resultante. Al expandir por cofacto- 
res la matriz B a lo largo del i-esimo renglon nos da 

det B = ka a C n + ka^Cki + ■ • • + kcij n Cj n 

= k(a n C n + a n C i2 + ■ • ■ + a in C in ) = k det A. 

s-__y 

v 

expansion por cofactores de det A a lo largo del i-esimo renglon Q 


Ejemplo 2 Teoremas 7.12 y 7.9 


de la primera 
columna 


a) 


5 8 

20 16 


= 5 


16 


de la segunda 
columna 

1 1 


= 5-8 


4 2 


= 5 


del segundo 
renglon 

1 

1 1 

2 1 


= 80(1 - 2) = -80 


de la segunda columna 


del teorema 7.9 

i 



4 

2 

-1 


4 

-1 

-1 



b) 

5 

-2 

1 

= (-2) 

5 

1 

1 

= (-2) -0 = 0 

□ 


7 

4 

-2 


7 

-2 

-2 




TEOREMA 7.13 


Determinante de un producto 
de matrices 


Si tanto A como B son matrices de n X n, entonces det AB = det A • det B. 


En otras palabras, el determinante de un producto de dos matrices de n X n es igual al 
producto de los determinantes de tales matrices. 


Ejemplo 3 Determinante de un producto de matrices 


Suponga que A = 


y b = 


. Entonces AB = 


-12 22 
6 -9 


. Ahora 


det AB = —24, det A = — 8, det B = 3, y asr podemos observar que 
det A • det B = (—8)(3) = -24 = det AB. 
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TEOREMA 7.14 


Determinante inalterado 


Suponga que B es la matriz obtenida a partir de una matriz A de n X n multiplican- 
do los elementos de un renglon (columna) por un numero real k diferente de cero, 
y sumando luego el resultado a los elementos correspondientes de otro renglon (co¬ 
lumna). Entonces det B = det A. 


Ejemplo4 Un multipLo de un renglon sumado a otro 


Suponga que A 



1 

0 

-1 



y que la matriz B esta definida como la matriz que se 


obtiene a partir de A mediante la operation elemental de renglones, 



A1 expandir por cofactores a lo largo de, digamos, la segunda columna, encontramos que 
det A = 45 y det B = 45. El estudiante debera comprobar este resultado. 


TEOREMA 7.15 


Determinante de una matriz 
triangular 


"\ 


Suponga que A es una matriz triangular de n X » (superior o inferior). Entonces 

det A = a n a 2 2 • • • a„„, 

donde a n , a 22 , ..., a nn son los elementos de la diagonal principal de A. 


J 


Comprobacion Demostremos el resultado de una matriz triangular inferior de 3 X 3 

/ a n 0 0 N 

A I a 2 ^ a 22 0 

\fl 3 l a 32 11 332 

A1 expandir det A por cofactores a lo largo del primer renglon nos da 

^22 0 
i 

Ci 32 fl 33 


det A = a r 


— a n (a 22 a 32 0 • a 32 ) — a n a 22 a 22 . 


Ejemplo 5 Determinante de una matriz triangular 

a ) El determinante de la matriz triangular inferior 


es 


13 0 0 0 \ 

2 6 0 0 

5 9-4 0 

\7 2 4 -2/ 


3 0 
2 6 
5 9 
7 2 


0 

0 

-4 

4 


0 

0 

0 

-2 


3 • 6 • (-4) ■ (-2) = 144. 
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b) El determinante de la matriz diagonal A = 



det A = 


-3 0 0 
0 6 0 
0 0 4 


= (-3) • 6 • 4 = -72. 


□ 


■ Reduccion de renglones Evaluar el determinante de una matriz de n x n enrplean- 
do el metodo de expansion por cofactores requiere de un esfuerzo colosal cuando la ma¬ 
triz es de orden superior. Para expandir el determinante de, digamos, una matriz de 5 x 5 
con elementos diferentes de cero se requiere la evaluacion de cinco cofactores que son 
los determinantes de submatrices de 4 x 4; cada una de estas, a su vez, requiere de cuatro 
cofactores adicionales que son los determinantes de submatrices de 3 x 3, etc. Existe 
un metodo mas practico (y programable) para evaluar el determinante de una matriz. 
Este metodo se basa en la reduccion de una matriz a una forma triangular, mediante ope- 
raciones de renglon, y en el hecho de que los determinantes de las matrices triangulares 
son faciles de evaluar (consulte el teorema 7.15). 


Ejemplo6 Reduccion de un determinante a su forma triangular 


Evalue el determinante de A 



Solution 


det A = 


2 7 
-3 2 
4 8 


= 2 


6 2 7 

-4 -3 2 

2 4 


= -2 


= -2 


= -2 


= -2 


1 

1 2 4 

-4 -3 2 

6 2 7 


4 

18 

7 


2 4 

5 18 

-10 -17 


4 

18 


0 0 19 

= (—2)(1)(5)(19) = - 


(2 es un factor comun en el tercer renglon: teorema 7.12) 


(intercambio de los renglones primero y tercero: teorema 
7.11) 

(4 veces el primer renglon sumado al segundo: teorema 
7.14) 

(—6 veces el primer renglon sumado al tercero: teorema 
7.14) 

(2 veces el segundo renglon sumado al tercero: teorema 7.14) 
190 (teorema 7.15) □ 


Nuestro teorema final tiene que ver con los cofactores. En la section 7.4 estudiamos 
que un determinante det A de una matriz Aden X n podrfa ser evaluado mediante la ex¬ 
pansion de cofactores a lo largo de cualquier renglon (columna). Esto significa que los n 
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elementos a„ de un renglon (columna) se multiplican por los cofactores correspondientes 
Cy y que los n productos se suman. Sin embargo, si los elementos a (/ de un renglon (a :j de 
una columna) de A se multiplican por los cofactores correspondientes C kj de un renglon 
diferente ( C ik de una columna diferente), la suma de los n productos es igual a cero. 


TEOREMA 7.16 


Una propiedad de Los cofactores 


"\ 


Suponga que A es una matriz de n X n. Si a a , a i2 , . .., a in son los elementos presentes 
en el renglon i-esimo y C kl , C k2 , ..., C kn son los cofactores de los elementos ubica- 
dos en el fc-esimo renglon, entonces 


a n C kl + a a C k2 + • • • + a in C kn = 0 para i =A k. 

Si ay, a 2j ,..., a nj son los elementos de la columnay'-esima y C u , C 2k ,C nk son los 
cofactores de los elementos de la &-esima columna, entonces 

ayCik + a 2j C 2k + • • • + a nj C nk = 0 paray k. 
_____ ) 

Demostracion Se demostraran los resultados por renglones. Sea B la matriz que se 
obtiene a partir de A permitiendo que los elementos del i-esimo renglon de A sean los mis- 
mos que hay en el /c-esimo renglon, es decir, a a = a kl , a i2 = a ^,..., a in = a kn . Puesto que 
B tiene dos renglones iguales, a partir del teorema 7.9 se puede deducir que det B = 0. La 
expansion por cofactores a lo largo del /c-esimo renglon proporciona entonces el resultado 
deseado: 


0 - det B - a kl C kl + a k2 C k2 + • • ■ + a k „C kn 
~ a i\C k \ + o-i 2 C k 2 + • • ■ + a in C kn . 


□ 


Ejemplo 7 Cofactores del tercer renglon y eLementos del primer renglon 
/ 6 2 7 \ 

Considere la matriz A = —4 —3 2 . Ahora suponga que multiplicamos los ele- 

\ 2 4 8/ 

mentos del primer renglon por los cofactores del tercero y sumamos los resultados; esto es, 


On Clii + ai 2 C-> 2 + a i; C\ ; — 6 


2 7 
-3 2 


+ 2 - 


6 7 
-4 2 


+ 7 


6 

-4 


= 6(25) + 2(—40) + 7(—10) = 0. 


EJERCICIOS 7.5 


Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-15. 


En los problemas del 1 al 10, establezca el o los teoremas apro- 
piados de esta seccion que justifiquen la igualdad dada. No 
expanda por cofactores los determinantes. 


1 . 


3 . 


1 2 


3 4 

3 4 


1 2 


-5 

6 


1 

6 

2 

-8 


-6 

-8 

1 2 


3 

1 

2 


18 

-12 


= 6 



1 2 


4 6 



1 

0 

0 


1 

0 

0 

4 . 

0 

0 

2 

= -2 

0 

1 

0 


0 

1 

0 


0 

0 

1 



1 

2 

3 


4 

2 

18 

6. 

4 

2 

18 

= 

5 

9 

-12 


5 

9 

-12 


1 

2 

3 


0 6 
0 8 
0 -9 
0 4 



1 

4 

7 

= 

2 

5 

8 


3 

6 

9 




3 

2 

1 

= 0 

8. 

2 

6 

3 



5 

-8 

-4 


= 0 
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1 

0 

0 

0 


0 

0 

0 

1 

0 

2 

0 

0 


0 

0 

2 

0 

0 

0 

3 

0 


0 

3 

0 

0 

0 

0 

0 

4 


4 

0 

0 

0 


10 . 


En los problemas del 11 al 14, evalue el determinante de la 
matriz dada usando el resultado. 


23. Considere la matriz 

( a a + 1 a + 2' 
b b +1 b +2 
c c + 1 c + 2, 
Sin utilizar expansion, evalue det A. 

24. Considere la matriz 


Clj 

a 2 

a 3 


/ i i i \ 

bi 

b 2 

b 2 

= 5. 

K? 

II 

Cl 

c 2 

C3 


\y + z X + Z X + yj 



f a 3 a 2 a { \ 


/ '2a l a 2 a 3 \ 

11. A = 

b 3 b 2 b ] 

12. B = 

6 b x 3b 2 3 b 3 


\c 3 c 2 cj 


\2 Cl c 2 c 3 ) 


13. C = 


14. D = 



Sin utilizar expansion, demuestre que det A = 0. 

En los problemas del 25 al 32, utilice el procedimiento que se 
ilustra en el ejemplo 6 para evaluar el determinante de la matriz 
que se proporciona. 


-a 3 


En los problemas del 15 al 18, evalue el determinante de la 
matriz dada sin expandir por cofactores. 


/ 6 1 8 10 \ 


25. 


27. 


29. 


15. A = 


16. B = 


17. C = 



31. 



26. 


28. 


30. 


32. 



18. D = 



33. Proceda como en el ejemplo 6, y demuestre que 
1 1 1 

= (b — a)(c — a)(c — b). 


En los problemas 19 y 20, verifique si det A = det A T para la 
matriz A que se proporciona. 


34. Evalue 



19. A = 


21. Considere las matrices 


20. A = 



b 3 c 3 


. [ Sugerencia: Consulte 
el problema 33.] 



A = 


Verifique si det AB = det A det B. 


\ 2 

1 

5 \ 


f 1 

1 

y B= 4 

3 

8 ■ 

j 

35. A = 


2 

/ \o 

-1 

0 / 

1 

V 4 

-2 


En los problemas 35 y 36, verifique el teorema 7.16 mediante 
la evaluacion de ci 2 1 C| ] d - ^22^12 4" r/ 23 C] 3 y r/ 13 C 12 d - (i 23 3~ 
a 33 C 32 en la matriz dada. 

3 0 


22. Suponga que A es una matriz de n X n tal que A 2 = I, 
donde A 2 = AA. Demuestre que det A = ±1. 


2 2-3, 

37. Sea A = ( ^ ^ Y ® = f 1 5 ) ^ er3 ^ ll l ue S3 

det(A + B) # det A + det B. 
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38. Suponga que A es una matriz de 5 X 5 para la que det 
A = —7. ^Cual es el valor de det(2A)? 

39. Se dice que una matriz A de n X n es antisimetrica si 
A T = —A. Si A es una matriz antisimetrica de 5 X 5, 
demuestre que det A = 0. 

40. Toma alrededor de n ! multiplicaciones evaluar el deter- 
minante de una matriz de n X n utilizando la expansion 
por cofactores, mientras que por el metodo de reduccion 
de renglones, ilustrado en el ejemplo 6, se requiere de 
solo n 3 /3 operaciones aritmeticas. 


a) Compare el numero de operaciones necesarias para 
ambos metodos utilizando una matriz de 25 X 25. 

b) Si una computadora puede realizar 50000 opera¬ 
ciones por segundo, compare los tiempos que le to- 
marfa a la computadora evaluar el determinante de 
una matriz de 25 X 25 utilizando la expansion por 
cofactores y la reduccion de renglones. 


7.6 Inversa de una matriz 


■ Introduction El concepto del determinante de una matriz cuadrada de n X n tendra 
un papel importante en esta section y en la siguiente. 


7.6.1 


Calculo de la inversa 


En el sistema de los numeros reales, si a es un numero diferente de cero, entonces existe 
un numero b tal que ab = ba = 1. El numero b se llama inverso multiplicativo de a y se 
denota mediante a -1 . En una matriz cuadrada A tambien es importante saber si podemos 
calcular otra matriz cuadrada B del mismo orden tal que AB = BA = I. Tenemos la 
definition siguiente. 



B = 


Por ejemplo, la matriz A = 
1 -1 


2 1 
1 1 


-1 


es no singular o invertible ya que la matriz 
es su inversa. Para comprobar esto, observe que 


y 



= i 



1 o 
o 1 


i. 


A diferencia del sistema de los numeros reales, donde cada numero a diferente de 
cero tiene un inverso multiplicativo, no toda matriz A de n X n diferente de cero tiene 
una inversa. 


Por ejemplo, si A = 


AB = 


yB 

bn 

b 2l 


(bn b l2 \ 

I I, entonces 

\b 2 i b 22 J 

+ b 2l b l2 + b 22 \ 

b 22 J V 0 0 J 
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La inspection de este resultado muestra que es posible obtener la matriz identidad I de 
2X2, puesto que no hay forma de seleccionar b n , b l2 , b 2l y b 22 para obtener 1 como el 
elemento presente en el segundo renglon y la segunda columna. Hemos demostrado que la 
(l l\ 

matriz A = no tiene inversa. 

VO Oj 

Una matriz de n X n que no tiene inversa se denomina matriz singular. Si A es no 
singular, su inversa se expresa como B = A -1 . 

Observe que en la notation A -1 el st'mbolo — 1 no es un exponente; en otras palabras, 
A -1 no es un retiproco. Asimismo, si A es no singular, su inversa es unica. 

I Propiedades El teorema siguiente relaciona algunas propiedades de la inversa de 
una matriz. 



Demostracion de (/) Esta parte del teorema establece que si A es no singular, enton- 
ces su inversa A -1 tambien es no singular y su inversa es A. Para demostrar que A -1 es 
no singular, debemos demostrar que puede encontrarse una matriz B tal que A 1 B = 
BA 1 = I. Sin embargo, como suponemos que A es no singular, a partir de (1) sabemos 
que A A 1 = A 1 A = I y, de manera equivalente, A 1 A = A A 1 = I. La ultima ecua- 
cion matricial indica que la matriz requerida, la inversa de A -1 , es B = A. Como conse- 
cuencia, (A -1 ) 1 = A. □ 

El teorema 1 Alii) se puede hacer extensivo a cualquier numero finito de matrices no 
singulares: 

(AiA 2 - A,)- 1 = A k l A- k U ■■■ Af 1 , 

esto es, la inversa de un producto de matrices no singulares es el producto de las inversas 
en sentido contrario. 

En el estudio que sigue vamos a considerar dos maneras diferentes de encontrar A -1 
para una matriz no singular A. El primer metodo utiliza determinantes, mientras que el 
segundo emplea las operaciones elementales de renglones estudiadas en la section 7.2. 

I Metodo de la adjunta Recuerde que en la expresion (6) dada en la section 7.4 mos- 
tramos que el cofactor Cy del elemento ay de una matriz A de n X n es Cy = (—1)' 1 'M jp 
donde My es el menor de a«; esto es, el determinante de la submatriz (« - 1) X (« - 1) que 
se obtiene eliminando el i-esimo renglon y la /-esima columna de A. 



7.6 Inversa de una matriz 



















El teorema siguiente proporciona una formula breve de la inversa de una matriz no 
singular en terminos de la adjunta de la matriz. Sin embargo, debido a los determinantes 
involucrados, este metodo es poco manejable para n > 4. 



Demostracion Para efectos de brevedad, demostramos el caso cuando n = 3. Observe 
que 


A(adj A) 



fl 12 


(Cn 

C 2 \ 

Qi 

a 2 2 

fl 23 1 

C 12 

c 22 

C 32 

a 32 

a 33/ 

\c a 

C 2 3 

C 33 


0 0 \ 

detA 0 I 

0 detA / 


(3) 


puesto que det A = a a C n + a a C a + a i3 C i3 , para i = 1,2,3 son las expansiones por co- 
factores de det A a lo largo de los renglones primero, segundo y tercero, y 

a nC2i + dnC 22 + anC 2 3 = 0 a nC 2 \ + fli2C 32 + fli3C 33 = 0 

a 2\C\\ + d 22 Cn + fl2 3 Cl 3 = 0 a 2\C 2 ] + ^22^32 + d-^Cyt, = 0 

a 3\Cn + d 22 Cn + ^ 33^13 = 0 d 2l C 2l + a 3 2 C 22 + ^ 33^23 = 0 

en vista del teorema 7.16. Por lo tanto, (3) es lo mismo que 

( 1 ° °\ 

A(adj A) = (det A) I 0 1 0 I = (det A)I 

\0 0 \) 


o A(l/det A) adj A = I. De manera similar, es posible demostrar exactamente de igual 
manera que ((1/det A) adj A)A = I. Asi, por definition, A -1 = (1/det A)adj A. □ 


Para alguna referencia futura, observemos en el caso de una matriz no singular de 
2X2 

/a ll a 12 ' 

VC?21 d 22 J 


A = 


que los cofactores son C n = a 22 , C I2 = ~a 2I , C 2 1 = ~a 12 y C 22 = flu- En este caso. 


C\ i C 12 

C 2 i c 22 . 


adj A= 

A partir de (2) se puede deducir que 


A- 1 = 


1 


detA 

Para una matriz no singular de 3 X 3, 


a 2 2 a 2 i 

-a n — flu 


Cl 22 

-a 2 \ 


a 22 

~ a 2l 


a l2 

a n 


C n = 



( Oil 

fl 12 

«1 3 \ 


A = 

a 21 

a 2 2 

«23 



\ a 31 

a 3 2 

a 33/ 


a 2.2 a 2 3 „ 


fl 21 

fl 23 r . 

a 21 a 2 2 


a 32 fl 33 


C„ = - 


fl 3 i a 33 


C n = 


a 3 i a 3 2 


(4) 
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y asr sucesivamente. Despues de que se ha formado la adjunta de A, (2) da 


A-= 1 

/ c u 

C 2l 

c 3 i 

C P 

Cl 2 

c 32 

det A 

l 




\C 13 

^23 

C 33 


(5) 


Ejemplo 1 Inversa de una matriz 


Encuentre la inversa de A 



Solution Puesto que det A = 10 — 8 = 2, se puede deducir a partir de (4) que 


A- 1 = 


_*Y 10 _ / 5 

2V-2 iy V-i 



Comprobacion 




/ 5-4 -2 + 2\ 
VlO - 10 -4 + 5 ) 


A~'A 



/ 5 - 4 20 - 20\ (V 0\ 
V-l + 1 —4 + 5/ _ \0 lj' 


Ejemplo 2 Inversa de una matriz 

111 

Encuentre la inversa de A = —2 1 

\ 3 0 



Solution Puesto que det A = 12, podemos calcular A 1 a partir de (5). Los cofactores 
correspondientes a los elementos presentes en A son 


C u = 


Ci\ — 


Ci] — 


1 1 
0 1 
2 0 
0 1 
2 0 
1 1 


= 1 


C„ = - 


= -2 Cii = 


-2 1 

3 1 

0 


= 5 


C n = 


= 2 


= 2 


Cm ~ 


1 

3 1 

2 0 

2 1 


C23 — 


-2 

3 

2 


= -2 C 33 = 


A partir de (5) obtenemos entonces, 

1 -2 


V 

5 2-2|= 

-3 6 6/ 

Se invita al lector a comprobar que A A 1 = A 1 A = I. 


A 1 = —I 

12 


= -3 


= 6 


= 6 . 


□ 


Ahora ya estamos en la position de poder demostrar una condicion necesaria y sufi- 
ciente para que una matriz A de n X n tenga una inversa. 


TEOREMA 7.19 


Matrices no singulares y det A 

Una matriz A de n X n es no singular si, y solo si, det A i=- 0. 


Demostracion Demostraremos primero la suficiencia. Suponga que det A 7 U). Entonces 
A es no singular, ya que A~' puede encontrarse a partir del teorema 7.18. 
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Para demostrar la necesidad, debemos suponer que A es no singular y demostrar que det 
A =A 0. Ahora, a partir del teorema 7.13, A A 1 = A 1 A = I implica 

(det A)(det A -1 ) = (det A~')(det A) = det I. 

Sin embargo, puesto que det 1=1 Q,por que?), el producto (det A)(det A 1 ) = 1 ¥= 0 
demuestra que debemos tener det A A 0. □ 


Ejemplo 3 Una matriz singular 


La matriz de 2 X 2 A = 
6-6 = 0 . 


:\ 

I no tiene inversa; esto es, A es singular, ya que det A = 

□ 


Debido al nurnero de determinantes que deben evaluarse, el anterior procedimiento 
para calcular la inversa de una matriz resulta muy tedioso cuando el orden de la matriz es 
grande. En el caso de matrices de 3 X 3 o mayores, el siguiente metodo es una manera 
particularmente eficiente de encontrar A -1 . 

■ Metodo de las operadones en renglones A pesar de que estarfa mas alia del al- 
cance de este libro demostrarlos, utilizaremos los resultados siguientes: 


TEOREMA 7.20 


Calculo de la inversa 


Si una matriz A de n X n puede transformarse en una matriz identidad I de n X n 
mediante una secuencia de operaciones elementales en renglones, entonces A es 
no singular. La misma secuencia de operaciones que transforma a la matriz A en la 
matriz identidad I transformara I en A -1 . 


Es conveniente llevar a cabo estas operaciones en renglones en las matrices A e I de 
manera simultanea mediante una matriz de n x 2 n obtenida aumentando A con la identi¬ 
dad I, tal como se ilustra enseguida: 



/ a n 

a l2 


1 

0 ■ 

■ (>\ 

(A|I) = 

a 2l 

a 22 

a 2 „ 

1 

0 ■ 

■ 0 


\a„ i 

a n2 

®nn 

0 

0 • 

• i/ 


El procedimiento para calcular A 1 se muestra en el diagrama siguiente: 


Realice las operaciones 
en renglones de A hasta 
obtener I. Esto significa 
que A es no singular. 






r 

1 

i 

) 

(I 1 


A- 1 ) 


Al aplicar de manera 
simultanea las mismas 
operaciones de renglones a I 
podemos obtener A -1 . 


Ejemplo 4 Obtencion de la inversa mediante operaciones elementales 
de renglones 


Encuentre la inversa de A 



0 

3 

5 
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Solution Utilizaremos la misma notation que en la section 7.2, cuando redujimos la 
matriz aumentada a la forma escalonada reducida: 


( 2 

0 

1 

1 

0 

°\ 


/ 

i 

0 

1 

2 

1 

2 

0 

°\ 


3 

4 

0 

1 

° 



-2 

3 

4 

0 

1 

0 

V -5 

5 

6 

0 

0 

1/ 


V 

-5 

5 

6 

0 

0 

1/ 


2 R t +R 2 
5R.+R, 


I Rt 

itf. 





Puesto que I aparece a la izquierda de la lrnea vertical, podemos concluir que la matriz 
ubicada a la derecha de la lrnea es 


A - 1 = 



□ 


Si la reduction de renglones de (All) nos lleva a la situacion 


(All) (BIC), 

con renglones 

donde la matriz B contiene un renglon de ceros, entonces A es necesariamente singular. 
Ya que reducir mas B siempre nos da otra matriz con un renglon de ceros, nunca podre- 
mos transformar A en I. 


Ejemplo 5 Una matriz singular 


La matriz A = 


1 

4 

0 


/l 

-1 

-2 

1 

0 

°\ 

2 

4 

5 

0 

1 

0 

\6 

0 

-3 

0 

0 

1 / 


no tiene inversa, ya que 


-2R l +R 2 



7.6 Inversa de una matriz 


343 















Puesto que la matriz ubicada a la izquierda de la barra vertical tiene un renglon de ceros, 
podemos detenernos en este punto y concluir que A es singular. 


7.6.2 


Utilizacion de la inversa para resolver sistemas 


Un sistema de m ecuaciones lineales con n incognitas x 1; x 2 ,, x n . 


a ll x l + a n x 2 + ■ ■ ■ + a ln x„= b { 

a 2 \X\ + a 22 x 2 + ■ ■ ■ + a ln x,= b 2 (6) 


Q. m \X\ “b @ m2 x 2 ~b “b u mn x n b m 

puede escribirse de manera breve como una ecuacion matricial AX = B, donde 



( flu 

a i 2 

• a ln \ 


( x i\ 


/*i\ 

A = 

a 2l 

a 22 

a 2n 

, x = 

x 2 

, B = 

b 2 


\ a ml 

a m2 

®mn j 


\x n J 


\kJ 


■ Caso especial Suponga que m = n en (6), de tal forma que la matriz de coeficientes 
A es de n X n. En particular, si A es no singular, entonces el sistema AX = B puede 
resolverse multiplicando ambas ecuaciones por A -1 . A partir de A '(AX) = A 1 li, obte- 
nemos (A~‘A)X = A 'B. Debido a que A _1 A = I e IX = X, tenemos 

X = A 'B. (7) 


Ejemplo 6 Uso de La ecuacion (7) para resolver un sistema 

Utilice la inversa de la matriz de coeficientes para resolver el sistema 

2x, — 9x 2 = 15 
3x t + 6 x 2 = 16. 


Solution El sistema dado puede escribirse como 


Debido a que 


3 -9 

3 6 

cuencia, a partir de (4) se obtiene 


= 39 ¥= 0, la matriz de coeficientes es no singular. Como conse- 


2 

-9V 

_ 1 ( 

' 6 

9 ] 

\3 

6/ 

39 V 

v-3 

2/ 


A1 utilizar (7) podemos deducir que 


6 9y 15 


1 


39V-3 2/V16 


1 / 234 


39 V —13 


y, por lo tanto, x 1 = 6 y x 2 = — }. 


□ 


Ejemplo 7 Uso de La ecuacion (7) para resolver un sistema 

Utilice la inversa de la matriz de coeficientes para resolver el sistema 

2xj + x 3 = 2 

5x! + 5x 2 + 6x 3 = — 1 
—2x[ + 3x 2 + 4 x 3 = 4. 
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Solution Ya calculamos la inversa de la matriz de coeficientes 


( 4 ' ; ) 


en el ejemplo 4. Por lo tanto, (7) nos da 


( 


Xl 

x 2 

x 3 


) 







Como consecuencia, x x = 19, x 2 = 62 y x 3 = —36. □ 

I Unicidad Cuando det A + 0 la solucion del sistema AX = B es unica. Suponga 
que no es asl, es decir, que det A + 0 y que X! y X 2 son dos vectores solucion cliferentes. 
Entonces, AX! = B y AX 2 = B implican que AX! = AX 2 . Puesto que A es no singular, 
A -1 existe, por lo que A^AX^ = A~'(AX 2 ) y (A _1 A)X! = (A~'A)X 2 . Esto nos genera 
IXi = IX 2 o X! = X 2 , lo cual contradice nuestro supuesto de que X! y X 2 eran vectores 
solucion diferentes. 


I Sistemas homogeneos Un sistema de ecuaciones homogeneo puede escribirse 
como AX = 0. Recuerde que un sistema homogeneo siempre tiene la solucion trivial 
X = 0 y posiblemente un numero infinito de soluciones. En el teorema siguiente podre- 
mos observar que los sistemas homogeneos de n ecuaciones con n incognitas solamente 
tienen la solucion trivial cuando A es no singular. 


TEOREMA 7.21 


Solamente la solucion trivial 


Un sistema homogeneo de n ecuaciones lineales con n incognitas AX = 0 tiene 
solamente la solucion trivial si, y solo si, A es no singular. 


Demostracion Comprobemos la parte de suficiencia del teorema. Suponga que A es 
no singular. Entonces, mediante (7), obtenemos la solucion unica X = A ! 0 = 0. □ 

El teorema siguiente respondera la pregunta: ^cuando un sistema homogeneo de n 
ecuaciones lineales con n incognitas tiene una solucion no trivial? Recuerde que si un 
sistema homogeneo tiene una solucion no trivial, debe poseer un numero infinito de 
soluciones. 


TEOREMA 7.22 


Existencia de soluciones no triviales 


'N 


Un sistema homogeneo de n ecuaciones lineales con n incognitas AX = 0 tiene una 
solucion no trivial si, y solo si, A es singular. 


J 


En vista del teorema 7.22 podemos concluir que un sistema homogeneo de n ecuacio¬ 
nes lineales con n incognitas AX = 0 tiene 

solamente la solucion trivial si, y solo si, det A =£ 0, y 
una solucion no trivial si, y solo si, det A = 0. 

El ultimo resultado se utilizara en la seccion 7.8. 
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i ) Como una forma practica de resolver n ecuaciones lineales con n incognitas, el 
uso de una matriz inversa brinda algunas ventajas sobre el metodo presentado en la 
section 7.2. Sin embargo, en algunas aplicaciones, a menudo necesitamos resolver 
un sistema AX = B varias veces; esto es, necesitamos analizar las soluciones del 
sistema correspondientes a la misma matriz de coeficientes A pero con vectores de 
entrada B diferentes. En este caso, el simple calculo de A -1 permite obtener estas 
soluciones de manera rapida mediante la multiplication de matrices A B. 

ii ) En la definition 7.11 estudiamos que si A es una matriz de n X n y existe otra 
matriz B de n X n que se puede intercambiar con A, de tal forma que 

AB = I y BA = I, (8) 

entonces B es la inversa de A. Aunque la multiplication de matrices, en general, no 
es conmutativa, la condition dada en (8) de alguna forma es menos estricta en este 
sentido: si calculamos una matriz B de n X n para la que AB = I, entonces puede 
demostrarse que BA = I tambien, y que B es la inversa de A. Como consecuencia 
de este resultado, si en secciones subsecuentes de este capitulo desearamos demos- 
trar que cierta matriz B es la inversa de una matriz A dada, sera suficiente probar 
solo que AB = I. No necesitamos demostrar que B se puede intercambiar con A 
para dar I. 


Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-15. 


EJERCICIOS 7.6 

7 . 6 .^ 


En los problemas 1 y 2, compruebe que la matriz B es la inver¬ 
sa de la matriz A. 



/I 

-1 

0\ / 2 

-1 

2 \ 

2. A = 3 

0 

2 , B= 1 

-1 

2 

Vl 

1 

1/ V-3 

2 

-3/ 


En los problemas del 3 al 14, aplique el teorema 7.19 para 
determinar si la matriz dada es singular o no singular. Si es no 
singular, utilice el teorema 7.18 para encontrar la inversa. 



/ 3 0 0\ /0 2 0\ 

11 . 0 6 0 12 . 0 0 1 
\0 0 - 2 / \8 0 0 / 
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/° 

-1 

1 

4 \ 


/I 

2 

1 

1 \ 

3 

2 

-2 

1 

14. 

0 

0 

3 

0 

0 

4 

0 

1 

3 

1 

2 

0 

\1 

0 

-1 

l) 


\1 

1 

1 

0/ 


En los problemas del 15 al 26, utilice el teorema 7.20 para 
encontrar la inversa de la matriz dada o para demostrar que no 
existe. 



/I 2 3\ 0 -l) 

19. 4 5 6 20. 0 -2 1 

\7 8 9/ \2 -1 3/ 

( 4 2 3\ / 2 4 -2\ 

21. 2 1 0 22. 4 2 -2 

-1 -2 0 / \8 10 - 6 / 

-1 3 0\ /I 2 3\ 

1-2 1 24. 0 1 4 

012 / \0 0 8 / 



-1 

0 

2 

1 


0 

0 

1 

0 

25. 

2 

1 

-3 

0 

26. 

0 

0 

0 

1 


\ 1 

1 

2 

1/ 


\o 

1 

0 

0/ 












En los problemas 27 y 28, utilice las matrices dadas para en- 
contrar (AB) -1 . 


27. A -1 = 


28. A -1 = 


B 


29. SiA 1 


B 1 



^cual es el valor de A? 

(A -1 ) r . Compruebe 


30. Si A es no singular, entonces (A 7 ) 1 

(\ 4 \ 

lo anterior para A = 

F \2 ioy 

31. Encuentre un valor de x tal que la matriz A = 
sea su propia inversa. 


4 -3 
x -4 


( send cosd 

32. Calcule la inversa de A = I „ „ 

\ — cost? send 

33. Se dice que una matriz no singular A es ortogonal si 
A- 1 = A r . 

a) Demuestre que la matriz del problema 32 es ortogonal. 

/1/V3 0 —2/\/6 \ 

b ) DemuestrequeA = I l/\/3 1/V2 1/V6 j 

\l/V3 -1/V2 1/V6/ 

es una matriz ortogonal. 

34. Demuestre que si A es una matriz ortogonal (consulte el 
problema 33), entonces det A = ±1. 

35. Si A y B son matrices no singulares de n X n, utilice el 
teorema 7.19 para demostrar que AB es no singular. 

36. Suponga que A y B son matrices de n X n. Demuestre 
que si A o B son singulares, entonces AB es singular. 

37. Demuestre que si A es una matriz no singular, entonces 
det A -1 = 1/det A. 

38. Demuestre que si A 2 = A, entonces tanto A = I como A 
es singular. 

39. Suponga que A y B son matrices den X n y que A es no 
singular. Demuestre que si AB = 0, entonces B = 0. 

40. Suponga que A y B son matrices de n X n y que A es no 
singular. Demuestre que si AB = AC, entonces B = C. 


42. Considere la matriz diagonal de 3 X 3 

/flu 0 0\ 

A = I 0 a 22 0 I. 

\ 0 0 a 33 J 

Determine las condiciones necesarias para que A sea no 
singular. Si A es no singular, encuentre A -1 . Generalice 
sus resultados a una matriz diagonal de n X n. 


7.6.2 


Utilization de la matriz inversa 
en la resolution de sistemas 


En los problemas del 43 al 50, utilice la matriz inversa para 
resolver el sistema de ecuaciones dado. 


43. 

Xj 

+ x 2 = 

= 4 



44. 

Xj 

— 

x 2 

= 

2 


2x x 

- x 2 = 

= 14 



2x, 3 

- 4x 2 = 


-5 

45. 

4x x 

— 6x 2 

= 6 



46. 

Xl 

+ 

2x 2 

= 

4 


2x x 

+ x 2 

= 1 




3x x 

+ 

4x 2 

= 

-3 

47. 

Xi 

+ 

x 3 = 


4 

48. 

Xj 

- 

^2 

+ 

x 3 = 1 


Xi 

II 

m 

X 

+ 

+ 

0 



2xi 

+ 

Xl 

+ 

2x 3 = 2 


5*! 

- x 2 

= 

6 



3xi 

+ 

2x 2 

- 

x 3 = — 3 

49. 

Xl 

+ 2x 2 

+ 2x 3 


1 








Xl 

— 2x 2 

+ 2 x 3 


-3 








3xi 

“ x 2 

+ 5x 3 

= 

7 







50. 

X] 

i — 

*3 



= 2 








*2 

+ x 3 



= 1 







-x, 

+ x 2 

+ 2x 3 

+ 

■ x 4 = 

= -5 







x 3 — x 4 = 3 


En los problemas 51 y 52, escriba el sistema en la forma AX = B. 
Utilice X = A 'B para resolver el sistema para cada matriz B. 

51 . 7x x — 2 x 2 = b x , 

3x, - 2x 2 = b 2 , 



52. x x + 2x 2 + 5x 3 = b x 


2x x + 3x 2 + 8x3 = b 2 , 
—x x + x 2 + 2 x 3 = b 3 



En los problemas del 53 al 56, determine, sin resolverlo, si el 
sistema de ecuaciones homogeneo que se proporciona tiene 
solamente la solucion trivial o una solucion no trivial. 


Xi 

+ 2x 2 — x 3 = 0 54. 

Xl 

+ 

x 2 + 

x 3 = 0 

4x x 

- 

x 2 + x 3 = 0 

x x 

- 

2x 2 + 

x 3 = 0 

5x, 

+ 

x 2 — 2 x 3 = 0 

— 2x x 

+ 

x 2 - 

2 x 3 = 0 

Xl 

+ 

to* 

1 

X 

to 

+ 

# 

II 

0 







5x 2 + 2x 4 = 0 





Xj 

+ 

x 3 — x 4 = 0 





3xi 

+ 

1 

& 

+ 

£ 

II 

0 






41. Si A y B son matrices no singulares de n x n, ^necesaria- 
mente A + B es no singular? 
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200 + u 3 + Wj + 100 

4 


56. Xi + x 2 ~ x 3 + x 4 = 0 
x x + x 2 + x 3 — x 4 = 0 

2x 2 + x 3 + x 4 = 0 
x 2 — x 3 — x 4 = 0 

57. El sistema de ecuaciones de las corrientes i h i 2 e i 3 de la 
red que se muestra en la figura 7.6 es 

ij + i 2 + i 3 = 0 
—Rih 4" R 2 i 2 = E 2 — E l 
— Rih 4“ ^3 ( 3 = £3 — ^2 
donde y E h k = 1, 2, 3, son constantes. 

a) Exprese el sistema como una ecuacion matricial AX 

= B. 

b) Demuestre que la matriz de coeficientes A es no sin¬ 
gular. 

c) Utilice X = A *B para encontrar las corrientes. 



Figura 7.6 Red para el 
problema 57 


58. Considere la placa cuadrada que se muestra en la figura 
7.7, con las temperaturas que se indican en cada uno de 
los lados. Bajo ciertas circunstancias se puede demos- 
trar que las temperaturas aproximadas u h u 2 , u 3 y u 4 lo- 
calizadas en los puntos P u P 2 , P 3 y P 4 , respectivamente, 
estan dadas por 

u 2 -P u 4 4“ 100 + 100 


u 2 = 


u 3 = 


200 + 100 + u 4 + u 2 


u 4 


u 3 + 100 + 100 + W[ 


a) Demuestre que el sistema anterior puede escribirse 
como la ecuacion matricial 


/- 4 

1 

0 

A 

/“A 


/ —200\ 

1 

-4 

1 

0 

u 2 


-300 

0 

1 

-4 

1 

u 3 


-300 

\ 1 

0 

1 

-4/ 

\«4 / 


\ -200 / 


b) Resuelva el sistema de la parte a) encontrando la 
inversa de la matriz de coeficientes. 


u = 200 



Figura 7.7 Placa del problema 58 


r .7 Regia de Cramer 


■ Introduccion A1 final de la seccion anterior pudimos observar que un sistema de 
n ecuaciones lineales con n incognitas AX = B tiene precisamente una solucion cuando 
det A =h 0. Esta solucion, como se vera ahora, puede expresarse en terminos de determi- 
nantes. Por ejemplo, el sistema de dos ecuaciones con dos incognitas. 


«n*i + a 32 x 2 = 61 
a 21 x, + a 22 x 2 = b 2 


( 1 ) 


tiene la solucion 

b { a 22 — a nb 2 ~ 

X 1 = —-—I-— y X 2 = —-———— (2) 

fl ll“22 a 12“21 fl ll a 22 a l2 a 2l 


siempre y cuando a, ,a 2 2 — a n a 2 \ ^ 0. Puede reconocerse que los numeradores y denomina- 
dores mostrados en (2) son determinantes. Esto es, el sistema (1) tiene una rinica solucion, 



Cl 12 


a n 

b\ 

b 2 

a 22 


Cl2l 

b 2 


a 11 

«12 

II 

a n 

a \2 

«21 

022 


«21 

Cl22 
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siempre y cuando el determinante de la matriz de coeficientes 
section generalizamos el resultado que se muestra en (2). 


a n a n 

a 2l a 22 


=f= 0. En esta 


■ Utilization de determinantes para resolver sistemas En un sistema de n ecua- 
ciones lineales con n incognitas 


a n x x + a u x 2 + • • • + a ln x n = 

a 2I x, + a 22 x 2 + • • • + a 2n x n = b 2 

a n i*i + a„ 2 x 2 + ■ ■ ■ + a nn x n = b„ 

es conveniente definir una matriz especial. 


(4) 


/c-esima columna 

I 



/ an 

a 12 

a lk~l 


a lk+l 

' «In \ 


A-k — 

a 2l 

a 22 

a 2k~\ 

b 2 

a 2k+l 

a 2n 

(5) 


\a„i 

a n2 

a nk-l 

b n 

a n k+ 1 

®nn j 



En otras palabras, A k es la misma matriz A excepto que la columna fc-esima de A se ha 
reemplazado por elementos de la matriz columna 


b 2 

\ b nl 


La generalization de (3), conocida como regia de Cramer, esta dada en el teorema 
siguiente. 



Demostracion En primera instancia, escribimos el sistema (1) como AX 
que det A =7= 0, A -1 existe, por lo que 


X = A -1 B 


/ C„ 
Cl2 


det A 


^21 

^22 


c nl \ 

C n 2 


/h\ 

b 2 


det A 


\Ci„ C 2n ■ ■ ■ C nn ) \b„) 
l b\C n + b 2 C 21 + ••• + b n C nl \ 
b \C\ 2 + b 2 C 22 + ■■■ + b n C n2 

\b,C u + b 2 C 2n + ■■■ + b n C nn ) 


B. Puesto 


Ahora el elemento del renglon /:-esimo de la ultima matriz es 


x k 


bjC lk + b 2 C 2k + •■• + b„C„ k 

detA 


(7) 
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Sin embargo, ZqC u . + b 2 C 2 k +... + b n C nk es la expansion por cofactores de det A k , 
donde A k es la matriz dada en (5) junto con la &-esima columna. De esta manera, tene- 
mos que x k = det A^/det A para k = 1, 2,..., n. Q 


Ejemplo 1 UtiLizacion de La regLa de Cramer para resolver un sistema 

Utilice la regia de Cramer para resolver el sistema 

3x k + 2 x 2 + x 3 = 7 
x \ ~ x 2 + 3x 3 = 3 
5*! + 4x 2 — 2x 3 = 1. 


Solucion La solucion requiere que se evaluen los cuatro determinantes: 


det A = 


det At = 


2 

1 

4 


3 7 1 
1 3 3 
5 1 -2 


= 13, 


= 78, 


Por lo tanto, (3) da 


detAj 
det A 


detA! = 


detA 3 = 


2 1 
-1 3 
4 -2 


3 2 7 
1 -1 3 
5 4 1 


= -39, 


= 52. 


= -3, x 2 = 


detA 2 

detA 


= 6, x 3 = 


detA 3 

detA 


= 4. 


Comentarios 


Igual que en el metodo de la seccion anterior, la regia de Cramer no es una forma 
muy practica de resolver sistemas de n ecuaciones lineales con n incognitas. Para 
n > 4, el trabajo que se requiere para evaluar los determinantes se vuelve enorme. 
Sin embargo, la regia de Cramer se utiliza algunas veces y resulta importante desde 
el punto de vista teorico. 

A1 aplicar la regia de Cramer se pueden tomar algunos atajos. En el ejemplo 1, 
digamos, en realidad no tuvimos que calcular det A 3 puesto que una vez encon- 
trados los valores de x ] y x 2 el valor de x 3 puede encontrarse utilizando una de las 
ecuaciones del sistema. 


EJERCICIOS 7.7 Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-15. 


En los problemas del 1 al 10, resuelva el sistema de ecuaciones 
dado mediante la regia de Cramer. 


1. 

—3x t + x 2 = 3 

2. 

x \ + x 2 = 4 


1 

to 

II 

1 

Ov 


<N 

II 

1 

3. 

O.lxj — 0.4 x 2 = 0.13 

4. 

0.2 lx! + 0.57x 2 = 0.369 


x, - x 2 = 0.4 


0.1x[ + 0.2 x 2 = 0.135 

5. 

2x + v = 1 

6. 

5r + 4s = -1 


3x + 2y = —2 


10r — 6^ = 5 

7. 

Xi — 2x 2 — 3x 3 = 3 

8. 

Xi — x 2 + 6 x 3 = —2 


x, + x 2 — x 3 = 5 — x 3 + 2x 2 + 4 x 3 = 9 

2x t + 3 x 2 — x 3 = \ 


9. u + 2v+ w = 8 10. 4x+3y + 2z = 8 

2 u — 2v + 2w = 7 —x + 2z = 12 

u — 4v ♦ 3w = 1 3x + 2y + z = 3 

11. Utilice la regia de Cramer para determinar la solucion 
del sistema 

(2 — k)x k + kx 2 = 4 
kxj + (3 — k)x 2 = 3. 

I Para que valor(es) de k el sistema es inconsistente? 

12. Considere el sistema 
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Xi + x 2 = 1 
x t + ex 2 = 2. 
















Cuando el valor de e es muy cercano a 1, las lrneas que 
forman el sistema son casi paralelas. 

a ) Utilice la regia de Cramer para demostrar que una 

1 1 

solucion del sistema es x ] = 1-, x 2 =-. 

e — 1 e — 1 

b ) Se dice que el sistema esta en condicion anormal 
puesto que pequenos cambios en los datos de entra- 
da (por ejemplo, los coeficientes) provocan un cam- 
bio grande o significativo en la salida o solucion. 
Compruebe lo anterior encontrando la solucion del 
sistema para e = 1.01 y, despues, para e = 0.99. 

13. Las magnitudes de T, y T 2 de la tension presente en los 
cables de soporte que se muestran en la figura 7.8 satis- 
facen las ecuaciones 

(cos 25°)7\ - (cos 15°)r 2 = 0 
(sen 25°)7\ + (sen 15°)r 2 = 300. 

Utilice la regia de Cramer para obtener T } y T 2 . 



Figura 7.8 Cables de soporte del problema 13 

14. El bloque de 400 libras que se muestra en la figura 7.9 
se mantiene sin resbalar a lo largo del piano inclinado 
gracias a la friccion y a una fuerza F de magnitud mas 
pequena. Si el coeficiente de friccion entre el bloque y 
el piano inclinado es de 0.5, entonces la magnitud de la 
fuerza de friccion es de 0.5N, donde N es la magnitud 


de la fuerza perpendicular ejercida por el piano sobre el 
bloque. Utilice el hecho de que el sistema se encuentra 
en equilibrio para establecer un sistema de ecuaciones y 
encontrar F y N. Aplique la regia de Cramer para calcu- 
lar F y N. 



15. Como se muestra en la figura 7.10, un circuito consta de 
dos baterfas con resistencias internas r, y r 2 conectadas 
en paralelo con un resistor. Utilice la regia de Cramer 
para demostrar que la corriente i que pasa por la resis- 
tencia esta dada por 

r Y E 2 + r 2 Ei 

i = -. 

r t R + r 2 R + r,r 2 




] £ 1 rl 




1 





| E 2 r 2 






R 

-VW-1 


Figura 7.10 Circuito para el probLema 15 


.8 El problema del valor propio 


H Introduction Si A es una matriz de n X n y K una matriz de n X 1 (vector co- 
lumna), entonces el producto AK esta definido y es otra matriz de n X 1. En muchas 
aplicaciones, es importante determinar si existen matrices K de n X 1 diferentes de cero 
tales que el vector producto AK sea un multiplo de una constante A con la propia K. A la 
situation que plantea resolver AK = AK para vectores K diferentes de cero se le llama el 
problema del valor propio de la matriz A. 

■ Una definition Los comentarios introductorios anteriores se resumen en la defini- 
cion siguiente. 
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Las palabras “valor propio” se tomaron del aleman, pues a partir de la palabra alema- 
na eigenwert que, traducida literalmente, significa “valor apropiado”. A los valores pro- 
pios y vectores propios se les conoce tambien como valores caracterfsticos y vectores 
caracterfsticos, respectivamente. 

El metodo de eliminacion de Gauss-Jordan que se presento en la seccion 7.2 puede 
utilizarse para encontrar los vectores propios de una matriz cuadrada A. 


Ejemplo 1 Verificacion de un vector propio 

l' 

Compruebe que K = I — 1 I es un vector propio de la matriz 


1 , 



A = 


Solution Realizando la multiplication AK podemos observar que 

-2 


AK = 


0 

2 

-2 



1 \ valor propio 

2 | = (-2)| -1 j = ( -2)K. 


Podemos observar, a partir de la linea anterior y la definicion 7.13, que A =-2 es un valor 
propio de A. □ 

A1 utilizar las propiedades del algebra matricial podemos escribir (1) en la forma 
alterna 


(A - AI)K = 0, (2) 

donde I es la identidad multiplicativa. Si hacemos 


entonces (2) es lo mismo que 

K = 

( M 

k 2 

\kj 


(flu — A)Aj + 

a 12^-2 + ' 

■ + 

a lnK 

a 2 ik 1 + (a 2 2 

— A )k 2 4 • 

• + 

a 2 tiK 

a n \ki + 

a nJ i 2 + ' 

■ + (a, m - A )k n 


A pesar de que la solucion obvia de (3) es k x = 0, k 2 = 0,..., k n = 0, estamos buscando 
solamente soluciones no triviales. Sabemos que un sistema homogeneo de n ecuaciones 
lineales con n incognitas tiene una solucion no trivial si, y solo si, el determinate de la 
matriz de coeficientes es igual a cero. Por lo tanto, para encontrar una solucion K dife- 
rente de cero para (2), debemos tener que 

det(A - AI) = 0. (4) 

La inspection de (4) muestra que la expansion por cofactores de det(A - AI) da como re- 
sultado un polinomio de grado n en A. La ecuacion (4) se llama ecuacion caracterfstica 
de A. Por lo tanto, los valores propios de A son las raices de la ecuacion caracteristica. 
Para encontrar el vector propio correspondiente a un valor propio A, simplemente re- 
solvemos el sistema de ecuaciones (A - AI)K = 0 aplicando el metodo de eliminacion 
Gauss-Jordan a la matriz aumentada (A - AII0). 
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Ejemplo 2 Calculo de valores y vectores propios 

Encuentre los valores y vectores propios de 

( 1 2 

A = I 6 -1 

\-l -2 

Solution Para expandir el determinante a su ecuacion caracteristica 

1—A 2 1 


det(A-AI): 


6 -1 - A 

-1 -2 


0 

-1 - A 


= 0 , 


utilizamos los cofactores del segundo renglon. Se puede deducir que la ecuacion carac¬ 
teristica es 

-A 3 - A 2 + 12A = 0 o A (A + 4)(A - 3) = 0. 

De aquf que los valores propios sean A, = 0, A 2 = -4, A 3 = 3. Para calcular los vectores 
propios, debemos reducir (A - AIIO) tres veces correspondientes a los tres valores pro¬ 
pios distintos. 


Para A j = 0 tenemos 


(A - 0I|0) = 


1 

2 


1 

0 

6 - 

1 


0 

0 

1 - 

2 

- 

1 

0 

/I 

2 

1 

°\ 

° 

1 

6 

13 

0 

\o 

0 

0 

0/ 


-6R,+R 2 
R.+R, 



Por lo tanto, podemos observar que k^ = -j^k 3 y k 2 = -y|fc 3 . Seleccionando k 3 = -13 nos 
da el vector propio* 


Para A 2 = -4, 


(A + 4110) = 


- 6 R t + R 2 
- 5 R,+R, 


-2 R 2 
-2R, 



implica que k x = -k 3 y k 2 = 2 k 3 . Seleccionamos k 3 = 1 y entonces resulta un segundo 
vector propio 

-Cl: 


*Desde luego, k 3 podrfa seleccionarse como cualquier valor diferente de cero. En otras palabras, una cons- 
tante diferente de cero que sea multiplo de un vector propio es tambien un vector propio. 
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Por ultimo, para A 3 = 3, el metodo de eliminacion de Gauss-Jordan nos da 


(A - 3110) 



iperac 


3n reng 


/1 0 1 

°\ 

oil 

0 

\0 0 0 

0 / 


y asf k x = -k 3 y k 2 = - § k 3 . La election de que k 3 = -2 da como resultado un tercer vector 
propio, 


K 3 = 



□ 


Cuandounamatriz Aden X n tiene n distintos valores propios A h A 2 ,..., A,„ sepuede 
demostrar que es posible calcular un conjunto de n vectores propios lineales independien- 
tes K b K 2 ,..., K„. Sin embargo, cuando la ecuacion caracteristica tenga rai'ces repetidas, 
puede que no sea posible calcular n vectores propios lineales independientes para A. 


Ejemplo 3 Calculo de valores y vectores propios 

f 3 4' 

Calcule los valores y vectores propios de A = I 


Solution 


A partir de la ecuacion caracteristica 


det(A - AI) 


3 - A 4 
-1 7 - 


= (A - 5) 2 = 0, 


podemos observar que Aj = A 2 = 5 es un valor propio de multiplicidad 2. En el caso de 
una matriz de 2 X 2, no es necesario utilizar el metodo de eliminacion de Gauss-Jordan. 
Para encontrar el o los vectores propios correspondientes a A! = 5, recurrimos al sistema 
(A - 5110) en su forma equivalente 


— 2k x + 4 kn — 0 


k | + 2 k 2 = 0. 


Es evidente, a partir de este sistema, que k x = 2 k 2 . Por lo tanto, si seleccionamos k 2 = 1, 


encontraremos un solo vector propio K, 



□ 


Ejemplo 4 Calculo de valores y vectores propios 

Calcule los valores y vectores propios de A = 

Solucion La ecuacion caracteristica 
9 - A 1 

det(A - AI) = 



9 - A 
1 


1 

1 

9 - A 


: -(A - 11)(A - 8) 2 = 0 


muestra que A x = 11 y que A 2 = A 3 = 8 es un valor propio de multiplicidad 2. 
Para A, = 11, el metodo de eliminacion de Gauss-Jordan nos da 


(A - 1 1110): 


(~ 2 

1 

1 




0 

-1 

°\ 

1 

-2 

1 

o 


0 

1 

-1 

0 

V 1 

1 

-2 

0 / 


^0 

0 

0 

0 / 
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De aquf que k x = k 3 y k 2 = k 3 . Si k 3 = 1, entonces 

Ahora, para A 2 = 8 tenemos 

(A - 8110): 


/I 

1 

1 



fl 

1 

1 

°\ 

1 

1 

1 

o 


0 

0 

0 

0 

Vi 

1 

1 

0/ 


^0 

0 

0 

0/ 


En la ecuacion k l + k 2 + k 3 - 0 podemos seleccionar libremente dos de las variables de 
forma arbitraria. Por un lado, seleccionando k 2 = I, k 3 = 0 y, por el otro, k 2 = 0, k 3 = 1, 
obtenemos dos vectores propios lineales independientes: 


K-, = 



K, = 



que corresponden a un solo valor propio. 

■ Valores propios complejos Una matriz A puede tener valores propios complejos. 


TEOREMA 7.24 


Valores y vectores propios complejos 


Sea A una matriz cuadrada con elementos reales. Si A = a + ip, j8 A 0, es un valor 
propio complejo de A, entonces su conjugado A = a- i[5 tambien es un valor propio 
de A. Si K es el vector propio correspondiente a A, entonces su conjugado K es un 
vector propio correspondiente a A. 


Demostracion Puesto que A es una matriz de elementos reales, la ecuacion caracte- 
rfstica det(A - AI) = 0 es una ecuacion polinomial con coeficientes reales. A partir del 
algebra sabemos que las ralces complejas de dichas ecuaciones se presentan en pares 
conjugados. En otras palabras, si A = a + ifi es una rafz, entonces A = a - ifi lo es tam¬ 
bien. Ahora dejemos que K sea un vector propio de A correspondiente a A. Por defini- 
cion, AK = AK. Calculando los conjugados complejos de la ultima ecuacion tenemos 

AK = AK o AK = AK, 

puesto que A es una matriz real. La ultima ecuacion muestra que K es un vector propio 
correspondiente a A. □ 


Ejemplo 5 Valores propios y vectores propios complejos 

/6 -T 

Calcule los valores y vectores propios de A = 


Solucion La ecuacion caracterfstica es 

6 - A 

det(A - AI): 


-1 

4 - A 


: A 2 - 10A + 29 = 0. 


A partir de la formula cuadratica, encontramos que A, = 5 + 2i y A 2 = A, = 5 - 2 i. 
Ahora, para A j = 5 + 21, debemos resolver 

( 1 - 20 * 1 - *2 = 0 
5*, - (1 + 20*2 = 0. 
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Puesto que k 2 = (1 - 2/)&i* se puede deducir que, despues de seleccionar k l = 1, ese 
vector propio es 



Del teorema 7.24 podemos observar que un vector propio correspondiente a A 2 = A, = 5 
- 2 i es 


K 2 = Kj 


1 

1 + 2 i 


□ 


Nuestro ultimo teorema se deduce inmediatamente a partir del hecho de que el deter- 
minante de una matriz triangular superior, triangular inferior o diagonal, es el producto 
de los elementos de la diagonal. 


TEOREMA 7.25 


Matrices triangular y diagonal 


Los eigenvalores de una matriz triangular superior, triangular inferior o diagonal 
son los elementos de la diagonal principal. 


*Observe que la segunda ecuacion es simplemente 1 + 2 i veces la primera. 


EJERCICIOS 7.8 


Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-15. 


En los problemas del 1 al 6 , determine cuales de los vectores 
columna indicados son vectores propios de la matriz A dada. 
Proporcione los valores propios correspondientes. 


1 . 


K, = 


3. 



6. A = 


K, 


/-l 

1 

°1 

\ J 


1 

2 

1 

; k, = 

4 

\ 0 

3 

-x 

1 ' 

^ 3/ 


K, = 


En los problemas del 7 al 22, calcule los valores y vectores 
propios de la matriz dada. 


8 . 


9. 


11 . 


13. 


15. 


2 

1 

8 

-5 

-1 

-5 

-1 



1 i 

( 0 

4 

°\ 

M 

17. 


-4 

° 

\x) 

\ 

V 0 

0 

-2/ 


19. 


0 -1 
0 
1 


10 . 


12 . 


14 . 


16 . 


18 . 


20 . 
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21 . 



22 . 



Los valores propios de A -1 son los recfprocos de los valo- 
res propios de una matriz A no singular. Ademas, los vec- 
tores propios de A y A -1 son iguales. En los problemas 23 y 24, 
compruebe estos hechos para la matriz dada. 

'5 A !' 

23. A = | . ) 24. A = 



Una matriz A es singular si, y solo si A = 0 es un eigenvalor. En 
los problemas 25 y 26, compruebe que una matriz A dada es 
singular. Calcule la ecuacion caracterfstica de A y demuestre 
que A = 0 es un eigenvalor. 




\ 

0 

1 \ 

(6 

°) 



\ 

25. A = 

26. A = 4 

-4 

5 

\3 

0 J 

It 

-4 

8 


Tareas para el laboratorio de computo 

27. Se dice que una matriz cuadrada A es una matriz es- 
tocastica si ninguno de sus elementos es negativo y la 
suma de los elementos de cada renglon (o la suma de los 
elementos de cada columna) da como resultado maximo 


un 1. Las matrices estocasticas son de gran importancia 
en la teorfa de la probabilidad. 


a) Compruebe que 


A = 


y 



0</?<l,0<g<l, 



son matrices estocasticas. 


b ) Utilice un programa de computo para algebra lineal 
o un sistema asistido por computadora para encon- 
trar los valores y vectores propios de la matriz A de 

3 X 3 del inciso a). Forme al menos seis matrices es¬ 
tocasticas mas de diferentes tamanos, 2 X 2, 3 X 3, 

4 X 4 y 5 X 5. Calcule los valores y vectores pro¬ 
pios de cada matriz. Si encuentra un patron, formule 
una conjetura y despues trate de demostrarla. 

c) En la matriz A de 3 X 3 del inciso a), utilice un 
programa de computo para calcular A 2 , A 3 , A 4 , ... 
Repita el proceso en las matrices que usted formo 
en b). Si encuentra un patron, formule una conjetura 
y despues trate de demostrarla. 


7.9 Potencias de las matrices 


H Introduction En algunas ocasiones es importante poder calcular de manera rapida 
una potencia de A'”, siendo m un entero positivo, de una matriz A de n X n: 

A m = AAA • ■ ■ A. 

t___ i 

v 

m numero de factores 


Desde luego, el calculo de A” 1 podrfa hacerse con un programa de computo apropiado o 
escribiendo un programa corto; sin embargo, aun asf, usted debe estar consciente de que 
no resulta eficiente utilizar la fuerza bruta para realizar multiplicaciones sucesivas: A 2 = 
AA, A 3 = AA 2 , A 4 = AAAA = A(A 3 ) = A 2 A 2 , y asf por el estilo. 

I Calculo de A ra Vamos a esquematizar un metodo alterno para efectuar el calculo de 
A m mediante el teorema siguiente, el cual se conoce como teorema Cayley-Hamilton. 


TEOREMA 7.26 


Teorema Cayley-HamiLton 


Una matriz A de n x n satisface su propia ecuacion caracterfstica. 




J 


Si ( — 1)"A" + c n _ jA" 1 + • • • + c,A + c 0 = 0 es la ecuacion caracterfstica de A, enton- 
ces el teorema 7.26 establece que, 

(— 1)"A” + c„ _ jA" ~ 1 + ■ ■ • + Cl A + c o I = 0. (1) 
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■ Matrices de orden 2 La ecuacion caracterfstica de la matriz de 2 X 2 A = 

es A 2 — A — 2 = 0, y los valores propios de A son A t = — 1 y A 2 = 2. El teorema 7.26 
implica que A 2 — A — 21 = 0, o, despejando el valor mas elevado de A, 

A 2 = 21 + A. (2) 

Ahora, si multiplicamos (2) por A, obtenemos A 3 = 2A + A 2 , y si utilizamos otra vez 
(2) para eliminar A 2 en el lado derecho de esta nueva ecuacion, entonces 

A 3 = 2A + A 2 = 2A + (21 + A) = 21 + 3A. 

A1 continual" de esta manera, en otras palabras, multiplicando el ultimo resultado por A 
y utilizando (2) para eliminar A 2 , obtenemos la sucesion de potencias de A expresada 
solamente en terminos de la matriz identidad I y A: 

A 4 = 61 + 5A 

A 5 =10I+11A (3) 

A 6 = 221 + 21A 


-2 

-1 


y asf sucesivamente (compruebelo). Asi, por ejemplo. 



+ 21 


-2 

-1 




(4) 


ecuacion caracterfstica de la matriz A = 


puede escribirse como A 2 = 2 + A, 


Ahora podemos determinar c k sin efectuar en realidad las multiplicaciones y sustitu- 
ciones sucesivas como hicimos en (3). En primera instancia, observe que debido a que la 

-2 4 ^ 

-1 3y 

resultados similares a (3) deben ser validos para los valores propios A, = — 1 y A 2 = 2, 

esto es. A 3 = 2 + 3A, A 4 = 6 + 5A, A 5 = 10 + 11A, A 6 = 22 + 21A,... Se puede deducir 
entonces que las ecuaciones 


A" ! = c 0 I + C[A y A m = c 0 + c t A (5) 

son validas para el mismo par de constantes c 0 y Cj. Podemos determinar las constantes 
c 0 y c, fijando simplemente los valores A = — I y A = 2 en la ultima ecuacion de (5) y 
resolviendo el sistema resultante de dos ecuaciones con dos incognitas. La solucion del 
si sterna 


(— 1 )'" = c 0 + Ci(— 1 ) 
2 m = c 0 + cj( 2 ) 


es c 0 = j[2 m + 2(— 1)'"], Ci = \[2 m — (—1)'"]. Ahora, sustituyendo estos coeficientes en 
la primera ecuacion de (5), sumando las dos matrices y simplificando cada elemento, 
obtenemos 


A[- 2 m + 4( — 1 )"'] f[2 m - (-l) m ]\ 

V — j[2 m — (—i) ra ] \[ 2 m+2 - (—i)"']y 


( 6 ) 


Usted debera comprobar el resultado de (4) estableciendo el valor m = 6 en ( 6 ). Observe 
que (5) y ( 6 ) son validas para m > 0 ya que A 0 = I y A 1 = A. 


■ Matrices de orden n Si la matriz A fuera de 3 X 3, entonces la ecuacion caracterfs¬ 
tica ( 1 ) serfa una ecuacion polinomial cubica y la analogfa de ( 2 ) nos permitirfa expresar 
A 3 en terminos de I, A y A 2 . Podemos proceder como se acaba de ilustrar y escribir 
cualquier potencia de A"' en terminos de I, A y A 2 . En general, para una matriz A de 
n X n, podemos escribir 

A m = c 0 I + CjA + c 2 A 2 + ■ • • + c n _ jA” 1 , 
donde cada uno de los coeficientes c k , k = 0, 1,..., n — 1, depende del valor de m. 
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Ejemplo 1 A m para una matriz de 3 X 3 


Calcule A m para A 



1 

2 

1 



Solucion La ecuacion caracteristica de A es —A 3 + 2A 2 + A — 2 = 0oA 3 = —2 + A 
+ 2A 2 , y los valores propios son Aj = — 1, A 2 = 1 y A 3 = 2. A partir del analisis anterior, 
sabemos que los mismos coeficientes son validos en las dos ecuaciones siguientes: 

A'" = c 0 I + Ci A + c 2 A 2 y A'” = c 0 + cqA + c 2 A 2 . (7) 


A su vez, asignar A = — 1, A = 1, A = 2enla ultima ecuacion genera tres ecuaciones 
con tres incognitas: 

(-ir = c 0 - c, + c 2 

1 = C 0 + Cj + c 2 (8) 

2'" = Cq + 2 Cj + 4 c 2 . 


Resolver ( 8 ) nos da 

c 0 = 5 [3 + (— l) m — 2 m ], 

ci = 2[i - <-in, 

c 2 = |[-3 + (-ir + 2 m+1 ]. 

Despues de calcular A 2 sustituimos estos coeficientes en la primera ecuacion de (7) y 
simplificamos los elementos de la matriz resultante. El resultado es 


2 "' - 1 



/i[ 9 _ 2 m+1 - (-If] 

\[2 m - 

-(-If] 

s[- 

A m = 

1 - 2 m 


2 m 



\g[3 - 2 m+1 - (-1)'"] 

i[2 m - 

-(-If] 

s[- 

Por ejemplo, con m = 10, 






f -340 

341 

341 


A 10 = 

-1023 

1024 

1023 


\ 

i -341 

341 

342 


I Calculo de la inversa Suponga que A es una matriz no singular. El que A satisfaga 
su propia ecuacion caracteristica puede utilizarse para calcular A -1 como una combina- 
cion lineal de potencias de A. Por ejemplo, acabamos de ver que la matriz no singular 


A = 



4 


satisface A 2 


- A - 


21 = 0. Despejando la matriz identidad obtenemos 


I = i A 2 — t A. Multiplicando el ultimo resultado por A ’, encontramos que A 1 = 2 A — 2 I. 
En otras palabras, 


f~ 2 4Y 1 = If-2 4\_lA 0 \/-§ 2 ^1 
V-l 3J 2\ — 1 3J 2\0 1/ 5 1/ 


(9) 


Comentarios 


Existen algunos problemas evidentes al usar el metodo recien mostrado para calcular 
A'". Si, por ejemplo, la matriz del ejemplo 1 tuviera un eigenvalor de multiplicidad 
dos, entonces tendriamos, en lugar de tres ecuaciones y tres incognitas como en ( 8 ), 
solamente dos ecuaciones con tres incognitas. ^Como calculamos los coeficientes 
unicos c 0 , C| y c 2 ? Consulte los problemas 11 al 14 de los ejercicios 7.9. Tambien, 
en el caso de matrices de tamanos grandes que tienen valores propios diferentes, el 
calculo de c 0 , c l5 c 2 ,..., c„ , es muy tedioso de hacer a mano. 
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EJERCICIOS 7.9 


Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-16. 


En los problemas 1 y 2, demuestre que la matriz dada satisface 
su propia ecuacion caracterfstica. 


1. A = 




/ 0 

1 

2\ 



2. A = 1 

0 

3 

\4 

5j 

lo 

1 

J 


En los problemas del 3 al 10, utilice el metodo presentado en 
esta seccion para calcular A"'. Aplique el resultado asi obtenido 
y encuentre el valor de la potencia indicada de la matriz A. 


3. A 

5. A 

7. A 

8. A 

9. A 

10. A 



; m = 3 4. A = 


6. A = 


5 

-3 

1 

0 


m = 10 


; m = 6 


m = 10 


; m = 


; m = 4 
; m = 6 


En los problemas 11 a 12, demuestre que la matriz dada tiene 
un eigenvalor A, de multiplicidad dos. Como consecuencia, las 
ecuaciones A m = c 0 + cqA (problema 11) y A'" = c 0 + cgA + 
c 2 A 2 (problema 12 ) no proporcionan las suficientes ecuaciones 
independientes como para formar un sistema y determinar los 
coeficientes c\. Utilice la derivada (con respecto a A) para cada 
una de estas ecuaciones evaluada en A, como la ecuacion extra 
necesaria para formar un sistema. Calcule A'" y utilice este re¬ 
sultado para calcular la potencia indicada de la matriz A. 


a) 


c) 


A = 

A = 



(2 1 1 

10-2 
\ 1 1 3 


b) A 


-1 

-1 


14. En su obra Liber Abbaci, publicada en 1202, Leonardo 
Fibonacci de Pisa realizo especulaciones acerca de la 
reproduction de los conejos: 


l Cuantos pares de conejos se tendran en un ano si, co- 
menzando con un solo par, cada mes un par engendra 
un nuevo par que a su vez puede procrear a partir del 
segundo mes en adelante? 


La respuesta a esta pregunta esta contenida en una se- 
cuencia conocida como serie de Fibonacci. 


Despues de cada mes 


Inicio n = 

0 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 8 9 10 11 12 

Pares adultos 

1 

1 

2 

3 

5 

8 

13 

21 ... 

Pares bebes 

0 

1 

1 

2 

3 

5 

8 

13 ... 

Pares totales 

1 

2 

3 

5 

8 

13 

21 

34 ... 


Cada uno de los tres renglones que describen a los pares 
de conejos es una serie de Fibonacci y puede definirse 
recursivamente empleando una ecuacion diferencial de 
segundo orden x n = 2 + x n - i> n = 2, 3,..., donde 

x 0 y x 1 dependen del renglon. Por ejemplo, para el primer 
renglon que designa pares adultos de conejos, x 0 = 1 , 

X| = 1. 

a) Si dejamos que y n _ l = x n _ 2 , entonces y n = x n ,, y 
la ecuacion de diferencia puede escribirse como un 
sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden 

x n = + y„_! 

y„ = *„-!• 



13. Demuestre que A = 0 es un eigenvalor de cada matriz. 
En este caso, el coeficiente c 0 de la ecuacion caracterfs¬ 
tica (1) es 0. Calcule A m en cada caso. En los incisos a) 
y b), explique por que no es necesario despejar en nin- 
gun sistema los coeficientes c, para determinar A'”. 


Escriba este sistema en la forma matricial X„ = 
AX„ _ b n = 2, 3,... . 


b) Demuestre que 


/ \ \m \ \m i \m \ m 

A 2 A\ A 1 A 2 + A 2 A} 


A'" = 

\ 


A 2 Aj 
A? ~ Aj" 
A 2 — A! 


A 2 ” ~ AT \ 
A 2 — A[ 
A 2 Aj" - A, A" 
A 2 — A! / 


o 


A'" 


_J_/(I + \/5) m+1 - (1 - V5) m+1 

2 m + 1 V5 V 2(! + V5) m - 2(1 - V5) m 


2(1 + V5) m 
(1 + V5)(l - V5) m 


2(1 - V5) m 
(1 - V5)(l + Vsy. 
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donde A t = \ (1 — V5) y A 2 = \ (1 + \/5) son los 
valores propios distintos de A. 

c) Utilice el resultado obtenido en el inciso a) para 
demostrar que X„ = A" - 1 X,. Aplique el ultimo re¬ 
sultado y el del inciso b) para calcular el numero de 
pares adultos, de pares bebes y de pares totales de 
conejos despues del undecimo mes. 

En los problemas 15 y 16, utilice el procedimiento que se ilus- 
tra en (9) para calcular A -1 . 



17. Se dice que una matriz A de n X n diferente de cero es 
nilpotente de rndice m si m es el entero positivo mas 
pequeno para el que A'" = 0. 6 Que matrices de las in- 


cluidas a continuacion son nilpotentes? Si alguna es nil¬ 
potente, ,;cual es su rndice? 



/0 0 0 \ 
c) 10 0 
\2 3 0/ 

/ 0 0 0 o\ 

-10 0 1 

e) 

0 10 1 

\-l 0 0 0 / 


b) 

d) 


f ) 



18. a) Explique por que cualquier matriz nilpotente A es 
singular. [Sugerencia: Revise la seccion 7.5.] b) 
Demuestre que todos los valores propios de una ma¬ 
triz nilpotente A son cero. [Sugerencia: Utilice la 
expresion (1) presentada en la seccion 7.8.] 


7.10 Matrices ortogonales 


H Introduction En esta seccion vamos a utilizar algunas propiedades elementales de 
los mimeros complejos. Suponga que z = a + ib denota un numero complejo, donde 
ay b son mimeros reales y el sfmbolo i esta definido por i 2 = — 1 . Si z, = a — ib es el 
conjugado de z, entonces la igualdad z = z o a + ib = a — ib implica que b = 0. En 
otras palabras, si z = z, entonces z es un numero real. Ademas, se comprueba facilmente 
que el producto de un numero complejo z y su conjugado z, es u n numero real: zz = a 2 
+ b 2 . La magnitud de z se define como el numero real |z| = V/t 2 + b 2 . La magnitud 
de z puede expresarse en terminos del producto zz: |z| = s/a 2 + b 2 = \zz\, o |z | 2 = zz. 
En la seccion 9.1 puede encontrarse un analisis detallado de los mimeros complejos. 

Existen muchos tipos de matrices especiales, pero son dos los que se presentan con 
mucha frecuencia en las aplicaciones: matrices simetricas (pagina 306) y matrices orto¬ 
gonales (pagina 347). En esta seccion vamos a estudiar ambos tipos con mas detalle. 

B Matrices simetricas Comencemos recordando la deftnicion formal de una matriz 
simetrica. 



La demostracion del teorema siguiente esta en funcion de las propiedades de los nu- 
meros complejos estudiadas en el repaso incluido al comienzo de esta seccion. 


TEOREMA 7.27 


Valores propios reaLes 


Sea A una matriz simetrica con elementos reales. Por lo tanto, los valores propios 
de A son reales. 


Demostracion Si K es un vector propio correspondiente a un valor propio A de A, enton¬ 
ces AK = AK. El conjugado de la ultima ecuacion es 

AK = AK. (1) 
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Puesto que los elementos de A son reales, tenemos A = A, y entonces (1) es 

AK = A K. (2) 

Enseguida calculamos la transpuesta de (2), aprovechamos que A es simetrica y multipli- 
camos la ecuacion resultante en el lado derecho por K: 

K r AK = A K r K. (3) 

Sin embargo, cuando multiplicamos el miembro derecho de AK = AK por K r , obtene- 
mos 


K r AK = \K r K. 


Restar (4) de (3) nos da 


0 = (A - A)K r K. 


(4) 

(5) 


Ahora K r es una matriz de 1 X n y K es una matriz de n X 1, por lo que el producto 
K r K es la matriz K r K = {\k-^ + |& 2 | 2 + • • • + |A„| 2 ) de 1 X 1. Ya que por definicion, 
K =£ 0, la ultima expresion es una cantidad positiva. Por lo tanto, a partir de (5) podemos 
concluir que A — A = 0oA = A. Esto implica que A es un mi mem real. □ 


En R n el producto interno o producto punto de dos vectores x = (x b x 2 ,..., x„) y y = 
(yj, y 2 ,..., y n ) esta dado por 


x y = jqyi + x 2 y 2 + ■ • ■ + x n y n . (6) 



( x^\ 


hA 


Ahora, si X y Y son vectores columna de n X 1, X = 

x 2 

y y = 

y 2 

, entonces 


\ X n) 


\y n J 



la matriz analoga de (6) es 

X Y = X r Y = (x ] y l + x 2 y 2 + ■ ■ ■ + x„y n )* (7) 


Desde luego, para los vectores columna dados, Y r X = X r Y. La norma de un vector 
columna X esta dada por 

||x|| = Vx • x = v5 = Vxj + x 2 2 + ■ ■ ■ + 4- 


TEOREMA 7.28 


Vectores propios ortogonaLes 


Sea A una matriz simetrica de « X n. Entonces los vectores propios correspondien- 
tes a los distintos (diferentes) valores propios son ortogonales. 


Demostracion Sean Aj y A 2 dos valores propios distintos de A correspondientes a 
los vectores propios K, y K 2 , respectivamente. Deseamos demostrar que K, ■ K, = 
KfK 2 = 0. 

Ahora, por definicion, debemos tener 

AK! = AiKj y AK, = A 2 K 2 . (8) 


*Puesto que una matriz de 1 X 1 es simplemente un escalar, de aqui en adelante eliminaremos los parentesis y 
escribiremos X r Y — + * 2t y 2 + ''' + x n yn- 
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Calculamos la transpuesta de la primera de estas ecuaciones, utilizamos A T = A, y des¬ 
pues multiplicamos el resultado de la derecha por K 2 : 

KfAK 2 = AjKfK* (9) 

La segunda ecuacion incluida en (8) esta multiplicada en su primer miembro por K, r : 

K/AK, = A 2 K, t K 2 . (10) 


Restar (10) de (9) nos da 


0 = AiKfK, - A 2 K! r K 2 o 0 = (A, - A 2 )K, 7 K 2 . 
Puesto que A, A 2 , se puede deducir que KfK 2 = 0. 


□ 


Ejemplo 1 Vectores propios ortogonaLes 

Los valores propios de una matriz simetrica A = 

0 10 / 

y A 3 = —2. A su vez, los vectores propios correspondientes son 


0 -1 0 N 
-1 -1 1 I sonA! = 0, A 2 = 1 


Ki = 




Puesto que todos los valores propios son diferentes, tenemos 


KfKj = (10 1) 


K[ r K 3 = (10 1 ) 



1 • (- 1 ) + 0 • 1 + 1 • 1 = 0 


1 ■ 1 + 0 • 2 + 1 • (- 1 ) = 0 


K 2 r K 3 = (— 1 1 1) 



= (- 1 ) ■ 1 + 1 ■ 2 + 1 ■ (- 1 ) = 0 . 


□ 


En el ejemplo 3 de la seccion 7.8 pudimos observar que probablemente no se puedan 
encontrar n vectores propios linealmente independientes para una matriz A de n X n 
cuando algunos de los valores propios estan repetidos. Sin embargo, una matriz simetri¬ 
ca es la exception. Es demostrable que un conjunto de n vectores propios linealmente in¬ 
dependientes puede calcularse siempre para una matriz simetrica Aden X n aun cuando 
existan algunos valores propios repetidos. (Consulte el ejemplo 4 de la seccion 7.8.) 

Podemos deducir que un conjunto de vectores x b x 2 , ..., x„ en R" es ortonormal 
si cada par de vectores diferentes es ortogonal y cada vector presente en el conjunto 
es un vector unitario. En terminos del producto interno de vectores, el conjunto es 
ortonormal si 

x, ■ Xj = 0 , i # j, i,j = 1 , 2 ,...,« y x, ■ x, = 1 , i = 1 , 2 ,..., n. 

La ultima condicion establece simplemente que ||x,|| = Vx,- • x ; = 1,7 = 1,2 


I Matriz ortogonal El concepto de un conjunto ortonormal de vectores juega un 
papel importante en la consideration del siguiente tipo de matriz. 
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DEFINICION 7.15 


Matriz ortogonal 


Una matriz A no singular de n X n es ortogonal si A 1 = A r . 


J 


En otras palabras, A es ortogonal si A 7 A = I. 


Ejemplo 2 Matrices ortogonales 

a) La matriz identidad I de n X n es una matriz ortogonal. Por ejemplo, en el caso de 
la identidad de 3 X 3 



se puede observar facilmente que I 7 = I y I 7 I = II = I. 
b) La matriz 


A = 



es ortogonal. Para poder apreciar lo anterior, solamente necesitamos comprobar 
que A r A = I: 


/ 


A 7 A = 



\ 1 

0 

°\ 

= 0 

1 

0 

' \0 

0 

1 / 



Demostracion parcial Supongamos que A es una matriz ortogonal de n X n con co- 
lumnas X 1; X 2 ,..., X„. De aqur que los renglones de A r sean Xf, X 2 r ,..., X, 7 . Sin em¬ 
bargo, puesto que A es ortogonal, A r A = I; esto es, 



/x[x, 

xfx 2 • 

■ X[X„\ 


( 1 0 • 

■ 0\ 

A r A = 

XfX! 

xfx 2 • 

• xfx„ 

= 

0 1 • 

■ 0 


Urx, 

xfx 2 • 

• XfxJ 


\0 0 ■ 

■ 1 / 


Se puede deducir, a partir de la definicion de igualdad de matrices, que 

XfXj = 0, i¥=j, i,j = 1,2,...,« y XfX, = 1, /= 1,2,...,«. 

Esto significa que las columnas de la matriz ortogonal forman un conjunto ortonormal de 
n vectores. □ 

Si escribimos las columnas de la matriz del inciso b ) del ejemplo 2 como 
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entonces los vectores son ortogonales: 


X[X 2 


x[x 3 


X|X 3 


y son vectores unitarios: 


(i ^ 

U 3 




4 _ 2 
9~9 


= 0 





2 

9 


= 0 


x[x 1 = (i I 
Xfx 2 = ( - I 

x 3 % = (i I 




4 

9 


= 1 



= 1 


■ Construccion de una matriz ortogonal Si una matriz simetrica A de n X n tiene n 
valores propios distintos A b A 2 ,..., A„, a partir del teorema 7.28 se puede deducir que los 
vectores propios K b K 2 ,..., K„ son mutuamente ortogonales. Multiplicando cada vector 
por el reciproco de su normal, obtenemos un conjunto de vectores unitarios mutua¬ 
mente ortogonales, esto es, un conjunto ortonormal. Por lo tanto, podemos construir una 
matriz ortogonal elaborando una matriz P de n X n cuyas columnas sean esos vectores 
propios normalizados de A. 


Ejemplo 3 Construccion de una matriz ortogonal. 

En el ejemplo 1 se comprobo que los vectores propios 



de la matriz simetrica A dada son ortogonales. Ahora, las normas de los vectores propios son 
IlKtU = Vk[K! = V2, ||K 2 || = VkJK 2 = V3, ||K 3 || = VK'K, = V6. 


Por ende, un conjunto ortonormal de vectores es 



— \ 
V6 
2 

\4 

\~Ve/ 
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Se utilizan estos vectores como columnas para obtener la matriz ortogonal 


P = 


Usted debe comprobar que P r 


(A _L 

1 \ 

V2 V3 

V6 

° V 3 

2 

V 6 

1 1 

1 

\V 2 V3 

" w 

= P *. 



□ 


En la section siguiente se utilizara la tecnica de construction de una matriz ortogonal 
a partir de los vectores propios de una matriz simetrica. 

No malinterprete el teorema 7.28. Siempre es posible calcular n vectores propios 
linealmente independientes para una matriz simetrica real A de « X n. Sin embargo, el 
teorema no establece que todos los vectores propios sean mutuamente ortogonales. El 
conjunto de vectores propios correspondientes a los distintos valores propios son ortogo¬ 
nales; sin embargo, los diferentes vectores propios correspondientes a un eigenvalor re- 
petido pueden no ser ortogonales. Considere la matriz simetrica del ejemplo siguiente. 


Ejemplo 4 UtiLizacion deL proceso de Gram-Schmidt 

En la matriz simetrica 


A = 



se encontro que los valores propios son A, = A 2 = —9, y A 3 = 9. Procediendo como en 
la section 7.8, para A, = A 2 = —9, encontramos que 



f 16 

4 -4 


onerarinnps; 


l 

4 

1 

4 

°\ 

(A + 91 0) = 

4 

1 

-1 

« 


0 

0 

0 

0 


V-4 

-1 

1 

oj 


Vo 

0 

0 

0/ 


A partir de la ultima matriz observamos que k\ = —\k 2 + \k 3 . Los parametros k 2 = 1, 
k 3 = 1 seguidos de k 2 = —4, k 3 = 0 nos dan, a su vez, los distintos vectores propios 


K, = 


K, 




operaciones 


0 

4 

°\ 

0 

=> 

0 

1 

1 

0 

0 / 

con reglones 

Vo 

0 

0 

0 / 


Ahora, para A, = 9, 


(A - 9110) = 


indica que K 3 = 


Observe que, de acuerdo con el teorema 7.28, el vector K 3 es ortogonal con respecto 
a K, y K 2 ; sin embargo K, y K 2 , vectores propios correspondientes al valor propio repe- 
tido A] = —9, no son ortogonales ya que K, • K 2 = —4 =£ 0. 



r 2 

4 

-4 

4 

-17 

-1 

\-4 

-1 

-17 

es un tercer vector 
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Utilizamos el proceso de ortogonalizacion de Gram-Schmidt (consulte el capltulo 1 del 
tomo II) para transformar el conjunto {K h K 2 } en un conjunto ortogonal. Sea V! = K, y, 
por lo tanto. 



El conjunto {V b V 2 } es un conjunto ortogonal de vectores (compruebelo). Ademas, 
el conjunto {V,, V 2 , K 3 ) es un conjunto ortogonal de vectores propios. Utilizando las 
normales HVjll = V2, ||V 2 || = 3 y ||K 3 || = 3V2, obtenemos un conjunto de vectores 
ortonormales 


por lo que la matriz 


es ortogonal. 


(o\ 


I\ 


1 4 'l 


3 


3 vi 

1 


2 


1 

V2 

’ 

3 

’ 

3V2 

1 


2 


1 

w 


\ 3/ 


\ 3 V 2 ) 


lo 


1 

4 \ 



3 

3\/2 


1 


2 

1 

r — 

V2 

3 

3V2 


1 


2 

1 


Iv 

2 

3 

3V2 / 


□ 


Comentarios 


Para una matriz simetrica real de n X n con valores propios repetidos, siempre es 
posible calcular, mas que construir, un conjunto de n vectores propios mutuamente 
ortogonales. En otras palabras, el proceso de Gram-Schmidt no necesariamente 
tiene que utilizarse. Consulte el problema 23 dado en la seccion de ejercicios 7.10. 


EJERCICIOS 7.10 Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-16. 


L 


En los problemas del 1 al 4, a ) compruebe que los vectores 
columna indicados son vectores propios de la matriz simetrica 
dada, b ) identifique los valores propios correspondientes y c) 
compruebe que los vectores columna son ortogonales. 



/ 5 13 
13 5 

\ 0 0 



/V2\ 


/ V3\ 


/ V6\ 

2 

V5 

2 

, 

3 

V3 

3 


6 

VI 

6 

0 

/ 


V3 

l 3 / 


V6 

l 3 / 
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/ 3 2 2 \ 
2 2 0 
\2 0 4/ 




2 

1 

2 


En los problemas del 5 al 10, determine si la matriz dada es 
ortogonal. 


(:: 

\0 0 



7. 



0 

JL 

13 

12 

13 



9. 




/0 0 0\ 
8 . 0 0 0 
\0 0 0 / 


/0 ft 0 -g\ 
0 0 1 0 
10 0 0 
\0 ft 0 ft / 


En los problemas del 11 al 18, proceda como en el ejemplo 3 
para construir una matriz ortogonal a partir de los vectores pro- 
pios de la matriz simetrica dada. (Las respuestas no son unicas.) 


11 . 

13. 

15. 


17. 




1 

1 

0 



En los problemas 19 y 20, utilice el teorema 7.29 para calcular 
los valores de a y b de tal forma que la matriz dada sea orto¬ 
gonal. 


19. 




En los problemas 21 y 22, a) compruebe que los vectores co- 
lumna indicados son vectores propios de la matriz simetri¬ 
ca dada. b) Identifique los valores propios correspondientes. 
c) Proceda como en el ejemplo 4 y utilice el proceso de Gram- 
Schmidt para construir una matriz ortogonal P a partir de los 
vectores propios. 



/° 

2 

2 \ 

( i\ 

21. A = 

2 

0 

2 ; 

K,- “I 


\2 

2 

0/ 

V 0 / 



k 3 = 


22 . 


/i 

i 

1 



/ —1 \ 


i 

i 

1 1 

1/ 


0 


i 

i 

1 1 



0 

’ 

\i 

i 

1 1/ 



\ 1/ 


/- 

-i\ 


/ — 1 \ 



l x \ 


0 


1 



i 


1 

» ^3 - 

0 

’ 

k 4 — 

i 

\ 

0 / 


\ 0 / 



w 


23. En el ejemplo 4, utilice la ecuacion k t = —\k 2 + \k 2 y 
seleccione dos diferentes conjuntos de valores para k 2 
y k 3 en tal forma que los vectores propios K, y K 2 sean 
ortogonales. 


24. Construya una matriz ortogonal a partir de los vectores 
propios de 


/ 1 2 0 0 \ 
2 10 0 
0 0 12 
\0 0 2 1 / 


25. Demuestre que si A y B son matrices ortogonales de 
n X «, entonces AB es ortogonal. 


7.1 Aproximacion de valores propios 


■ Introduccion Recuerde que para calcular los valores propios de una matriz A debe- 
mos encontrar las rafces de la ecuacion polinomial p( A) = det(A — Al) = 0. Si A es una 
matriz de tamano grande, los calculos para obtener esta ecuacion caracterlstica podrian 
volverse una pesadilla. Ademas, aunque pudiesemos calcular la ecuacion caracterlstica 
exacta, es probable que tuvieramos que utilizar un procedimiento numerico para aproxi- 
mar sus ralces. Existen procedimientos numericos alternos para aproximar valores pro¬ 
pios y los correspondientes vectores propios. El procedimiento que consideraremos en 
esta seccion tiene que ver con matrices que poseen un valor propio dominante. 

■ Una definicion Un valor propio dominante de una matriz cuadrada A es uno cuyo 
valor absoluto es mayor que el valor absoluto de cada uno de los valores propios restan- 
tes. En la definicion siguiente, enunciamos de modo formal este ultimo enunciado. 
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DEFINICION 7.16 


Valor propio dominante 

Hagamos que A h A 2 ,.... A a ., ..., A„ expresen los valores propios de una matriz A de 
n X n. Se dice que el valor propio \ k es el valor propio dominante de A si 

|A a .| > A„ i = 1, 2,..., n, pero i ^ k. 

Se llama vector propio dominante de A a un valor propio correspondiente a A /; . 

_ W 


En el ejemplo 2 de la section 7.8 observamos que los valores propios de la matriz 

( 1 2 

A = 6 -1 0 

\-l -2 -1/ 

son Aj = 0, A 2 = —4 y A 3 = 3. Puesto que |—4| > 0 y |—4| > 3, podemos observar que 
A 2 = — 4 es el valor propio dominante de A. 


Ejemplo 1 Matrices sin ningun valor propio dominante 


a) La matriz A = 


tiene valores propios A 2 = —2 y A 2 = 2. Puesto que 


2 0> 

v0 - 2 ) 

|A 1 1 = |A 2 | = 2 se puede deducir que no existe valor propio dominante. 


b) Los valores propios de la matriz 


(2 0 

0 5 

\0 0 


son A! = 2, A 2 = A 3 = 5. 


De nuevo, la matriz no tiene valor propio dominante. 


□ 


B Metodo de las potencias Supongamos que la matriz A de n X n tiene un valor 
propio dominante A ^ La tecnica iterativa para aproximar un vector propio dominante co¬ 
rrespondiente se debe al matematico aleman Richard Von Mises (1883-1953) y se llama 
metodo de las potencias. La idea basica de este procedimiento es calcular, en primera 
instancia, una aproximacion a un vector propio dominante empleando la secuencia 

X, = AX, ,, (=1,2,3,..., (1) 

donde X 0 representa un vector de n X 1 diferente de cero que es un primer intento o 
aproximacion del vector propio buscado. Iterando (1) resulta 

X, = AX 0 

X, = AX, = A 2 X 0 

: ( 2 ) 

X m = AX m , = A m X 0 . 

Bajo ciertas circunstancias, para valores grandes de m el vector definido como X,„ = 
A m X 0 es una aproximacion de un vector propio dominante. Para conceptualizar mejor lo 
anterior, formulemos algunos supuestos adicionales acerca de la matriz A. Supongamos 
que los valores propios de A son tales que 

|Ail > |A 2 | s |A 3 | > > |A„| 

y que los n vectores propios correspondientes K l5 K 2 ,..., K H son linealmente indepen- 
dientes. Debido a este ultimo supuesto, K b K 2 ,..., K„ puede servir como base para R". 
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Por lo tanto, para cualquier vector X 0 den X 1 diferente de cero, se pueden calcular 
constantes c ls c 2 ,..., c n tales que 


X 0 — c,K, + c 2 K 2 + • ■ ■ + c„K„. (3) 

Tambien supondremos que X 0 se selecciona de tal forma que c 1 =f= 0. Multiplicando (3) 
por A obtenemos 


AX 0 = cqAK, + c 2 AK 2 + ■ ■ • + c„AK„. 

Puesto que AK, = A[Kj, AK 2 = A 2 K 2 ,..., AK„ = A„K„, la ultima linea puede expre- 
sarse como 


AX 0 — CjA^! + c 2 A 2 K 2 + • ■ ■ + c„A„AK„. (4) 

Multiplicamos (4) por A y resulta 

A 2 X 0 = C|A)AK| + c 2 A 2 AK 2 + ■ • ■ + c„A„AK„ 

= CjA^Ki + c 2 A|K 2 + ■ ■ • + c„A 2 K„. 

Continuamos de esta forma y encontramos que 

A"'X 0 = c.Ar'K, + c 2 A 2 "K 2 + ■ • ■ + C)I A'"K„ (5) 

= A^dKj + c 2 ^J K 2 + •■• + K(6) 

Puesto que |Aj| > |A,| para i = 2, 3, ..., n, tenemos |A t /A,| < 1 y, como consecuencia, 

ltm m ^ 00 (A/Aj)™ = 0. Por lo tanto, conforme m —> oo, podemos observar a partir de (6) 

que 


A m X 0 * AfCiKi. 


(7) 


Ya que un multiplo constante diferente de cero de un vector propio es otro vector propio, 
podemos deducir a partir de (7) que para valores grandes de m, y tomando en cuenta 
todas las suposiciones formuladas, la matriz de n X 1 X,„ = A m X 0 es una aproximacion a 
un vector propio dominante asociado con el valor propio dominante A ( . La rapidez con la 
que este metodo converge depende del cociente A 2 /A]: si |A 2 /A,| es muy pequeno, enton- 
ces la convergencia es rapida, mientras que si [A 2 /A,| tiene un valor cercano a la unidad, la 
convergencia es lenta. Desde luego, esta informacion no es tan util como parece debido a 
que, en general, no conocemos con antelacion los valores propios. 

Falta, entonces, aproximar el valor propio dominante en si mismo. Lo anterior se 
puede llevar a cabo mediante el producto intemo. Si K es un vector propio de una matriz 
A correspondiente al valor propio A, tenemos AK = AK, y asf tenemos que AK ■ K = 
AK K. Como AK K y K K son escalares, podemos despejar A en esta ultima ecua- 
cion: 

AK • K 


De aqui que, si X m = A m X 0 es una aproximacion de un vector propio dominante obte- 
nido por iteracion de (1), entonces el valor propio A, dominante puede aproximarse por 
medio del cociente 


Ai 


AX„ 


X,„ • X,„ 


( 8 ) 


El cociente presentado en (8) es conocido como cociente de Rayleigh. 


Ejemplo 2 UtiLizacion del metodo de las potencias 

Utilice el metodo de las potencias para aproximar el valor propio dominante y el corres¬ 
pondiente vector propio dominante de A = 
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Solution Puesto que no conocemos los valores propios y los vectores propios, pode- 
mos emplear Xq = I I. Los primeros dos terminos de la secuencia de vectores definida 
por (1) son 


Xi = AX 0 
X 2 = AXj 


2 

2 



Los cinco vectores restantes obtenidos de esta forma se proporcionan en la tabla siguiente: 

1 3 4 5 6 7 

f 144 \ /712\ /3 576\ /17 848\ /89304\ 

'■ v 68 y \364y V1772^ V 8 956 7 V44 5887 


A estas alturas, aparentemente no hemos llegado a ningun lado, ya que los elementos 
de los vectores de la tabla parecen estar aumentando sin lfmites. Sin embargo, tenga en 
cuenta que (7) indica que estamos obteniendo una constante multiple de un vector. Si 
el metodo de las potencias converge entonces, por factorization del elemento con valor 
absoluto mas grande de X,„ (para un valor de m grande), obtendremos una aproximacion 
razonable de un vector propio dominante. A partir de la tabla, 

X 7 = 89304( o ). (9) 


0.4933 


Parece que los vectores se aproximan a los multiplos escalares de 


1 

0.5 


Ahora utilizamos (8) para aproximar el valor propio dominante Aj. Primero tenemos 

7 4 2V 1 \ _ f 4.9986A 

,3 -lAo.4993/ V2.50077 

^4.9986V 7 


AX 7 

ax 7 • x 7 
x 7 x 7 


2.50077 V0.4993 


1 


1 


0.4993/ V0.4993 


1 


= 6.2472 


1.2493. 


Por ultimo, tenemos 




ax 7 • x 7 
x 7 • x 7 


6.2472 

1.2493 


5.0006. 


El lector debera utilizar el procedimiento de la seccion 7.7 para verificar que los valores 


propios y los correspondientes vectores propios de A son A! = 5, A 2 = —2, K, 




I EscaLamiento Tal como acabamos de ver, la iteracion de (1) a menudo resulta en 
vectores cuyos elementos se vuelven muy grandes en valor absoluto. Desde luego, los 
numeros grandes pueden causar problemas si se utiliza una computadora para realizar 
un gran numero de iteraciones. El resultado en (9) sugiere que una forma de evitar esta 
dificultad es mediante el uso de un vector de escalamiento en cada etapa de la iteracion. 
Para efectuar el escalamiento, simplemente multiplicamos el vector AX 0 por el reclproco 
del elemento que tenga el valor absoluto mas grande. Es decir, multiplicamos 

_1_ 

max{|x!|, \x 2 \, ...,|x„|}' 
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A esta matriz resultante, cuyos elementos son ahora menores o iguales a la unidad, la 
llamamos X,. Repetimos el proceso con el vector AX! para obtener el vector escalado 
X 2 , y asi sucesivamente. 


Ejemplo 3 Vuelta al ejempLo 2 

Repita las iteraciones del ejemplo 2 utilizando los vectores escalados. 


Solution A partir de AX 0 = 


Xl = 6 


6 
1 

0.3333 


definimos 


A partir de AX! = 


2 

-1 

X, = 


1 

0.3333 

1 


4.6666\ 
2.6667/ 
4.6666\ 


4.6666 V2.6667/ \0.5714 


, definimos 


1 


Proseguimos de esta manera hasta construir la tabla siguiente: 

(3 4 5 6 


0.4722 


1 

0.5112 


1 

0.4955 


0.5018 


1 

0.4993 


En contraste con la tabla del ejemplo 3, a partir de esta tabla resulta evidente que los 


vectores se aproximan a 



□ 


■ Metodo de la deflation Despues de que hemos encontrado el valor propio do- 
minante A! de una matriz A, podrfa aun ser necesario calcular los valores propios no 
dominantes. El procedimiento que se analizara a continuation es una modification del 
metodo de potencias y se denomina metodo de deflacion. Limitaremos el analisis al 
caso donde A es una matriz simetrica. 

Suponga que Aj y K, son, respectivamente, el valor propio dominante y un vector 
propio normalizado correspondiente* (es decir, ||K 1 || = 1) de una matriz simetrica A. 
Ademas, suponga que los valores propios de A son tales que 

|Ai| > |A 2 | > |A 3 | >--- >|A„|. 


Puede demostrarse que la matriz 

B = A - AiKiKi r (10) 

tiene valores propios 0, A 2 , A 3 ,..., A„ y que los vectores propios de B son tambien los vec¬ 
tores propios de A. Observe que A 2 es ahora el valor propio dominante de B. Aplicamos el 
metodo de las potencias a B para aproximar A 2 y un vector propio correspondiente. 


Ejemplo 4 EmpLeo del metodo de deflacion 

Utilice el metodo de deflacion para aproximar los valores propios de 

/ 1 2 -1 

A = 2 1 1 

\~1 1 0 


*Consulte el ejemplo 3 de la section 7.10. 
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Solucion Comenzamos utilizando el metodo de las potencias con escalamiento a fin 
de encontrar el valor propio dominante y un vector propio correspondiente de A. Se- 

('\ 

leccionando X 0 = 1 , podemos observar que 

V1/ 


AX 0 = 


AXj = 


/ 1 

2 

“M/ 

2 

1 

1 

V -1 

1 

0 /' 

( 1 

2 

-!\/ 

2 

1 

1 

V -1 

1 

0 / V 



H 



V 0 . 5 / 


por lo que 


por lo que X 



Los vectores escalados X 3 a X 10 aparecen en la tabla siguiente: 
i 3 4 5 6 


10 


08 W 1 

1 0.8837 

-0.0667 / \ 0.0698 



1 

0.9440 

0.0293 



1 

0.9744 

0.0129 



0.9885 

0.0058/ 


Utilizamos X 10 y (8) para encontrar que 

AX 10 • X 10 

X 1 ~ Y Y = 2 -" 9? - 
A 10 * A 10 

A1 parecer el valor propio dominante y un vector propio correspondiente son A x = 3 y 

K = 1 respectivamente. 

\0 / 

Nuestra siguiente tarea es construir la matriz B definida por (10). Con ||K|| = el 

'1/V2 N 

vector propio normalizado es Kj = . Por lo tanto, 


B 



0 

'1/V2 N 

3| 1/V2 |(1/V2 1/V2 0) 


1 2 -i\ 

1 i 

(\ 1 0 \ 

/ 

21 1 

- 

1 1 0 

= 

1 1 0/ 

1 1 

Vo 0 0/ 

\ 



Utilizaremos el metodo de las potencias con escalamiento para calcular el valor propio 

('] 

dominante de B. Con X 0 = 1 de nuevo, los resultados se despliegan en la tabla si- 

V1/ 

guiente: 


1 


X 



Utilizamos X 7 y (8), y encontramos 

A 2 ~ 


ax 7 • X 

x 7 • x 7 


7 


-1.9996. 
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A partir de estos calculos, parece evidente que el valor propio dominante B y un vector 

/-f 

propio correspondiente son A 2 = — 2 y K = 

V 

Para calcular el ultimo valor propio de A, repetimos el proceso de deflacion para en- 
contrar el valor propio dominante y un vector propio correspondiente de la matriz 


/ 0.1667 

C = B - A 2 K 2 K/ = -0.1667 

\ -0.3333 


-0.1667 -0.3333 \ 

0.1667 0.3333 

0.3333 0.6667/ 


donde hemos utilizado K 2 


A 3 = 1. 


/—1/V3\ 
1/V3 .Se 
V-1/V3 ) 


invita al estudiante a comprobar que 


□ 


De alguna forma, el ejemplo 5 es artificial puesto que los valores propios de una 
matriz no necesitan ser numeros “agradables” como 3, —2 y 1. Ademas, utilizamos los 
valores exactos de los valores propios dominantes A! y A 2 en la formacion de las matrices 
B y C. Desde luego, en la practica, debemos conformarnos con trabajar con aproxima- 
ciones del valor propio dominante Aj y un vector propio correspondiente Kj dominante 
normalizado de A. Si estas aproximaciones se utilizan en (10) se genera un error en el 
calculo de la matriz B, por lo que mas errores pueden generarse en el calculo de su valor 
propio dominante A 2 y el vector propio dominante K 2 . Si A 2 y K 2 se utilizan para cons- 
truir la matriz C, parece razonable concluir que los errores se estan agravando. En otras 
palabras, el metodo de deflacion puede volverse demasiado impreciso a medida que se 
calculen mas valores propios. 

■ Metodo de la potencia inversa En algunos problemas sobre aplicaciones, estamos 
mas interesados en aproximar el valor propio de una matriz A con un valor absoluto mas 
pequeno que el valor propio dominante. Si A es no singular, entonces los valores propios 
de A son diferentes de cero (demuestre esto), y si A b A 2 , . .., A„ son los valores propios de 
A, entonces 1/A b 1/A 2 ,..., 1/A„ son los valores propios de A -1 . Esto ultimo puede obser- 
varse multiplicando la ecuacion AK = AK, A A 0, por A -1 y 1/A para obtener A 'K = 
(1/A)K. Ahora, si los valores propios de A pudieran agruparse en el orden 

|Ail & |A 2 | > |A 3 | > > |A„ 3 | > |A„|, 

entonces podemos observar que 1/A„ es el valor propio dominante de A -1 . Aplicando el 
metodo de las potencias a A -1 , aproximamos el valor propio de magnitud mas grande 
y, tomando su recfproco, calculamos el valor propio de A de menor magnitud. A esto se 
le conoce como el metodo de la potencia inversa. Consulte los problemas del 11 al 13 
dados en la section de ejercicios 7.11. 


EJERCICIOS7.il Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-16. 


Para el profesor y el estudiante: En la resolution de los pro¬ 
blemas siguientes serfa de utilidad emplear una calculadora con 
capacidad para trabajar con matrices o un CAS. 

Cada matriz de los problemas 1 a 10 tiene un valor propio do¬ 
minante. 

En los problemas 1 y 2, utilice el metodo de las potencias ilustra- 
do en el ejemplo 3 para encontrar el valor propio dominante y el 
correspondiente vector propio dominante de la matriz dada. 


En los problemas del 3 al 6, utilice el metodo de las potencias 
con escalamiento para encontrar el valor propio dominante y el 
correspondiente vector propio de la matriz dada. 




4. 


6 . 



1 

1 

0 


1 

1 

2 
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En los problemas del 7 al 10, utilice el metodo de deflacion 
para calcular los valores propios de la matriz dada. 



7. 


9. 





/ 0 0 
10. 0 -4 

\-4 0 



d) Utilice el metodo de la potencia inversa para calcu- 
lar, aproximado a dos decimales, el valor propio de 
A de menor magnitud. 

e) Con el resultado del inciso d), encuentre la carga 
crftica menor aproximada. Compare su respuesta 
con la proporcionada en la seccion 3.9. 


En los problemas 11 y 12, aplique el metodo de la potencia 
inversa para calcular el valor propio de menor magnitud de la 
matriz dada. 


1 

M 

7-0.2 

12. 

0.3 \ 

\3 

V 

V 0.4 

-0.1/ 


13. En el ejemplo 3 de la seccion 3.9 estudiamos que la 
curva de deflexion de una columna delgada que se en- 
cuentra bajo una carga aplicada P esta definida por el 
problema de valor en la frontera 

d 2 y 

EI—^+Py = 0, v(0) = 0, y(L) = 0. 
dx 

En este problema demostramos como aplicar las tecnicas 
matriciales para calcular la carga crftica mas pequena. 

Dividamos el intervalo [0, L] en n subintervalos de 
longitud h = Lin, y sea x t = ill, i = 0, 1Para 
valores pequenos de h, se puede deducir, a partir de la 
expresion, que 

d 2 y ^ y i+ 1 - 2y,- + y,-_! 

dx 2 h 2 

donde y f = y(x,). 

a) Demuestre que la ecuacion diferencial puede reem- 
plazarse por la ecuacion en diferencias 

EI(y i+ 1 - 2y ; + y, _ t ) + Ph 2 y t = 0, i = 1,2,...,/;- I 

b ) Demuestre que para n = 4 la ecuacion en diferen¬ 
cias del inciso a) da como resultado el sistema de 
ecuaciones lineales 



Observe que este sistema tiene la forma del problema 
del valor propio AY = AY, donde A = PL 2 /\6EI. 

c) CalculeA -1 . 


14. Suponga que la columna del problema 13 se hace mas 
estrecha por lo que el momento de inercia de una sec¬ 
cion transversal I varfa linealmente desde 7(0) = 7 0 = 
0.002 hasta 7(L) = I L = 0.001. 

a ) Utilice la ecuacion en diferencias del inciso a) del 
problema 13 con n = 4 para establecer un sistema de 
ecuaciones analogo al que se propuso en el inciso b ). 

b) Proceda igual que en el problema 13 para calcular 
una aproximacion a la carga crftica mas pequena. 

Tareas para el laboratorio de computo 

15. En la seccion 7.9 estudiamos como calcular una poten¬ 
cia A'" de una matriz A de n X n. Consulte la documen- 
tacion del CAS que tenga a la mano para encontrar el 
comando que calcula la potencia A”'. (En Mathematica, 
el comando es MatrixPower[A, m].) La matriz 



tiene un valor propio dominante. 

a) Utilice un CAS para calcular A 10 . 

b) Ahora utilice (2), X m = A"'X 0 , con m = 10 y X 0 = 

0 , para calcular X 10 . De la misma manera 

0 / 

calcular X 12 . Despues proceda igual que en (9) para 
calcular el vector propio dominante aproximado K. 

c) Si K es un vector propio de A, entonces AK = AK. 
Utilice esta defmicion junto con el resultado del in¬ 
ciso b) para encontrar el valor propio dominante. 


7.12 Diagonalizacion 


I Introduccion En el capftulo 8 podremos observar que los valores propios, vectores 
propios, matrices ortogonales y el tema de esta seccion, diagonalizacion, representan he- 
rramientas importantes para la resolucion de sistemas de ecuaciones diferenciales linea¬ 
les de primer orden. La pregunta fundamental que consideraremos en esta seccion es: 

Para una matriz A de n X n, £podemos calcular una matriz no singular P de n X n 
tal que P~‘AP = D sea una matriz diagonal? 

I Una notacion especial Comenzamos con una notacion abreviada para representar 
el producto de dos matrices de n X n. Esta notacion sera de gran utilidad para demostrar 
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el teorema principal de esta seccion. Para efectos ilustrativos, suponga que A y B son 
matrices de 2 X 2. Por lo tanto, 

a n a \2\(b\\ A 12 \ _ /+ tt 12^21 ^11^12 + a U^22 

a 2l a 22/ V^21 ^22 / \ a 21^11 + a 22 b 2 i a 2 ib\ 2 + ^ 22^22 

columna 1 columna 2 

fb u \ 

Si escribimos las columnas de la matriz B como los vectores X, = , yX, = 

\bj 

entonces las columnas 1 y 2 del producto ( 1 ) pueden expresarse mediante los productos 
AX, y AX 2 . Esto es, 

AB = (AXj AX 2 ). 

columna 1 columna 2 

En general, para dos matrices de n X n 

AB = A(X, X 2 ... X„) = (AXj AX 2 ... AX„), (2) 

donde X b X 2 ,..., X„, son las columnas de B. 





I Matriz diagonalizable Si pudiera encontrarse una matriz P no singular de n X n 
de tal forma que P AP = D fuese una matriz diagonal, entonces podrfamos decir que 
la matriz A de n X n puede ser diagonalizada, o que es diagonalizable, y que P diago- 
naliza a A. 

Para descubrir como diagonalizar una matriz supongamos, con propositos de estudio, 
que A es una matriz diagonalizable de 3 X 3. Entonces existe una matriz P no singular 
de 3 X 3 tal que P 1 AP = D o AP = PD, donde D es una matriz diagonal 

Mi o o \ 

D = 0 d 22 0 . 

V 0 0 dj 

Si P b P 2 y P 3 expresan las columnas de P, entonces puede deducirse que a partir de (2) 
la ecuacion AP = PD es la misma que 


(AP) AP 2 AP,) — (t/| |P| d 22 P 2 r/,,?,) 

o APj = t/iiPj, AP 2 = d 22 P 2 , AP, = C/ 33 P 3 . 


Sin embargo, en la definicion 7.13 observamos que d n , d 22 y c / 33 son valores propios de 
A asociados con los vectores propios P b P 2 y P 3 . Estos vectores propios son linealmente 
independientes, puesto que supusimos una P no singular. 

Ya hemos descubierto, en un caso particular, que si A es diagonalizable, entonces las 
columnas de la matriz P diagonalizadora constan de vectores propios linealmente inde¬ 
pendientes de A. Puesto que queremos diagonalizar una matriz, realmente nos interesa 
lo que respecta a la validez de la conversion del ultimo enunciado. En otras palabras, si 
pudieramos encontrar n vectores propios linealmente independientes de una matriz A 
de n X n y formar una matriz P de n X n cuyas columnas consistieran en estos vectores 
propios, entonces b P diagonalizana a A? La respuesta es si, y se demostrara con ayuda 
del teorema siguiente. 


TEOREMA 7.30 


Condicion suficiente para La 
diagonaLizacion 


Si una matriz A de /1 X n tiene n vectores propios linealmente independientes K,, 
K 2 ,..., K„, entonces A es diagonalizable. 


Demostracion Demostraremos el teorema para el caso en que A es una matriz de 3 X 3. 
Sean K,, K 2 y K 3 vectores propios linealmente independientes correspondientes a los 
valores propios A b A 2 y A 3 ; esto es, 


AKj = AjK b AK 2 = A 2 K 2 y AK 3 = A 3 K 3 . (3) 
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Enseguida construya la matriz P de 3 X 3 con los vectores columna K 1; K-> y K 3 : P = 
(K i K 2 K 3 ).P es no singular ya que, por hipotesis, los vectores propios son linealmente in- 
dependientes. A continuacion, utilizando (2) y (3), podemos escribir el producto AP como 

AP = (AKj AK 2 AK 3 ) = (A|K, A 2 K 2 A 3 K 3 ) 

/ Aj 0 0\ 

= (K 1 K 2 K 3 ) 0 a 2 o =pd. 

V 0 0 A J 

A1 multiplicar la ultima ecuacion del lado izquierdo por P 1 nos da P 'AP = D. □ 

En la demostracion del teorema 7.30 observe con mucho cuidado que los elementos 
de la matriz diagonalizada son los valores propios de A, y que el orden en que aparecen 
estos numeros en la diagonal de D corresponde al orden en que los vectores propios se 
utilizan como columnas de la matriz P. 

En vista de la motivante discusion que precedio al teorema 7.30 podemos enunciar el 
resultado general: 


TEOREMA 7.31 


Criterio para La diagonaLizacion 


"A 


Una matriz A de n X n es diagonalizable si, y solo si, A tiene n vectores propios 
linealmente independientes. 

_ ) 


En la seccion 7.8 pudimos observar que una matriz A de n X n tendra n vectores pro¬ 
pios linealmente independientes siempre que contenga n valores propios distintos. 


TEOREMA 7.32 


Condicion suficiente para La 
diagonaLizacion 


Si una matriz Aden X n tiene n valores propios distintos, es diagonalizable. 


A 


J 


Ejemplo 1 DiagonaLizacion de una matriz 

(—5 9^ 

Si es posible, diagonalice A = 

6 10 / 

SoLucion Antes que nada, calculamos los valores propios de A. La ecuacion caracte- 
-5 - A 9 

-6 10 - A 

Los valores propios son A : = 1 y A 2 = 4. Puesto que los valores propios son diferentes, 
sabemos a partir del teorema 7.32 que A es diagonalizable. 

Luego los vectores propios de A correspondientes a A, = I y A 2 = 4 son, respectiva- 
mente, 


rfstica es det(A — A I) = 


= A 2 - 5A + 4 = (A - 1)(A - 4) = 0. 


K, = 


K, 


Si utilizamos estos vectores como columnas, encontramos que la matriz no singular P 
que diagonaliza a A es 

/ 3 r 

p = (K'K 2 ) = ( 2 j 
1 -1 
k —2 3 

por lo que llevando a cabo las multiplicaciones obtenemos 

1 _ 1 Y “ 5 9 Y 3 0 

, —2 3/V-6 10/\2 1/ VO 4 


Ahora 


P 1 = 


P 'AP 


D. 


□ 
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En el ejemplo 1, si hubieramos invertido las columnas de P, es decir, P = 

(4 0 

entonces la matriz diagonal hubiera sido D = I ^ 



Una matriz con valo- 
res propios repetidos 
podria ser diagonalizable. 


Ejemplo 2 Diagonalizacion de una matriz 

( 1 2 

Considere la matriz A = 6 —1 0 . Observamos en el ejemplo 2 de la sec- 

V-l -2 

cion 7.8 que los valores propios y los correspondientes vectores propios son 



A! =0, A 2 = -4, A 3 = 3, Kj 


Debido a que los valores propios son diferentes, A es diagonalizable. Construimos la 
matriz 



P = (Kj K 2 K 3 ) = 


A1 igualar los valores propios con el orden en que aparecen los vectores propios en P, 
sabemos que la matriz diagonal sera 



A partir de cualquiera de los metodos de la seccion 7.6 encontramos que 

A 0 


y asi 



1 

2 

A 

/ 1 

-1 

2 \ 

6 

-1 

° 

6 

2 

3 

1 

-2 

- 1 / 

V 13 

1 

- 2 / 


□ 


La condicion de que una matriz A de n X n tenga n valores propios distintos es suficiente, 
esto es, una garantia para que A sea diagonalizable. La condicion de que haya n valores 
propios distintos no es una condicion necesaria para la diagonalizacion de A. En otras 
palabras, si la matriz A no tiene n valores propios distintos, entonces podra o no ser diago¬ 
nalizable. 


Ejemplo 3 Una matriz que no es diagonalizable 

( 3 4\ 

En el ejemplo 3 de la seccion 7.8 observamos que la matriz A = I 1 tiene un 

valor propio repetido A! = A 2 = 5. Asimismo, pudimos calcular un solo vector propio 

( 2 \ 

K, =11. Concluimos a partir del teorema 7.31 que A no es diagonalizable. 
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Ejemplo 4 Valores propios repetidos pero diagonalizables 

(° 1 °\ 

Los valores propios de la matriz A = 1 0 0 son A! = — 1 y A 2 = A 3 = 1. 

\0 0 1 / 

( '\ 

Para Aj = — 1 obtenemos Kj = I —1 . Para el valor propio repetido A 2 = A 3 = 1, el 

V o/ 

metodo de elimination de Gauss-Jordan nos da 



/-I 

1 

°\ 


/I 

-1 

°\ 

II 

o 

HH 

1 

< 

1 

-1 

0 


0 

0 

0 


\ 0 

0 

0/ 


\0 

0 

0/ 


De la ultima matriz podemos observar que k } — k 2 = 0. Puesto que k 3 no se puede deter- 
minar a partir de la ultima matriz, podemos seleccionar un valor arbitrario. La altemativa 
k 2 = 1 nos da k^ = 1. Si despues seleccionamos k 3 = 0 obtenemos el vector propio 


K 2 = 



La election alternativa k 2 = 0 nos da k t = 0. Si k 3 = 1 obtenemos otro vector propio 
correspondiente a A 2 = A 3 = 1: 



Puesto que los vectores propios K l5 K 2 y K 3 son linealmente independientes, una matriz 
que diagonaliza a A es 



P = 


A1 igualar los valores propios con los vectores propios en P, tenemos que P 1 AP = D, 
donde 


/-! 0 0 \ 

D = 0 1 0 . 

\ o o 1/ 

■ Matrices simetricas Una matriz simetrica A de n X n con elementos reales siem- 
pre se puede diagonalizar. Lo anterior es una consecuencia del hecho de que siempre po- 
dremos calcular n vectores propios linealmente independientes de dicha matriz. Ademas, 
puesto que podemos calcular n vectores propios mutuamente ortogonales, es posible 
usar una matriz ortogonal P para diagonalizar A. Se dice que una matriz simetrica es 
diagonalizable ortogonalmente. 



Demostracion parcial Se demostrara la parte necesaria (es decir, la parte “solo si”) 
del teorema. Supongamos que una matriz A de n X n es diagonalizable ortogonalmente. 
Entonces existe una matriz ortogonal P tal que P AP = D o A = PI)P Puesto que P 
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es ortogonal, P 1 = P r y, en consecuencia, A = PDP r . Sin embargo, a partir de i) y iii) 
del teorema 7.2 y de que la matriz diagonal es simetrica, tenemos 

A r = (PDP r ) r = (pyu'p 7 = PDP r = A. 


Por lo tanto, A es simetrica. 


□ 





' 

Consulte los Comenta- 
rios de esta seccion. 




Ejemplo 5 DiagonaLizacion de una matriz simetrica 

(9 1 IN 

Considere la matriz simetrica A = 1 9 1 . En el ejemplo 4 de la seccion 7.8 estu- 

\1 1 9/ 

diamos que los valores propios y los correspondientes vectores propios son 



Los vectores propios K 1; K 2 y K 3 son linealmente independientes, sin embargo, observe 
que no son mutuamente ortogonales ya que K 2 y K 3 , los vectores propios correspondien¬ 
tes al valor propio repetido A 2 = A 3 = 8, no son ortogonales. Para A 2 = A 3 = 8 podemos 
calcular los vectores propios a partir del metodo de eliminacion de Gauss-Jordan como 



el cual implica que k l + k 2 + k 3 = 0. Debido a que las variables son arbitrarias, selec- 
cionamos k 2 = I, k } = 0 para obtener K 2 , y k 2 = 0, k 2 = 1 para obtener K 3 . De haber 
seleccionado k 2 = 1, k 3 = 1 y, despues, k 2 = 1, k 3 = — 1, obtendriamos, respectivamente, 
dos vectores propios ortogonales totalmente diferentes. 


Ki = 



K, = 



Por lo tanto, un nuevo conjunto de vectores propios mutuamente ortogonales es 


Kj = 




Multiplicamos estos vectores, a su vez, por el recfproco de las normales HK^ 
||K 2 || = V^, y ||K 3 || = a/ 2, y obtenemos el conjunto ortonormal 


= V3, 


1 \ 
V3 

1 


l--\ 

V6 

1 


0 j 
1 

V3 

1 

NW 


V6 

w 


V 2 

\ vi! 


380 


CAPITULO ; Matrices 












Enseguida utilizamos estos vectores como columnas para construir una matriz ortogonal 
que diagonalice a A: 


U _ 


V3 

V 6 

1 

1 

V3 

\/6 

1 

1 

\V3 



o 

1 

V2 

1 

\Til 


La matriz diagonal cuyos elementos son los valores propios de A correspondientes al 
orden en que aparecen los vectores propios en P es entonces 


/II 0 0\ 

D = 0 8 0 . 

\ 0 0 8 / 


Lo anterior se demuestra a partir de 

/ 


P 'AP = P r AP = 



1 

1 \ 


/ 1 

2 

°\ 

V3 

V3 

V3 

(: i;) 

V3 

V6 

2 

1 

1 

1 

1 

1 

\4 

V6 

V6 

V3 

V6 

V2 

0 

1 

1 

1 

1 

1 

V 2 

V 2 I 


\V3 

vi 

V 2 I 

11 0 

°\ 






0 8 

0 = 

D. 





0 0 

8 / 







□ 


Formas cuadraticas Se dice que una expresion algebraica de la forma 

ax 2 + bxy + cry 2 


(4) 


esta en forma cuadratica. Si permitimos que X = 
como la matriz producto 


, entonces (4) puede escribirse 


X r AX = (x y) 


\b 


ib 


(5) 


\b 


es simetrica. 


Observe que la matriz , 

\2 b c, 

Es probable que en la materia de calculo usted haya estudiado que una adecuada rota- 
cion de ejes nos permite eliminar el termino xy de la ecuacion 

ax 2 + bxy + cy 2 + dx + ey + f= 0 . 

Como lo ilustra el ejemplo siguiente, podemos eliminar el termino xy mediante una 
matriz ortogonal y la diagonalizacion mas que a traves del uso de la trigonometrfa. 


Ejemplo 6 Identification de una seccion conica 

Identificar la seccion conica cuya ecuacion es 2x 2 + 4xy — y 1 = 1. 

Solution A partir de (5) podemos escribir la ecuacion dada como 

(X y)Q = 1 0 x?Ax = !. ( 6 ) 
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Figura 7.11 Ejes Ay K 
del ejempLo 6 


donde A = 


y X = I ]. Se demuestra que los valores propios y los corres- 


pondientes vectores propios de A son 

A, = -2, A 2 = 3, K! = 


K, = 


Observe que K, y K 2 son ortogonales. Ademas, ||K 1 || = ||K 2 || = V5, por lo que los vec¬ 
tores 


/ 1 \ 


( 2 \ 

Vs 


Vs 

2 

y 

i 

Vi) 


\Vs/ 


son ortonormales. De aquf que la matriz. 


/ 

1 

2 \ 


V5 

Vs 


2 

i 

\ 

~vl 

Vs) 


sea ortogonal. Si definimos el cambio de variables X = PX' donde X' 
la forma cuadratica 2jr + 4 xy — y 2 puede escribirse como 

X r AX = (X') r P r APX' = (X') r (P 7 AP)X'. 



entonces 


Puesto que P diagonaliza ortogonalmente a la matriz simetrica A, la ultima ecuacion es 
igual a 

X r AX = (X') r DX'. (7) 

Utilizamos (7) para observar que (6) se convierte en 

Vo X)- 1 ° - 2x2+3i - 2 =>- 

Esta ultima ecuacion se conoce como la forma estandar de una hiperbola. Las coordena- 
das xy de los vectores propios son (1, —2) y (2, 1). Utilizando la sustitucion X = PX' en 
la forma X' = P 'X = P r X, encontramos que las coordenadas XY de estos dos puntos 
son (V5, 0) y (0, V5), respectivamente. A partir de lo anterior, concluimos que los ejes 
Xy Y son como se muestra en la figura 7.11. Los vectores propios, en color negro en la 
figura, se muestran a lo largo de los nuevos ejes. Los ejes X y Y se llaman ejes principa- 
les de la conica. □ 


Comentarios 


La matriz A del ejemplo 5 es simetrica y, como tal, los vectores propios correspon- 
dientes a los distintos valores propios son ortogonales. En la tercera lfnea del ejem¬ 
plo, observe que K b un vector propio para A! = 11, es ortogonal a K 2 y K 3 . Los 


vectores propios K 2 = 



y k 3 


^ 0 J correspondientes a A, = A 3 = 8 no 


son ortogonales. Como alternativa en la btisqueda de vectores propios ortogonales 
para este valor propio repetido mediante la aplicacion, por segunda vez, del metodo 
de eliminacion de Gauss-Jordan, podemos simplemente aplicar el proceso de or- 


togonalizacion Gram-Schmidt y transformar el conjunto {K 2 , K 3 ) en un conjunto 
ortogonal. Consulte la seccion 1.7 y el ejemplo 4 de la seccion 7.10. 
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EJERCICIOS 7.12 Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-17. 


En los problemas del 1 al 20, determine si la matriz A dada es 
diagonalizable. Si es asf, encuentre la matriz P que diagonaliza 
a A y la matriz diagonal D tal que D = P AP. 


1 . 


3. 


5. 


-9 13' 


9. 


11 . 


13. 


15. 


17. 


19. 


0 U 


20 . 


2 . 


4. 


6 . 


8 . 


10 . 


12 . 


14. 


16. 


18. 


- 9 \ 
0 
-9 
2 / 


1 1 
0 2 




27. 


29. 



28. 


30. 



En los problemas del 21 al 30, la matriz dada A es simetrica. 
Encuentre una matriz ortogonal P que diagonalice a A y la ma¬ 
triz diagonal D tal que D = P r AP. 


En los problemas del 31 al 34, utilice el procedimiento que se ilustra 
en el ejemplo 6 para identificar la section conica dada. Graftque. 

31 . 5x 2 — 2xy + 5y 2 = 24 

32. 13x 2 - lOxy + 13y 2 = 288 

33 . —3x 2 + 8 xy + 3y 2 = 20 

34 . 16.r 2 + 24xy + 9y 2 - 3x + 4y = 0 

35 . Encuentre una matriz A de 2 X 2 que tenga valores pro- 
pios A.! = 2 y X 2 = 3 y vectores propios correspondien- 

KS K, = (‘)yK, = (|_ 

36 . Encuentre una matriz simetrica de 3 X 3 que tenga los 
valores propios A 1 = l,A 2 = 3yA 3 = 5y vectores pro¬ 
pios correspondientes 

K-(-;j- K -(i) yK -( 2 , 

37 . Si A es una matriz diagonalizable de n X n, entonces 
D = P 1 AP, donde D es una matriz diagonal. Demuestre 
que si m es un entero positivo, entonces A ” 1 = PD" P 

38 . La m-esima potencia de una matriz diagonal 

(a n 0 ■■■ 0 \ 

0 a 2 2 ''' 0 


D 


V 0 


D 


a ii 

0 


0 

0 

m 

“22 


\ 0 0 ■ 
Utilice este resultado para calcular 

12 0 0 0 \ 
0 
0 


tm J 

0 \ 
0 

a m J 

^nn / 


\0 


0 

-1 

0 


0 

0 

5/ 


En los problemas 39 y 40, utilice los resultados de los proble¬ 
mas 37 y 38 para calcular la potencia indicada de la matriz que 
se proporciona. 


39. A = 


40. A = 


10 

-5 
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Criptografia 


H Introduction La palabra criptografia es una combinacion de dos palabras griegas: 
crypto, que significa “oculto” o “secreto”, y grapho, “escritura”. La criptografia es en- 
tonces el estudio de la elaboration de “escritos secretos” o codigos. 

En esta seccion se considerara un sistema de codificacion y descifrado de mensajes el 
cual requiere que tanto el emisor como el receptor del mensaje sepan: 


una regia de correspondencia especlfica entre un conjunto de slmbolos (tales como le- 
tras del alfabeto y signos de puntuacion a partir de los cuales se forman los mensajes) 
y un conjunto de enteros; y 
una matriz A no singular especlfica. 


0 1 2 3 4 5 6 

espacio a b c d e f 


■ Codificacion y descifrado Una correspondencia natural entre los primeros veinti- 
siete numeros enteros no negativos y las letras del alfabeto y un espacio (para separar las 
palabras) esta dada por 

7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 

. • • , , t (1) 

ghij klmnopqr s tuvwxyz 


A partir de (1), el equivalente numerico del mensaje 


SEND THE DOCUMENT TODAY 

es 

19 5 14 4 0 20 8 5 0 4 15 3 21 13 5 14 20 0 20 15 4 1 25. (2) 

El emisor codificara el mensaje mediante la matriz no singular A y, como veremos mas 
adelante, el receptor del mensaje codificado descifrara el mensaje por medio de la ma¬ 
triz (unica) A -1 . El mensaje numerico (2) esta escrito ahora como una matriz. Puesto que 
hay 23 slmbolos en el mensaje, necesitamos una matriz que pueda aceptar al menos 24 
elementos (una matriz de m X n tiene nm elementos). Optamos por escribir (2) como la 
matriz de 3 X 8 


19 

5 

14 

4 

0 

20 

8 

5 \ 

0 

4 

15 

3 

21 

13 

5 

14 . (3) 

20 

0 

20 

15 

4 

1 

25 

0 / 


Observe que el ultimo elemento (a 38 ) presente en la matriz M del mensaje simplemente 
se ha llenado con un espacio representado por el numero 0. Desde luego, pudimos haber 
escrito (2) como una matriz de 6 X 4 o de 4 X 6; sin embargo, esto requerirfa una gran 
matriz de codificacion. Una matriz de 3 X 8 nos permite codificar el mensaje mediante 
una matriz de 3 X 3. El tamano de las matrices utilizadas interesa cuando la codificacion 
y el descifrado se efectuan a mano en lugar de hacerse por computadora. 

Se selecciona la matriz de codificacion A, o mas bien se construye, de tal forma que 

A es no singular, 

A tiene solamente elementos enteros y 

A -1 tiene solamente elementos enteros. 


El ultimo criterio no es particularmente diffcil de cumplir. Solamente necesitamos se- 
leccionar los elementos enteros de A en tal forma que del A = ± 1. Para una matriz de 
2X2ode3X3 podemos calcular entonces A -1 mediante las formulas (4) y (5) de la 
seccion 7.6. Si A tiene elementos enteros, entonces todos los cofactores C n , Cj 2 , etc., 
son tambien enteros. A partir de este analisis seleccionamos 

( ~ 1 ° 

A= 2 3 4 . (4) 

V 2 4 5/ 
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Usted debera comprobar que det A = — 1. 

El mensaje original se codifica premultiplicando la matriz M del mensaje por A; es 
decir, el mensaje se envia como la matriz: 


B = AM 


/-I 

0 


/ 19 

5 

2 

3 

4 

° 

4 

V 2 

4 

5/ 

\20 

0 


-39 

-5 

-34 

-19 

118 

22 

153 

77 

138 

26 

188 

95 


14 

4 

0 

20 

8 

15 

3 

21 

13 

5 

20 

15 

4 

1 

25 

-4 


-21 

-33 

-5 

79 


83 

131 

52 

104 


97 

161 

66 



(5) 


El lector se podra imaginar la dificultad que implica descifrar (5) sin conocer A. Sin 
embargo, el receptor del mensaje codificado B conoce A y a su inversa, por lo que el 
descifrado es el calculo directo de la premultiplicacion de B por A -1 : 

AM = B implica M = A 'B. 


Para la matriz (4) calculamos a partir de la expresion (5) dada en la section 7.5 que 



Por lo tanto, el mensaje descifrado es 

/ 1 4 —3\ / —39 -5 

M = 2 3 -2 118 22 

\ —2 -4 3/ \ 138 26 

/19 5 14 4 0 20 8 

= 0 4 15 3 21 13 5 

\20 0 20 15 4 1 25 



-34 

-19 

-4 

-21 

-33 

-5 

153 

77 

79 

83 

131 

52 

188 

95 

104 

97 

161 

66 



o 


19 5 14 4 0 20 8 5 0 4 15 3 21 13 5 14 20 0 20 15 4 1 25 0. 


Sin embargo, tambien mediante el conocimiento de la correspondencia original (1), el 
receptor traduce los numeros en 

SEND_THE_DOCUMENT_TODAY_ 


donde hemos indicado los espacios en bianco mediante lfneas. 

Vale la pena hacer algunas observaciones. La correspondencia o mapeo (1) es una 
de las muchas correspondencias que pueden establecerse entre las letras del alfabeto 
(incluso podriamos incluir los sfmbolos de puntuacion como el punto y la coma) y los 
numeros enteros. Mediante la utilization de las 26 letras del alfabeto y el espacio en 
bianco, jpodemos establecer 27! de estas correspondencias. (^Por que?) Ademas, pudi- 
mos haber usado una matriz de 2 X 2 para codificar (2). El tamano de la matriz M del 
mensaje habria sido entonces de al menos 2 X 12 con la finalidad de poder contener los 
23 elementos del mensaje. Por ejemplo, si 


A= 1 2 ) 

(19 

y M = 

5 

14 

4 

0 

20 

8 

5 

0 4 

15 

3 ) 

Vo l J 

7 V21 

13 

5 

14 

20 

0 

20 

15 

4 1 

25 

0 J 


entonces 


B = AM 


31 

24 

32 

40 

20 

48 

35 

13 

5 

14 

20 

0 

20 

15 


6 65 3\ 
1 25 0 )' 
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A1 utilizar A 1 = 


:\ 

I, obtenemos como antes 


, (\ -2V61 31 24 32 40 20 48 35 8 6 65 3\ 

M = A B = 

VO 1/V21 13 5 14 20 0 20 15 4 1 25 0/ 

_ /19 5 14 4 0 20 8 5 0 4 15 3\ 

~~ V21 13 5 14 20 0 20 15 4 1 25 0/ 

No existe una razon en particular por la que el mensaje numerico (2) tenga que fragmen- 
tarse en renglones (1X8 vectores) como en la matriz (3). De manera alterna, (2) podrfa 
haberse fragmentado en columnas (vectores de 3 X 1) como se muestra en la matriz 

/19 4 8 4 21 14 20 l\ 

5 0 5 15 13 20 15 25 . 

V14 20 0 3 5 0 4 0/ 

Por ultimo, serfa recomendable enviar el mensaje codificado en forma de letras del alfa- 
beto mas que como numeros. En el problema 13 de los ejercicios 7.13 estudiaremos la 
forma de transmitir el mensaje SEND THE DOCUMENT TODAY codificado como 

OVTHWFUVJVRWYBWYCZZNWPZL. 


EJERCICIOS 7.13 Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-17. 


En los problemas del 1 al 6, utilice la matriz A y la correspon¬ 
dence (1) para codificar el mensaje dado. Verifique su trabajo 
descifrando el mensaje codificado. 


1. A = 


2. A = 


3. A = 


4. A = 


5. A = 


6. A = 



; SEND HELP 


; THE MONEY IS HERE 


; PHONE HOME 


MADAME X HAS THE PLANS 


GO NORTH ON MAIN ST 


; DR JOHN IS THE SPY 


En los problemas del 7 al 10, utilice la matriz A y la correspon¬ 
dence (1) para descifrar el mensaje dado. 


7. A = 


8. A = 


B 


9. A = 


10 . 


2 -r 
1 -b 

46 -7 -13 22 -18 1 

23 -15 -14 2 -18 -12 




/ 31 21 21 

22 

20 

9 \ 



B = 

19 

0 9 

13 

16 

15 




V 13 

1 20 

8 

0 

9/ 




/2 1 







A = 

0 0 

-1 







W 1 

1/ 







( 36 

32 

28 

61 

26 

56 

10 

B = 

-9 

-2 - 

18 

-1 

-18 

-25 

0 


^ 23 

27 

23 

41 

26 

43 

5 


r 

3 Y 

7152 

B = 

184 

171 

86 

212\ 

\5 

2 / 

V 95 

116 

107 

56 

133/ 


11. Utilicemos la correspondencia (1) para codificar el men¬ 
saje siguiente empleando una matriz de 2 X 2: 

17 16 18 5 34 0 34 20 9 5 25 

-30 -31 -32 -10 -59 0 -54 -35 -13 -6 -50 

Descifre el mensaje si las dos primeras letras son DA y 
las dos ultimas son AY. 
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12. a) Utilizando la correspondencia 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 
j klnms tuwxghiopqrvyzabcdef espacio 

encuentre el valor numerico del mensaje 
BUY ALL AVAILABLE STOCK AT MARKET 

b) Codifique el mensaje posmultiplicando la matriz M 
del mensaje por 



c) Verifique su trabajo descifrando el mensaje codifi- 
cado en el inciso b). 

13. Con relation a las matrices A y B que se definieron en 

(4) y (5), respectivamente. 

a) Rescriba B como B' utilizando enteros modulo 27.* 

b ) Compruebe que el mensaje codificado que se vaya a 
enviar como letras sea 

OVTH WFU V J VRW YB W Y CZZN WPZL 

c) Descifre el mensaje codificado calculando A B' y 
rescribiendo el resultado mediante el uso de enteros 
modulo 27. 


7.14 Codigo corrector de errores 


H Introduction En contraste con la seccion anterior, no existe ninguna connotation 
de hermetismo en la palabra “codigo” tal como se utiliza en esta seccion. Vamos a es- 
tudiar brevemente el concepto de comunicaciones digitales, esto es, las comunicaciones 
que hay entre un satelite y una computadora. Como consecuencia, solamente trataremos 
con matrices cuyos elementos sean dfgitos binarios, es decir, ceros y unos. A1 sumar o 
multiplicar dichas matrices, utilizaremos aritmetica modulo 2. Esta aritmetica esta defi- 
nida mediante las tablas de suma y multiplication 


+ 

0 

1 

X 

0 

1 

0 

0 

1 

0 

0 

0 

1 

1 

0 

1 

0 

1 


Propiedades fundamentals como la conmutativa y la asociativa son validas para este 
sistema. La unica exception significativa en este caso es que 1 + 1=0. 

I Secuencias binarias En las comunicaciones digitales, los mensajes o palabras 
estan compuestos por n tuplas binarias, es decir, n tuplas constituidas unicamente por ceros 
y unos, o bits. Se dice que una palabra de n bits es una secuencia binaria de longitud n. 


Ejemplo 1 Secuencias binarias 

a) Las 4 tuplas ordenadas (0, 1,0, 1) constituyen una palabra de 4 bits, o una se¬ 
cuencia de longitud cuatro. 

b ) La representation binaria (es decir, en base 2) del numero 39 es 10 0 1 1 1, o 
como 6 tuplas (1, 0, 0, 1, 1, 1). 

c) La palabra ASCII 1 correspondiente a la letra Z es la secuencia de longitud 8: 

( 1 , 0 , 0 , 1 , 1 , 0 , 1 , 0 ). 

Por conveniencia, una palabra de longitud n se escribira como una matriz de I X n, 
esto es, como un vector renglon. Por ejemplo, la palabra de 4 bits del ejemplo 1 se escri- 
birfa como la matriz de 1 X 4, W = (0 1 0 1). 


*Para los enteros ay b, escribimos a = b (mod 27) si b es el residuo (0 < b < 27) cuando a se divide entre 
27. Por ejemplo, 33 = 6 (mod 27), 28 = 1 (mod 27), y asi por el estilo. Los enteros negativos se manejan 
de la manera siguiente. Si 27 = 0 (mod 27), entonces, por ejemplo, 25 + 2 = 0 (mod 27) de tal forma que 
—25 = 2 (mod 27) y — 2 = 25 (mod 27). Asimismo, —30 = 24 (mod 27), puesto que 30 + 24 (= 54) = 
0 (mod 27). 

f Siglas de American Standard Code for Information Interchange (Codigo Estadounidense Estandar para 
Intercambio de Informacion). 
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I Codigos Con la frase codificar un mensaje queremos explicitar el proceso me- 
diante el cual transformamos una palabra W de longitud n en otra palabra C de longitud 
n + m agregando m bits a W, llamados bits de verificacion de paridad. Se dice que una 
palabra codificada es una palabra codigo. Mediante el descifrado de un mensaje reci- 
bido queremos explicitar otro proceso que proporciona ya sea otro mensaje descifrado o 
una indicacion de que ha ocurrido un error durante la transmision. Se le llama codigo a 
un esquema de codificacion y descifrado. 

Uno de los codigos mas sencillos que existen es el codigo de verificacion de paridad, 
en el cual una palabra se codifica de acuerdo a la regia: 

Si el numero de unos localizados par: Agregue un 0 a la palabra 

en la palabra es impar: Agregue un 1 a la palabra 

La palabra paridad se refiere a si el numero de unos que hay en una palabra es par o 
impar. La regia de codificacion proporcionada en (1) permite que la paridad de la palabra 
codigo sea siempre par. 


Ejemplo 2 Codificacion de palabras 

Utilice el codigo de verificacion de paridad para codificar las palabras a) W = 
(1 0 0 0 1 l)yfc) W = (1 1 1 0 0 1). 

Solution a) Puesto que en W el numero de unos es impar, agregamos el bit extra 1 al 
final de la palabra W. La palabra codigo es entonces C = (1 0 0 0 1 1 1 ).b) En 
este caso, el numero de unos es par, por lo que el bit extra agregado a la palabra es 0. La 
palabra codificada es C = (1 110 0 10). 

En las comunicaciones digitales la palabra codificada C es la que se transmite. Sin 
embargo, debido a la presencia de algun tipo de interferencia o ruido en el canal de trans¬ 
mision, pueden modificarse uno o mas bits de C. Por lo tanto, el mensaje transmitido no 
siempre es el que se recibe. Consulte la figura 7.12. 

El codigo de verificacion de paridad permite que al descifrar se detecten errores sim¬ 
ples. Suponga que R es el mensaje recibido. Un error simple en R significa que un bit se 
ha modificado; ya sea que un cero se haya convertido en uno o viceversa. En cualquier 
caso, la paridad de la palabra R es impar. 


ruido 



Figura 7.12 Los bits de una palabra codificada pueden sufrir modificadones 
debido a interferencias 


Ejemplo 3 Descifrado de paLabras 

Utilice el codigo de verificacion de paridad para descifrar las palabras 

a) R = (1 1 0 0 1 0 1) y 

b) R = (1 0 1 1 0 0 0). 

Solution a ) La paridad de R es par. Eliminamos el ultimo bit y hacemos que el mensaje 
descifrado sea (110 0 10). b) La paridad de R es impar. El descifrado es simple: 
un error de paridad. 
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Para algunos tipos de comunicacion digital, como la comunicacion interna con una 
computadora, se recomienda el codigo de verificacion de paridad. Sin embargo, el ejem- 
plo 2 indica claramente una desventaja importante de este codigo: si se presenta un error, 
no sabremos como corregirlo ya que no sabemos cual es el bit incorrecto. Ademas, se 
pueden presentar multiples errores en la transmision. Si, digamos, dos unos fueron cam- 
biados por ceros durante la transmision, el mensaje recibido mantendrfa paridad par y el 
descifrado se efectuaria eliminando el ultimo bit. En este caso, al menos uno de los bits 
del mensaje descifrado es erroneo. 

I Codigos Hamming El codigo de verificacion de paridad es un ejemplo de un codigo 
de detection de errores, pero no de correction de errores. En lo que resta de este estudio 
se considerara un codigo detector y corrector de errores que se llama codigo Hamming 
(7, 4). Este codigo, uno de los codigos mas ampliamente utilizados, fue inventado por 
el matematico Richard W. Hamming, de los Laboratorios Bell, en los anos de 1950 y es 
un esquema de codificacion y descifrado capaz de detectar la presencia de un solo error 
en un mensaje recibido, ademas puede proporcionar informacion acerca de que bit debe 
corregirse. En el codigo (7, 4) el proceso de codificacion consiste en transformar una 
palabra de 4 bits W = ( w l w 2 w 3 w 4 ) en una palabra codificada de 7 bits 

C = (cq c 2 wq c 3 w 2 w 3 w 4 ), 

donde c ,, c 2 y c 3 denotan los bits de paridad. (Las palabras mayores a cuatro bits pueden 
fragmentarse en secuencias de palabras de cuatro bits.) 

I Codificacion En el codigo Hamming (7, 4) los bits de verificacion de paridad c ,, c 2 
y c 3 estan definidos en terminos de los bits de informacion vtq, w 2 , w 3 y w 4 : 


C 1 = Wi + w 2 + w 4 


c 2 = wq + w 3 + w 4 ( 2 ) 

c 3 = w 2 + w 3 + w 4 , 


donde la aritmetica se lleva a cabo en modulo 2. Utilizando matrices podemos escribir 
( 2 ) como el producto 



/I 1 0 

10 1 
\0 1 1 


/wq\ 

w 2 

w 3 

\w 4 / 


(3) 


Ejemplo 4 Codificacion de una palabra 

Codifique la palabra W = (1 0 1 1). 


Solution A partir de (3) tenemos, con wq = 1, vv 2 = 0, w 3 


y w 4 = 1 : 


( 



/I 10 
10 1 
\0 1 1 


1 

1 

1 


/ 1 \ 

0 

1 

\l/ 


/I • 1 + 1 • 0 + 0 
1 • 1 + 0 • 0 + 1 
\0 • 1 + 1 • 0 + 1 


+ 

1 ' 

• 1 

+ 

1 • 

• 1 

+ 

1 • 

• 1 



Esto es, C! = 0, c 2 = 1, c 3 = 0, por lo que la palabra codificada correspondiente es 
C = (0 1 10 0 1 1). 


Antes de entrar en los detalles acerca de como descifrar un mensaje, necesitamos pre¬ 
sentar una matriz especial. Primero observamos que en la aritmetica modulo 2 no existen 


7.14 Codigo corrector de errores 


389 







numeros negativos; el inverso aditivo de 1 es 1 no — 1. Teniendo esto presente, podemos 
escribir el sistema (2) en la forma equivalente 


c 3 + w 2 + w 3 + vv 4 = 0 

c 2 + w 1 + w 3 + w 4 = 0 (4) 

Ci + Wi + vv 2 + w 4 = 0. 


A estas expresiones se les llama ecuaciones para la verificacion de paridad. Esto 
significa que cada c,- es una verificacion de paridad de tres de los dfgitos de la palabra 
original. Por ejemplo, si el numero de unos ubicados en los tres dfgitos w 2 , w 3 y w 4 es 
impar, entonces, de la misma forma que con el codigo de verificacion de paridad estudia- 
do antes, podrfamos considerar Ci = 1, y asf sucesivamente. Como una matriz producto, 
(4) puede escribirse en la forma 


/0 0 0 1 1 
0 110 0 
\ 1 0 1 0 1 


La matriz de 3 X 7 en (5), 




(5) 


/0 0 0 1 1 1 1 \ 

H = 0 1 10 0 1 1 

\1 0 1 0 1 0 1 / 


se denomina matriz de verificacion de paridad. Hemos demostrado en (5) que los 
dfgitos binarios de una palabra codigo C = (<q c 2 wq c 3 w 2 w 3 w 4 ) satisfacen la 
ecuacion matricial 


HC r = 0. 


( 6 ) 


Una inspeccion mas detallada de H muestra algo sorprendente: las columnas de H, 
de izquierda a derecha, son los numeros 1 a 7 escritos en binario. Por ejemplo, escribiendo 


la columna 



110 , como 110, podemos reconocer la representation binaria del 


numero 6. 

Sea R una matriz de 1 X 7 que representa el mensaje recibido. Puesto que H es una 
matriz de 3 X 7 y R r es una matriz de 7 X 1, el producto 


S = HR r 


(7) 


es una matriz de 3 X 1 llamada sindrome de R. 


I Descifrado Si el sindrome del mensaje recibido R es 

S = HR r = 0, 

entonces, en vista del resultado en (6), podemos concluir que R es una palabra codigo, 
y se supone que la transmision es correcta con R igual al mensaje original codiftcado C. 
El descifrado del mensaje se logra eliminando simplemente los tres bits de verificacion 
en R. 


Ejemplo 5 Si'ndromes 

Calcule el sindrome de 

a) R = (1 1 0 1 0 0 1) y 

b) R = (1 0 0 1 0 1 0). 
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Solution a) A partir de (7) tenemos, 


/0 00111 

S = 0 1 10 0 1 

\ 1 0 1 0 1 0 


1 

1 

1 


M 

1 



Concluimos que R es la palabra codigo. Eliminando los bits de verification en color de 
(110 0 0 1), obtenemos el mensaje descifrado (0 0 0 1). 


/O 00111 

b) A partir de (7), S = 0 1 1 0 0 1 

\ 1 0 1 0 1 0 


/ 1 \ 

0 

0 

1 


w 



Puesto que S =4 0, el mensaje recibido R no es la palabra codigo. 


□ 


Como se menciono antes, el codigo Hamming (7, 4) nos permite detectar y tam- 
bien corregir un solo error en el mensaje R. Sea C una palabra codigo y sea E = 
[e l e 2 e 3 e A e 5 e 6 e 7 ] una palabra de ruido con un solo error que se suma a C durante su 
transmision. Los elementos de E estan definidos como 

f 1, si el ruido cambia al i-esimo bit 

e i = 1 

( 0, si el ruido no cambia al i-esimo bit. 

El mensaje recibido es entonces R = C + E. A partir de la propiedad R r = C T + E r y de 
la ley distributiva, observamos que el smdrome de R es el mismo que el de E: 

HR r = H(C r + E 7 ) = HC r + HE r = 0 + HE r = HE r . 


A partir de la definition de matriz suma, la expresion anterior representa un procedi- 
miento directo para comprobar que el smdrome de E 

( e 4 + e 5 + e 6 + e 7 
e 2 + e 3 + e 6 + e 7 
+ e 3 + e 5 + e 7 


puede escribirse como la suma de vectores columna de H con los coeficientes de los 
simbolos que denotan los bits donde puede presentarse el error: 


HE r = eA 0 \ + e 2 


+ e 3 


+ e A 


+ e 3 


+ e 6 1 + e 7 1 • (8) 


Ahora considere el conjunto de vectores columna de 3 X 1 cuyos elementos son 
dfgitos binarios. Puesto que solo existen dos formas de seleccionar cada uno de los tres 
elementos, tenemos 2 3 = 8 de tales vectores. Los siete vectores diferentes de cero son las 
columnas de H o los vectores columna desplegados en (8). El smdrome S del mensaje 
recibido R es un vector columna de 3 X 1 con elementos binarios; de aqul que, si S A 0, 
entonces S debe ser una de las columnas de H. Si R contiene un solo error, entonces 
S =f= 0 y, puesto que todos los elementos de E son cero excepto un elemento, podemos 
observar a partir de (8) que, en sf mismo, el smdrome indica que bit es el erroneo. En la 
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practica no es necesario escribir (8); solo calcule el smdrome S del mensaje recibido R. 
S es una columna de H y, en consecuencia, es el numero binario de ese bit erroneo. 


Ejemplo 6 Descifrado de una palabra 

En el inciso b) del ejemplo 5 pudimos observar que el si'ndrome del mensaje R 

/0 N 

(10 0 10 10) fue S = 1 I. Esto es la tercera columna de H (o la representation 


binaria del numero 3) y asf concluimos que el tercer bit de R es erroneo. Cambiando el 
cero por un uno obtenemos la palabra codigo C = ( 1 0 110 1 0). De modo que 
eliminando de C los bits primero, segundo y cuarto encontremos el mensaje descifrado 
(1 0 10 ). □ 


En estas breves descripciones de criptograffa y teoria de la codification todavfa ni si- 
quiera hemos comenzado a rascar en la superficie de estos temas tan interesantes. Nuestro 
objetivo fue muy modesto: mostrar como la teoria de matrices es una herramienta de tra- 
bajo natural en varias areas de las matematicas y de las ciencias de la computation. 


Comentarios 


El codigo Hamming (7, 4) puede detectar sin corregir cualquier par de errores. Los 
alumnos interesados en saber como se lleva a cabo esto o en detalles adicionales 
de la teoria de la codification deberan consultar su biblioteca para poder acceder a 
textos mas especializados. 


Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-18. 


EJERCICIOS 7.14 


En los problemas del 1 al 6, codifique la palabra dada utilizan- 
do el codigo de verification de paridad. 

1 . (0 1 1 ) 2 . (1 1 1 ) 

3 . (0 0 0 1 ) 4 . (1 0 1 0 ) 

5 . (1 0 1 0 1 0 0 ) 6 . (0 1 1 0 1 0 1 ) 

En los problemas del al 12, descifre el mensaje dado utilizando 
el codigo de verification de paridad. 

7 . (1 0 0 1 ) 8 . (0 0 1 1 ) 

9 . (1 1 1 0 0 ) 10 . (1 0 1 00 ) 

11 . (1 0 0 1 1 1 ) 12 . (1 0 0 1 0 1 ) 

En los problemas del 13 al 18, codifique la palabra dada utili¬ 
zando el codigo Hamming (7, 4). 

13 . ( 1110 ) 14 . (0 0 11 ) 

15 . (0 1 0 1 ) 16 . (0 0 0 1 ) 

17 . (0 110 ) 18 . (110 0 ) 

En los problemas del 19 al 28, determine si el mensaje dado 
es una palabra codigo cifrada en codigo Hamming (7, 4). Si es 
asf, descffrelo; de lo contrario, corrija el tinico error y descifre 
el mensaje corregido. 

19 . (0 0 0 0 0 0 0 ) 20 . (1 1 0 0 0 0 0 ) 

21 . (1 1 0 1 1 0 1 ) 22 . (0 1 0 1 0 1 0 ) 

23 . (1 1 1 1 1 1 1 ) 24 . (1 1 0 0 1 1 0 ) 


25. (0 1 1 1 0 0 1) 26. (1 0 0 1 0 0 1) 

27. (1 0 1 1 0 1 1) 28. (0 0 1 0 0 1 1) 

29. a) Determine el numero total de 7 tuplas con elemen- 

tos binarios. 

b) ^Cuantas palabras codigo de 7 tuplas hay en el codi¬ 
go Hamming (7, 4)? 

c) Elabore una lista de todas las palabras codigo in- 
cluidas en el codigo Hamming (7, 4). 

30. a) En el codigo Hamming (8, 4) una palabra 

W = (vtq w 2 >v 3 w 4 ) 

de longitud 4 se transforma en una palabra codigo de 
longitud 8: 

C = (cq c 2 c 3 vtq c 4 w 2 w 3 w 4 ), 
donde las ecuaciones de verification de paridad son 

c 4 + w 2 + w 3 + w 4 = 0 
c 3 + Wi + w 3 + w 4 = 0 
c 2 + Wi + w 2 + w 4 = 0 

C 1 + c 2+ c 3+ W 1 + C 4 + W 2 + W 3 + = 0. 

Codifique la palabra (0 1 10). 

b) A partir del sistema dado en el inciso a), determine 
la matriz de verification de paridad H. 

c) Utilizando la matriz H en el inciso b), calcule el 
smdrome S del mensaje recibido 

R = (0 0 1 1 1 1 0 0). 
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7.15 Metodo de los rrrinimos cuadrados 


□ Introduction En la realization de experimentos, a menudo tabulamos datos en la 
forma de pares ordenados (x b 3 ?,), (x 2 , y 2 ), ■ • ■, (x„, y n ), donde cada x, es diferente. Dados 
los datos, frecuentemente deseamos poder extrapolar o predecir y a partir de x calculan- 
do un modelo matematico, es decir, una funcion que se aproxime o “ajuste” a los datos. 
En otras palabras. queremos encontrar una funcion/(x) tal que, 

fix 1) « y b f(x 2 ) = y 2 , ■■■, f(x„) = y„. 

Sin embargo, es natural que no solamente deseemos cualquier funcion, sino una funcion 
que se ajuste a los datos tanto como sea posible. 

En el analisis presentado enseguida, concentraremos nuestra atencion sobre el pro- 
blema de encontrar un polinomio lineal/(x) = ax + b o linea recta que “se ajuste de la 
mejor manera” a los datos (x b yj), (x 2 , y 2 ), ..., (x„, y„). El procedimiento para calcular 
esta funcion lineal se conoce como el metodo de los minimos cuadrados. 

Comencemos con un ejemplo. 


Ejemplo 1 Linea de mejor ajuste 

Considere los datos (1, 1), (2, 3), (3, 4), (4, 6), (5, 5) que se muestran en la figura 7.13a). 
De manera visual, y por el hecho de que la linea y = x + 1, mostrada en la figura 7.1 3b), 
pasa a traves de dos de los puntos de datos, podemos considerar esta linea como la que 
mejor se ajusta a los datos. □ 


Es evidente que necesitamos algo mejor que la estimation visual para determinar la 
funcion lineal y = f(x), como se hizo en el ultimo ejemplo. Necesitamos un criterio que 
defma el concepto de “mejor ajuste” o, como a menudo se conoce, “la bondad del ajuste”. 

Si tratamos de comparar los puntos de datos con la funcion/(x) = ax + b, entonces 
queremos encontrar los valores de ay b que satisfagan el sistema de ecuaciones 


o 


Vi = flXj + b 

y 2 = ax 2 + b 


y„ = ax n + b 



(yi\ 

( 

Y = AX donde Y = 

y 2 

, A = 


\y n J 

\ 


A 

1 

i/ 



(i) 


( 2 ) 


Por desgracia, (1) es un sistema sobredeterminado y, al menos que los puntos de datos 
esten en la misma linea, no tiene solution. Por lo tanto, debemos conformarnos con 

( a \ 

encontrar un vector X = I I de tal manera que el lado derecho AX se encuentre en la 
proximidad del lado izquierdo Y. 


y 


1 





Figura 7.13 Puntos de datos en 
a); una linea que se ajusta a los 
datos en b) 


Linea de los minimos cuadrados Si los puntos de datos son (x b jq), (x 2 , y 2 ),..., 
(x n , y„), entonces una manera de determinar que tan bien se ajusta la funcion lineal fix) 
= ax + b a los datos es medir las distancias verticales que hay entre los puntos y las 
graficas de/: 

e t = I >7 - fixdl i = \,2,... ,n. 

Podemos pensar de cada e, como el error producido al aproximar el valor del dato y, me- 
diante el valor funcional/(x,-). Observe la figura 7.14. De manera intuitiva, sabemos que 
la funcion/se ajustara bien a los datos si la suma de todos los valores e,- es minima. En 
realidad, un metodo mas adecuado para resolver el problema es encontrar una funcion 
lineal/de tal forma que la suma de los cuadrados de todos los valores e, sea minima. 



Figura 7.14 e, es el error 
producido al aproximary, a/(x,) 
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Definamos que la solucion del sistema (1) sean aquellos coeficientes ay b que minimi- 
cen la expresion E = e\ + e 2 + ■ • ■ + e 2 , es decir, 

E = [* + [y 2 -f(x 2 )] 2 + • ■ ■ + [y n ~f(x n )f 

= [y! - (otj + b)f + [y 2 - (ax 2 + Z ?)] 2 + • • • +[y n ~ (ax n + b )] 2 


o 


e = 2 [yi ~ ax i - b f- 

i = 1 


(3) 


La expresion E se llama suma de los errores cuadrados. La linea y = ax + b que mini- 
miza la suma de los errores cuadrados (3) es, por definition, la lfnea de mejor ajuste y 
se denomina lfnea de los mfnimos cuadrados de los datos (x h (x 2 , y 2 ), ■■■, (x„, }’„)■ 
El problema aun prevalece: ;c6mo encontramos los valores de a v b de tal forma que 
el valor de (3) sea mfnimo? La respuesta puede encontrarse en el calculo. Si pensamos en 
(3) como una funcion de dos variables ay b, entonces para encontrar el valor mfnimo de 
E establecemos la primera derivada parcial como igual a cero: 




A su vez, las ultimas dos condiciones nos dan, 


n 

“2 2 x i I .'7 “ ax i ~ b] = 0 
1=1 

n 


(4) 


“2 2 [y ; - axi ~ b] = 0. 
i = 1 

Expandimos las sumas y utilizamos 2"=i b = nb, para encontrar que el sistema (4) es 
igual a 


2>?) 

a + | 

II 

n 


n A 


X l — 1 S 

l=l 

n 

(5) 


| a + 

nb = 

i = i 



Aunque no se daran los detalles, los valores de ay b que satisfacen el sistema (5) nos dan 
el valor mfnimo de E. 

En terminos de matrices, es posible demostrar que (5) es equivalente a 

A r AX = A r Y, (6) 


donde A, Y y X se encuentran definidos en (2). Puesto que A es una matriz de n X 2 y 
A T es una matriz de 2 X «, la matriz A r A es de 2 X 2. Ademas, a menos que todos los 
puntos de datos se encuentren sobre la misrna lfnea vertical, la matriz A 7 A es no singu¬ 
lar. Por lo tanto, (6) tiene la solucion unica 

X = (A r A) 'A r Y. (7) 


Decimos que X es la solucion por mfnimos cuadrados del sistema sobredeterminado (1). 


Ejemplo 2 Linea de minimos cuadrados 

Encuentre la lfnea de mfnimos cuadrados para los datos del ejemplo 1. Determine la suma 
de los errores cuadrados E para esta lfnea y para la expresada por medio de y = x + 1. 

Solucion Para la funcion/(x) = ax + b, los datos (1, 1), (2, 3), (3, 4), (4, 6), (5, 5) nos 
llevan al sistema sobredeterminado, 

a + b = 1 
2a + b = 3 

3a + b = 4 (8) 

Aa + b = 6 
5a + b = 5. 
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Por otro lado, identificando 



l l \ 


I 1 l \ 



3 


2 1 


Y = 

4 

y A = 

3 1 

tenemos A r A 


6 


4 1 



W \5 1 / 




por lo que (7) nos da 


X = 


55 15 x ~' 

15 5 


-( 5 

50 V —15 


I 1 A 

r M 

2 1 

3 

3 1 

4 

4 1 

6 


\5 1 / W 

15V68 
55Ai9 


=—C 5 

50 V —15 



-15Vl 2 3 

55Al 1 1 


/A 

3 

4 

6 

W 


Por lo tanto, la solution por mfnimos cuadrados dc (8) cs a = 1.1 y b = 0.5, y la lfnea de 
mfnimos cuadrados es y = l.lx + 0.5. Para esta lfnea, la suma de los errores cuadrados es 


E = [1 -/(l)] 2 + [3 — f(2)] 2 + [4 -/(3)] 2 + [6 —/(4)] 2 + [5 ~/(5)] 2 
= [1 - 1.6] 2 + [3 - 2.7] 2 + [4 - 3.8] 2 + [6 - 4.9] 2 + [5 - 6] 2 = 2.7. 


Para la lfnea y = x + 1 estimada y que tambien pasa por dos de los puntos de datos, 
encontramos que E = 3.0. 

Mediante comparacion, la figura 7.15 muestra los puntos de datos, la lfnea y = x + 1, 
y la lfnea de mfnimos cuadrados y = l.lx + 0.5. 



Figura 7.15 Linea de los mfnimos 
cuadrados (en color) del ejemplo 2 


EJERCICIOS 7.15 Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-18. 


En los problemas del 1 al 6, encuentre la lfnea de mrnimos cua¬ 
drados para los datos que se proporcionan. 

1. (2, 1), (3, 2), (4, 3), (5, 2) 

2. (0, -1), (1,3), (2, 5), (3, 7) 

3. (1, 1), (2, 1.5), (3, 3), (4,4.5), (5,5) 

4. (0, 0), (2, 1.5), (3, 3), (4, 4.5), (5, 5) 

5. (0, 2), (1, 3), (2, 5), (3, 5), (4, 9), (5, 8), (6, 10) 

6. (1, 2), (2, 2.5), (3, 1), (4, 1.5), (5, 2), (6, 3.2), (7, 5) 

7. En un experimento, se encontro la correspondencia si- 
guiente entre la temperatura T (en °C) y la viscosidad 
cinematica v (en centistokes) de un aceite con cierto 
aditivo: 

T 20 40 60 80 100 120 

v 220 200 180 170 150 135 

Encuentre la lfnea de mfnimos cuadrados v = aT + b. 
Utilice esta lfnea para calcular la viscosidad del aceite a 
T= 140 y T= 160. 


8. En un experimento se encontro la correspondencia si- 
guiente entre la temperatura T (en °C) y la resistencia 
electrica R (en MQ): 

T 400 450 500 550 600 650 

R 0.47 0.90 2.0 3.7 7.5 15 

Encuentre la lfnea de mfnimos cuadrados R = aT + b. 
Utilice esta lfnea para calcular la resistencia a T = 700. 


7.15 Metodo de Los mfnimos cuadrados 
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Figura 7.16 Material fluyendo 
entre dos compartimientos a 
velocidades especi'ficas 


H Introduction La construccion de un modelo matematico que describe el numero 
de libras de sal que hay en dos tanques conectados donde fluye salmuera hacia dentro y 
fuera de los tanques es un ejemplo de analisis compartimental. Es posible comprobar 
mediante el analisis, que el modelo compartimental es un sistema de ecuaciones diferen- 
ciales. En esta section presentamos la notion de un modelo matematico discreto. 

■ El modelo general de dos compartimientos Suponga que fluye material entre 
dos tanques con volumenes V t y V 2 . En el diagrama que se muestra en la figura 7.16, F 01 , 
Fi 2 , F 2 \, F w y F 2 o representan velocidades de flujo. Observe que el sfmbolo con doble 
subindice Fy representa la velocidad de flujo desde el tanque i al tanque j. Despues, su¬ 
ponga que una segunda sustancia, llamada rastreador, se inyecta al compartimiento 1 a 
una velocidad 7(f) conocida. Supondremos que el rastreador esta perfectamente mezclado 
en ambos compartimientos en todo momento t. Si x(t) expresa la cantidad de rastreador 
que hay en el compartimiento 1 y y(t) es la cantidad correspondiente en el compartimien¬ 
to 2, entonces las concentraciones son c,(7) = x(t)/V l y c 2 (t ) = y(t)/V 2 , respectivamente. 
Se puede concluir que el modelo general de dos compartimientos es, 

dx 

— = -(^12 + FMt) + F n c 2 (t) + 7(0 
at 

dy (1) 

, — ^21 c l(0 0^21 + ^2o) c 2(0- 

at 

El modelo presentado en (1) mantiene un registro de la cantidad de rastreador que 
fluye entre los compartimientos. El material consiste en, digamos, un fluido y un ras¬ 
treador que se intercambian de manera continua. Presentamos a continuation un modelo 
que mantiene un registro del contenido de los compartimientos cada At unidades de 
tiempo y supone que el sistema cambia solamente en los tiempos At, 2At, nAt,... 
Desde luego, seleccionando un valor para At muy pequeno, podemos aproximar el caso 
continuo. 



Figura 7.17 Intercambio de 
material entre compartimientos 


H Modelos discretos compartimentales En la construccion de un modelo compar¬ 
timental de un sistema fisico, conceptualmente separamos el sistema en un numero dife- 
rente de pequenos componentes entre los cuales se transporta material. No es necesario 
que los compartimientos sean diferentes espacialmente, sino que se puedan distinguir 
con respecto a algiin criterio. A continuation se muestran algunos ejemplos: 

Lluvia acida (conteniendo estroncio 90, por ejemplo) esta depositada sobre pastizales. 
Los compartimientos pueden ser pastos, suelo, corrientes y basura. 

Al estudiar el flujo de energfa que fluye a traves de un ecosistema acuatico, podemos 
separar el sistema en fitoplancton, zooplancton, depredadores de plancton, algas mari¬ 
nas, pequenos carnfvoros, grandes carm'voros y organismos en descomposicion. 

Un rastreador se inyecta en el torrente sangufneo y se pierde en el cuerpo gracias al 
metabolismo de un organo en particular y por excretion. Los compartimientos apro- 
piados podrfan ser sangre arterial, sangre venosa, el organo en cuestion y la orina. 

Suponga que un sistema esta dividido en n compartimientos y que, despues de cada 
At unidades de tiempo, se intercambia el material entre los compartimientos. Se supon- 
dra que una fraction fija del contenido del compartimiento j se transfiere al comparti¬ 
miento i cada At unidades de tiempo, como se muestra en la figura 7.17. Este supuesto se 
conoce como hipotesis lineal controlada por donantes. 

Dejemos que los elementos x, de la matriz X de n X 1, 



(xi\ 


hi\ 

x = 

X 2 

, Y = 

yi 


\x n ) 


\y,J 


396 


CAPITULO Matrices 




























representen las cantidades de rastreador que hay en el compartimiento i. Decimos que X 
especifica el estado del sistema. La matriz Y de n X 1 es el estado del sistema At uni- 
dades de tiempo despues. Demostraremos que X y Y estan relacionados por la ecuacion 
matricial Y = TX, donde T es una matriz de n X n determinada mediante los coeficien- 
tes de transferencia t,-,-. Para encontrar T observe, por ejemplo, que 

y l = Ay + (cantidad de rastreador ingresando a 1) — (cantidad de rastreador abandonando 1) 
= x l + (t 12 x 2 + t 13 x 3 + • ■ • + r ln x„) - (t 21 + t 31 + • ■ ■ + r nl )x i 
= (1 - r 2l ~ r 31 -- T nl )x x + t 12 x 2 + • • ■ + T 1( ,X„. 


Si permitimos que r u = 1 — r 21 — t 31 — • • • — T nU entonces r u es justamente la fraction 
del contenido del compartimiento 1 que permanece en 1. 

A1 permitir que T H ~ 1 tenemos, en general. 


yi = r n x 1 

+ T 12 .r 2 + • 

tie'll 

/ y 3 \ 


( Tn 

Tn ■ 

' T] n \ 

( x x \ 

yi = t 2 \X\ 

+ t 22 x 2 + ■ 

TinXn 

yi 


t 21 

t 22 

' T 2n 

x 2 



0 







y n = J n\ X \ 

+ T n2 x 2 + ■ 

• + T nnX n 

KyJ 


V T nl 

Tnl • 

■ T nn ) 

\ X nl 


. (3) 


La ecuacion matricial (3) es la ecuacion deseada Y = TX. La matriz T = (t x „ se 
denomina matriz de transferencia. Observe que la suma de los elementos de cualquier 
columna, coeficientes de transferencia, es igual a 1. 

Modelos discretos compartimentales se muestran en los dos ejemplos siguientes. 


Ejemplo 1 Matriz de transferencia 

Las tres cajas de la figura 7.18 representan tres compartimientos. El contenido de cada 
compartimiento en el tiempo t se indica en cada caja. Los coeficientes de transferencia se 
muestran al lado de las flechas que conectan los compartimientos. 

a) Encuentre la matriz de transferencia T. 

b ) Suponga que At = I dia. Encuentre el estado del sistema Y un dfa despues. 

/kxa 

a) El estado del sistema en el tiempo t = 0 es X = 250 . 

V 80/ 

Recuerde que t« especifica la velocidad de transferencia del compartimiento j al i. De 
aqui tenemos que t 21 = 0.2, t 12 = 0.05, t 32 = 0.3, t 23 = 0, r 13 = 0.25 y t 31 = 0. A partir 
de estas cantidades podemos observar que la matriz T es 



Nota: Una matriz 
de transferencia es 
un ejemplo de matriz 
estocastica. Consulte 
el probLema 27 de los 
ejercicios 7.8. 



Figura 7.18 Compartimientos y 
coeficientes de transferencia del 
ejemplo 1 


/ — 0.05 0.25 \ 

T = 0.2 — 0 . 

\ 0 0.3 — / 


(4) 


Sin embargo, puesto que los elementos de las columnas deben sumar 1, podemos llenar 
los espacios en (4): 


/ 0.8 0.05 0.25 \ 

T = 0.2 0.65 0 

\ 0 0.3 0.75 / 


b) El estado del sistema un dfa despues es, por lo tanto, 


Y = TX 


/ 0.8 

0.05 

0.25 \ 

/iooX 

/112.5 

0.2 

0.65 

° 

250 = 

182.5 

\ o 

0.3 

0.75/ 

\ 80/ 

\ 135 


□ 
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Si X 0 expresa el estado inicial del sistema y X„ es el estado despues de n(At) unidades 
de tiempo, entonces 


X!=TX 0 , x 2 = tx„ X 3 = TX 2 ,..., X„ +1 = TX„. 

Ya que X 2 = T(TX 0 ) = T 2 X 0 , X 3 = T(T 2 X 0 ) = T 3 X 0 , 

tenemos en general que X„ = T"X 0 , n = 1,2,... (5) 

Por supuesto, pudimos haber utilizado el metodo que se mostro en la seccion 7.9 para 
calcular T"; sin embargo, con ayuda de una calculadora o un sistema asistido por compu- 
tadora resulta muy sencillo utilizar la formula recursiva X„ , , = TX„ permitiendo que 
n = 0 , 1 , ... 


Ejemplo 2 Estados de un ecosistema 


Se deposita estroncio 90 sobre los pastizales debido a la lluvia. Para estudiar como 
se transporta este material a traves del ecosistema, fragmentamos el sistema en 
los compartimientos que se muestran en la figura 7.19. Suponga que At = 1 mes y los 
coeficientes de transferencia (estimados de manera experimental) que se muestran en 
la figura se miden en fraccion/mes. (Ignoraremos que se pierde parte del estroncio 90 
debido a la disminucion de la radiactividad.) Suponga que la lluvia deposita el estron¬ 


cio 90 en los compartimientos por lo cual X 0 


/ 2 °\ 
60 
15 

W 


. (Las unidades deben ser gra- 


mos por hectarea.) Determine los estados del ecosistema para los siguientes 12 meses. 



Figura 7.19 


Ecosistema del ejemplo 2 


Solution A partir de los datos de la figura 7.19 podemos observar que la matriz de 
transferencia T es 


/ 0.85 0.01 0 0\ 

_ 0.05 0.98 0.2 0 

0.1 0 0.8 0 
\ 0 0.01 0 1 / 

Debemos calcular X b X 2 ,..., X 12 . El estado del ecosistema despues del primer mes es 


/ 0.85 

0.01 

0 

°\ 

/ 20\ 

/ 17 -6\ 

0.05 

0.98 

0.2 

0 

60 


62.8 

0.1 

0 

0.8 

0 

15 


14.0 

\ o 

0.01 

0 

1/ 

w 


\20.6 / 


Los estados restantes se calcularon con ayuda de un sistema asistido por computadora y la 
formula recursiva X„ +1 = TX„ donde n = 1, 2,..., 11, y se proporcionan en la tabla 7.1. 
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Tabla 7.1 


Mes 

Pastos 

Suelo 

Materia organica inerte 

Corrientes 

0 

20.00 

60.00 

15.00 

20.00 

1 

17.60 

62.80 

14.00 

20.60 

2 

15.59 

65.22 

12.96 

21.23 

3 

13.90 

67.29 

11.93 

21.88 

4 

12.49 

69.03 

10.93 

22.55 

5 

11.31 

70.46 

9.99 

23.24 

6 

10.32 

71.61 

9.13 

23.95 

7 

9.48 

72.52 

8.33 

24.66 

8 

8.79 

73.21 

7.61 

25.39 

9 

8.20 

73.71 

6.97 

26.12 

10 

7.71 

74.04 

6.40 

26.86 

11 

7.29 

74.22 

5.89 

27.60 

12 

6.94 

74.28 

5.44 

28.34 □ 


EJERCICIOS 7.16 Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-18. 


1. a) Utilice los datos del diagrama de compartimien- 
tos de la figura 7.20 para determinar la matriz de 
transferencia T apropiada y el estado inicial X 0 del 
sistema. 

b) Encuentre el estado del sistema despues de un dia y 
de dos di'as. 


c) Encuentre el estado de equilibrio X 



que 


satisface TX = X. [Sugerencia: ^Cual es el analogo 
de la sugerencia del inciso c ) del problema 1 ?] 


c) De un momento a otro el sistema alcanzara el estado 
de equilibrio 


X = ^ que satisface TX = X. CalculeX. 
rencia: x 1 + x 2 = 150.] 


[Suge- 


1 

0.2/dia 



90 


60 


0.4/dfa 



Figura 7.20 Compartimientos del problema 1 



Figura 7.21 Compartimientos del probLema 2 


2. a) Utilice los datos del diagrama de compartimien¬ 
tos de la figura 7.21 para determinar la matriz de 
transferencia apropiada T y el estado inicial X 0 del 
sistema. 

b) Calcule el estado del sistema despues de un dia y de 
dos dias. 


3. a) Utilice los datos del diagrama de compartimien¬ 
tos de la figura 7.22 para determinar la matriz de 
transferencia apropiada T y el estado inicial X 0 del 
sistema. 

b) Calcule el estado del sistema despues de un dia y de 
dos dras. 


7.16 Modelos discretos de compartimiento 
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c) Encuentre el estado de equilibrio X 
satisface TX = X. 


*i\ Problema de analisis 

x 2 I que 5 Caracterice el vector X de la parte c) de los problemas 1 
x 3 ) a 3 en terminos de uno de los conceptos principales de la 

seccion 7.8. 



0.3/dia 


100 


0 


0.5/dt'a 





X 


0.5/di'a 


0.4/dfa 


Figura 7.22 Compartimientos deL problema 3 


Tareas para el laboratorio de computo 

6 . Se utilizan radioisotopos (como el fosforo 32 y el carbo- 
no 14) para estudiar la transferencia de nutrientes en las 
cadenas alimenticias. La figura 7.24 es una representa¬ 
tion compartimental de una cadena alimenticia marina 
simple. Cien unidades (de microcuries, por ejemplo) de 
rastreador se disuelven en agua de un acuario que con- 
tiene una especie de fitoplancton y otra de zooplancton. 


4. Un campo ha quedado totalmente destrozado por efecto 
del fuego. Comenzaran a crecer primero dos tipos de 
vegetation, pastos y pequenos arbustos; sin embargo, 
los arbustos pequenos pueden ocupar solamente cierta 
area si estan precedidos por pastos. En la figura 7.23, el 
coeficiente de transferencia de 0.3 indica que, al final 
del verano, el 30% de lo que antes era terreno desocupa- 
do en el campo sera ocupado por pastos. 

a) Encuentre la matriz de transferencia T. 

H 

b) Suponga que X = 0 y que el area se mide en 

V o/ 

acres. 

Utilice la formula recursiva X„ + j = TX„, asf como 
una calculadora o un sistema asistido por compu- 
tadora para determinar el terreno que estara cubierto 
en cada uno de los siguientes seis anos. 


Figura 7.23 

Compartimientos 
del problema 4 



a) Encuentre la matriz de transferencia T y el estado 
inicial X 0 del sistema. 

b) En lugar de la formula recursiva, utilice X„ = T"X 0 , 
n = 1 , 2 ,..., 12 , para predecir el estado del sistema 
en las 12 horas siguientes. Use un sistema asistido 
por computadora y el comando para calcular po- 
tencias de matrices (en Mathematica es el coman¬ 
do MatrixPower[T, n]) para encontrar T 2 , T 3 , ..., 

rpl2 


0.06/hr 

(respiracion) 


1 

Fotoplancton 


0.06/hr 
(pastar) 


>//tto r 


0.02/hr 
(toma de rastreador disuelti 

0.01/hr 


Agua 


0.05/hr 

(excrecion) 


Zooplancton 


Figura 7.24 Cadena alimenticia marina deL problema 6 


EJERCICIOS DE REPASO DEL CAPITULO 7 Las respuestas a los problemas impares 

seleccionados comienzan en la pagina RESP-18. 


En los problemas del 1 al 20, llene los espacios en bianco o 
responda verdadero o falso. 


4. Si A = 


,entonces A 


1 . Una matriz A = (a ,-,) 4 x 3 tal que a tj = i + j esta dada por 


2. Si A es una matriz de 4 X 7 y B es de 7 X 3, entonces el 

tamano de AB es_. 

3. Si A = f ^ y B = (3 4), entonces AB =_y BA 


5. Si A y B son matrices no singulares de n X n, entonces 

A + B es necesariamente no singular._ 

6. Si A es una matriz no singular para la que AB = AC, 

entonces B = C._ 

7. Si A es una matriz de 3 X 3 tal que A = 5, entonces det 

G A ) = _ y det(—A r ) =_. 
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8. Si det A = 6 y det B = 2, entonces det AB 


-l _ 


9. Si A y B son matrices de n X n cuyos elementos corres- 
pondientes a la tercera columna son iguales, entonces 
det(A - B) =_. 

10. Suponga que A es una matriz de 3 X 3 tal que det A = 2. 

Si B = 10A y C = — B ', entonces det C =_. 

11. Sea A una matriz de n X n. Los valores propios de A 
son las soluciones diferentes de cero de det(A — XI) = 
0 ._ 

12. Un multiplo escalar diferente de cero de un vector pro- 

pio es tambien un vector propio correspondiente al mis- 
mo valor propio._ 

13. Un vector columna K de n X 1 con todos sus elementos 

iguales a cero nunca es un vector propio de una matriz A 
de n X n. _ 

14. Sea A una matriz de n X n con elementos reales. Si A 

es un valor propio complejo, entonces A es tambien un 
valor propio de A._ 

15. Una matriz Aden X n siempre tiene n vectores propios 
lineales independientes. 


16. La matriz aumentada 


escalonada reducida. 


24. a) Se dice que dos matrices A y B de n X n son an- 
tiintercambiables si AB = —BA. Demuestre que 
cada una de las matrices de giro de Pauli 

J 0 J y \i o J z VO -l, 

donde i 2 = — 1, son antiintercambiables entre si. 
Las matrices de giro de Pauli se utilizan en mecani- 
ca cuantica. 

b) Se dice que la matriz C = AB - BA es la intercam- 
biadora de las matrices A y B de n X n. Encuentre las 
matrices intercambiables de cr x y u y ,a y ya z ,ycr z y cr x . 

En los problemas 25 y 26, resuelva el sistema dado mediante el 
metodo de eliminacion de Gauss-Jordan. 


25. 


26. 



/I 

1 

1 

2 \ 

27. 

b 

1 

0 

3 esta en forma 


\0 

0 

0 

0/ 



27. Sin expandir, demuestre que — — — 


17. Si una matriz A de 3 X 3 es diagonalizable, entonces tiene 

tres vectores propios lineales independientes._ 

18. Las unicas matrices diagonalizables ortogonalmente son 

las matrices simetricas._ 


28. Demuestre que 


x 

1 

4 

9 


x 

1 

2 

3 


1 

1 

c 

ab 


= 0 . 


= 0 es la ecuacion de 


una parabola que pasa por los tres puntos (1,2), (2, 3) y 
(3, 5). 


19. La matriz A 



^ es ortogonal puesto que sus 


columnas son vectores ortogonales. 


20. Los valores propios de una matriz simetrica con elemen¬ 
tos reales son siempre numeros reales._ 

21. Una matriz B de « X n es simetrica si B r = B, y una 
matriz C de n X n es oblicua-simetrica si C T = — C. 
Observando la identidad 2A = A + A r + A — A T , de¬ 
muestre que cualquier matriz A de n X n puede escribir- 
se como la suma de una matriz simetrica y una matriz 
oblicua-simetrica. 


22. Demuestre que no existe una matriz de 2 X 2 con ele- 

, ( 0 1 

mentos reales tales que A = 

4 \1 0 

23. Se dice que una matriz A de n X n es nilpotente si, para 
un entero positivo n. A" = 0. 

a) Determine una matriz nilpotente de 2 X 2, A 0. 

b) Demuestre que una matriz nilpotente es necesaria- 
mente singular. 


En los problemas 29 y 30, evalue, por inspeccion, el determi- 
nante de la matriz dada. 

/4 0 0 0 0 0\ 

0-20 000 

0 0 3 0 0 0 

29. 

0 00-100 

0 0 0 0 2 0 

\0 0 0 0 0 5/ 

/ —3 0 0 0\ 

4 6 0 0 

30. 

13 9 0 
\ 6 4 2 1/ 

En los problemas 31 y 32, sin resolverlos, defina si los sistemas 
homogeneos dados tienen solamente la solucion trivial o si 
tienen un numero infinito de soluciones. 

31. x 1 — x 2 + x 3 = 0 32. X\ x 2 ~ x 3 = 0 

5.^! + x 2 — x 3 = 0 5Xi + x 2 — x 2 = 0 

x l + 2x 2 + x 3 = 0 x t + 2x 2 + x 3 = 0 
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En los problemas 33 y 34, realice el balanceo de la ecuacion 
quimica dada. 


En los problemas 41a 46, determine los valores propios y los 
vectores propios correspondientes de la matriz dada. 


33. I 2 + HN0 3 -> HIO, + NO, + H 2 0 

34. Ca + H3PO4 —> Ca 3 P 2 0 8 + H 2 

En los problemas 35 y 36, resuelva el sistema dado mediante la 
regia de Cramer. 

35. X\ + 2x 2 — 3x 3 = —2 36. x, + x 3 = 4 

2x x — 4x 2 + 3x 3 = 0 2x| + 3x 2 + 4x 3 = 5 

4x 2 + 6x 3 = 5 x l + 4x 2 + 5x 3 = 0 

37. Utilice la regia de Cramer para despejar x y y en el sistema 

X = x cos 6 + y sen 0 
Y = — x sen 6 + y cos d> 

38. a) Establezca el sistema de ecuaciones para encontrar 

las corrientes que circulan en las ramas de la red que 
se muestra en la figura 7.25. 


'h 
Ri 


Figura 7.25 Red del problema 38 

b) Use la regia de Cramer para demostrar que 


*2 

Ri 


‘3 

r 2 


41. 


1 2 

4 3 



42. 


44. 




/0 0 0 \ 

46. 0 0 1 

\2 2 1 / 


47. Determine los valores de la primera columna de tal ma- 
nera que la matriz resulte ortogonal: 





1 

V2 

0 


1 

V2 



48. Considere la matriz simetrica A 


/ 1 0 - 2 \ 
0 0 0 
\—2 0 4/ 


a ) Determine las matrices P y P 1 que diagonalicen 
ortogonalmente a la matriz A. 

b) Determine la matriz diagonal D realizando la multi- 
plicacion P~'AP. 



39. Resuelva el sistema 


2xj + 3 x 2 — x 3 = 6 
x t — 2 x 2 = —3 

—2xj + x 3 = 9 

escribiendolo como una ecuacion matricial y calculando 
la inversa de la matriz de coeficientes. 


40. Utilice la inversa de la matriz A para resolver el sistema 
AX = B, donde 


(' 2 

2 3 0 

Vo 1 2) 


y el vector B esta dado por a ) 


y b) 



49. Identifique la seccion conicax 2 + 3xy + y 2 = 1. 

50. Considere los datos de poblacion siguientes: 

Ano 1890 1900 1910 1920 1930 

Poblacion (en millones) 63 76 92 106 123 

La poblacion real en 1940 era de 132 millones de perso¬ 
nas. Compare dicha cantidad con la poblacion pronosti- 
cada a partir de la Hnea de los minimos cuadrados de los 
datos proporcionados. 

(\0 

En los problemas 51 y 52, utilice la matriz A = I 

codificar el mensaje dado. Use la correspondencia de 
seccion 7.13. 

51. SATELLITE LAUNCHED ON FRI 

52. SEC AGNT ARRVS TUES AM 



(1) de la 
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0 1 0 


En los problemas 53 y 54, utilice la matriz A 



para determinar el mensaje dado. Use la correspondencia (1) 
de la section 7.13. 


/ 19 

0 

15 

14 

0 

20 

53. B = 35 

10 

27 

53 

1 

54 

V 5 

15 

-3 

48 

2 

39 


5 2 21 \ 

27 17 40 

21 13 -2/ 


55. Descifre los mensajes siguientes utilizando el codigo de 
verification de paridad. 

a) (1100 11 ) 

b) (01101110) 

56. Descifre la palabra (1 0 0 1) utilizando el codigo de 
Hamming (7, 4). 
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Sistemas de ecuaciones diferenciales lineales 
Sistemas de ecuaciones diferenciales no lineales 
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Sistemas de ecuaciones 
diferenciales lineales 


Estructura del capi'tulo 


8.1 

Teoria preLiminar 

''N 

8.2 

Sistemas LineaLes homogeneos 


8.3 

8.2.1 VaLores propios reaLes distintos 

8.2.2 VaLores propios repetidos 

8.2.3 VaLores propios compLejos 

SoLucion mediante diagonaLizacion 


8.4 

Sistemas LineaLes no homogeneos 


8.5 

8.4.1 Coeficientes indeterminados 

8.4.2 Variacion de parametros 

8.4.3 DiagonaLizacion 

Matriz exponenciaL 



Ejercicios de repaso deL capituLo 8 

_ J 


En La seccion 2.9 estudiamos por primera vez en este libro Los 
sistemas de ecuaciones diferenciaLes, y en Las secciones 3.11 y 4.6 
pudimos resoLver aLgunos de estos sistemas. En eL presente capi- 
tuLo vamos a concentrarnos unicamente en sistemas de ecuaciones 
diferenciaLes LineaLes de primer orden. Mientras La mayor parte de Los 
sistemas considerados pudieron resoLverse por medio de eLiminacion 
(seccion 3.11) o de La transformada de LapLace (seccion 4.6), aqui 
vamos a desarrolLar una teoria generaL para este tipo de sistemas y, 
para eL caso de sistemas con coeficientes constantes, un metodo de 
soLucion que utiLiza aLgunos conceptos basicos deL aLgebra de matri¬ 
ces. Advertiremos que esta teoria generaL y eL procedimiento de soLu¬ 
cion son simiLares a Los de ecuaciones diferenciaLes LineaLes de orden 
superior que se estudiaron en Las secciones 3.3 a La 3.5. EL materiaL 
tambien resuLta fundamentaL para efectuar eL analisis de sistemas de 
ecuaciones no LineaLes de primer orden (capituLo 9). 
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Teona preliminar 


La notation y las propiedades matriciales se utilizaran ampliamente en este capftulo. 
El estudiante debera revisar el capftulo 7 en caso de que no este familiarizado con estos 
conceptos. 

I Introduction Recuerde que en la section 3.11 ilustramos como resolver sistemas 
de n ecuaciones diferenciales en n incognitas de la forma 

P n(P)X\ + P l2 (D)x 2 + • • • + P \ n (D)x n = b\(t) 

P 2 \(P)Xi + P 22 (D)x 2 + • • • + P 2n (D)x n = b 2 (t) 


P„i(D) x \ + P n2 (P>)x 2 + • • • + P nn (D)x n = b n (t). 


donde Py eran polinomios de diferentes grados del operador diferencial D. En este capf¬ 
tulo concentraremos nuestro estudio en las ecuaciones diferenciales de primer orden que 
representan casos especiales de sistemas que tienen la formulation normal 


dx x 

dt 


g l {t,x l ,x 2 , ...,x n ) 


dx 2 

dt 


g 2 (t, x u x 2 , x„) 


( 2 ) 


dx n 

dt 


g n (t,x l? x 2 , ...,x n ). 


Un sistema de n ecuaciones de primer orden tal como (2) se denomina sistema de pri¬ 
mer orden. 


I Sistemas lineales Cuando cada una de las funciones g u g 2 , g„ incluidas en 
(2) es lineal en las variables independientes x h x 2 ,, x n , obtenemos la forma normal 
de un sistema de primer orden de las ecuaciones lineales: 


dx\ 








~dt " 

= a n {t)x i 

+ 

a n (t)x 2 

+ 

+ 

a hlf) x n 

+ /i(0 

dx 2 








dt 

= a 2l (t)x i 

+ 

^22(0^2 

+ 

+ 

a 2n (t)x n 

+ flit) 

dx n 








dt 

= a nX {t)x i 

+ 

a, ,2(0*2 

+ 

+ 

a„„{t)x n 

+ Lit). 


A un sistema de la forma presentada en (3) le llamamos simplemente sistema lineal. 
Asumimos que tanto los coeficientes aJt) como las funciones f(t) son continuos en un 
intervalo comun I. Cuando/•(?) = 0, i = 1, 2, ..., n, se dice que el sistema lineal es 
homogeneo; de lo contrario sera no homogeneo. 


■ Forma matricial de un sistema lineal Si X, A (?) y F(f) denotan las matrices res- 
pectivas 


fxiit)\ 


/ a n {t) a l2 (t) ■ 

' Ob,it) \ 


(m\ 

X 2 it) 

, A (?) = 

a 2 i(f) a 22 (f) ■ 

■ a 2 „it) 

. m = 

fiit) 

\x„it)/ 


\a„i(/) fl„ 2 (f) ■ 

• a«n{t) / 


\fnit)/ 
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entonces el sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden (3) se puede escribir 
como 


/*l\ 


(a n (t) a 12 (t) ■ 

' a in(t) \ 

( x A 


(m \ 

*2 

= 

a 2\(t) a 22 (0 

a 2nif) 

X 2 

+ 

fiit) 

\ X n) 


V a n 2 {t) • 

• ajt)) 

\ X J 


[ml 


o simplemente X' = AX + F. (4) 

Si el sistema es homogeneo, su forma matricial es entonces 

X' = AX. (5) 


Ejemplo 1 Sistemas escritos en notacion matricial 


a) Si X = ( J, entonces la forma matricial del sistema homogeneo 


dx 

dt 


= 3x + 4y 


dy 

~dt = ~ >X ~ 


es X' = 


3 4 
5 -7 


X. 


b) Si X = | y |, entonces la forma matricial del sistema no homogeneo 

kZj 


dx 

dt 

dy 

dt 

dz 

dt 


6 x + y + z + t 
8x + ly - z + 10r 
2x + 9y — z + 6t 


es 




□ 



Desde luego, un vector solucionde (4) es equivalente an ecuaciones escalaresx, = 4>\(i), 
x 2 = 4 > 2 (t)’ ■ ■ ■, tc„ = 4> n (t), y se puede interpretar de manera geometrica como un 
sistema de ecuaciones parametricas de una curva espacial. En los casos n = 2 y n = 3, 
las ecuaciones x x = 4>\(t ), x 2 = </> 2 (0^ y x^ = x 2 = 4> 2 (t), x 3 = <fi 3 (t) representan 

curvas en los espacios bidimensional y tridimensional, respectivamente. Solemos deno- 
minar a tal curva solucion como trayectoria. El piano tambien se denomina piano de 
fase. Ilustraremos estos conceptos en la seccion siguiente, asf como en el capitulo 9. 
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Ejemplo 2 Verificacion de soluciones 

Compruebe que en el intervalo (— 00 , 00 ) 


X! 




son soluciones de 




Solution A partir de X' 


-2e- 2t \ 

2e~ 2t ) 


y 


x 2 ' 


/ 18e 6 '\ 

V30e 6 7 


vemos que 


y 


AX! 

ax 2 



( e~ 2 ' - 3e~ 2 '\ _ /- 2e- 2, \ 
\5e~ 2 ' - 3e 2 ') ~ V 2^ 2 7 


= x; 


3e 6 ' + 15e 6, \ _ /l8e 6 '\ _ 
15e 6f + 15e 6 '/ ~~ \30e 6 7 ~~ 2 


(6) 


□ 


Gran parte de la teorfa de sistemas de n ecuaciones diferenciales lineales de primer 
orden es similar a la de las ecuaciones diferenciales lineales de n-esimo orden. 


■ Problema de valor initial Si t 0 denota un punto en un intervalo / y 





hi\ 

X(fo) = 

x 2 {t 0 ) 

y x 0 = 

yi 


V X n(to) / 


\y,J 


donde y h 1=1, 2, n son las constantes dadas. Entonces el problema 
Resolver: X’ = A (t)X + F (t) 

Sujeto a: X(t 0 ) = X 0 

es un problema de valor inicial en el intervalo. 


TEOREMA 8.1 


Existencia de una solucion unica 




Sean las entradas de las matrices A(f) y F(t) funciones continuas en un intervalo 
cornun I que contienen el punto t 0 . Por lo tanto, existe una solucion unica para el 
problema de valor inicial (7) en el intervalo. 

___ J 


M Sistemas homogeneos En las siguientes definiciones y teoremas nos enfocaremos 
solo en los sistemas homogeneos. Aunque no se indique, siempre asumiremos que a it y f 
son funciones continuas de t en algiin intervalo cornun I. 


■ Principio de superposicion El siguiente resultado es un principio de superposi- 
cion para soluciones de sistemas lineales. 


TEOREMA 8.2 


Principio de superposicion 


SeaX b X 2 , ..., X k un conjunto de vcctores solucion del sistema homogeneo (5) 
en un intervalo I. Entonces, la combinacion lineal 


donde c h 1=1, 2, 
intervalo. 


X — CiX t + c 2 X 2 + ■ ■ ■ + c k X k , 

k son constantes arbitrarias, es tambien una solucion en el 
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Del teorema 8.2 se desprende que una constante multiple de cualquier vector solucion de 
un sistema homogeneo de ecuaciones diferenciales lineales de primer orden es tambien 
una solucion. 


Ejemplo 3 Uso deL prinripio de superposicion 

Compruebe que los dos vectores 


X, = 

son soluciones del sistema 


cos t 

-|cos t + k sen t 


■ cos t 


X = 


sen t 


X, = 



Mediante el principio de superposicion, la combinacion lineal 



/ cos t \ 


°\ 

1 

X = c l X l + c 2 X 2 = cA 

—^cos t + jsen t 

1 + ° 2 | 



\ — cos t — sen t ) 


KoJ 


es otra solucion del sistema. 


( 8 ) 


□ 


■ Dependenda Lineal e independence lineal Estamos interesados principalmente 
en las soluciones del sistema homogeneo (5) que sean linealmente independientes. 


DEFINICION 8.2 


Dependenda Lineal e independenda 
Lineal 


Sea X 1; X 2 , ..., X* un sistema de vectores solucion del sistema homogeneo (5) en 
un intervalo I. Decimos que este conjunto es linealmente dependiente en el inter- 
valo si existen constantes c b c 2 , ..., c k , que no son todas cero, de tal forma que 

CjXj + c 2 X 2 + ■ ■ • + Cj-Xj. = 0 


para toda t en el intervalo. Si el conjunto de vectores no es linealmente dependiente 
en el intervalo, se dice que es linealmente independiente. 


El caso k = 2 tiene que aclararse; dos vectores solucion X, y X 2 son linealmente de- 
pendientes si uno es un multiplo constante del otro, y viceversa. Para k > 2, un conjunto 
de vectores solucion es linealmente dependiente si podemos expresar al menos un vector 
solucion como una combinacion lineal de los vectores restantes. 


■ Wronskiano En una consideration previa relacionada con la teorfa de una sola ecua- 
cion diferencial ordinaria, pudimos introducir el concepto del determinante wronskiano 
como una prueba de la independencia lineal. Establecemos el teorema siguiente sin probarlo. 


TEOREMA 8.3 


Criterio para soluciones Linealmente 
independientes 


Sean 



( 


( XU \ 


( *i,A 

X, = 

*21 

, x 2 = 

*22 

, x„ = 

*2 n 


\ X nlJ 


\*,,2 / 


\ X nn J 


« vectores solucion del sistema homogeneo (5) en un intervalo I. Entonces el sistema 
de vectores solucion es linealmente independiente en I si, y solo si, el wronskiano 

(continua) 
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{continuation) 


MX,, X 2 , X„) = 

para toda t incluida en el intervalo. 


*11 *12 
*21 *22 


*1 n 

* 9 „ 


A 0 


(9) 


Es posible demostrar que si X 1( X 2 , ..., X„ son vectores solucion de (5), entonces 
para toda t en /. bien MX,, X 2 , ..., X„) # 0 o MX,, X 2 , ..., X„) = 0. Por lo tanto, si 
podemos demostrar que W A 0 para alguna t 0 en I, entonces W 0 para toda t, de mane- 
ra que el conjunto de soluciones es linealmente independiente en el intervalo. 

Observe que, a diferencia de la definicion del wronskiano dada en la seccion 3.1, aquf 
la definicion del determinante (9) no requiere diferenciacion. 


Ejemplo4 Soluciones linealmente independientes 

( l\ _ 2( f3\ 

En el ejemplo 2 vimos que X, = I le y X 2 = I le son soluciones del sistema (6). 

Resulta evidente que X, y X 2 son linealmente independientes en el intervalo (—oo, oo) ya 
que ningun vector es un multiplo constante del otro. Ademas, tenemos 


MX„ X 2 ) = 

para todos los valores reales de t. 


3e 6 ' 

5e 6 ' 


8e 4f ¥= 0 


□ 


DEFINICION 


8.3 


Conjunto fundamental de soluciones 


A 


Todo conjunto X,, X 2 , ..., X„ de n vectores solucion linealmente independientes 
del sistema homogeneo (5) en un intervalo I se denomina conjunto fundamental 
de soluciones en el intervalo. 


TEOREMA 


8.4 


Existencia de un conjunto 
fundamental 


A 


Existe un conjunto fundamental de soluciones para el sistema homogeneo (5) en un 
intervalo I. 

_ J 


Los dos teoremas siguientes son los equivalentes del sistema lineal examinado en los 
teoremas 3.5 y 3.6. 


TEOREMA 8.5 


Solucion general: sistemas 
homogeneos 


Sea X ls X 2 ,..., X„ un conjunto fundamental de soluciones del sistema homogeneo 
(5) en un intervalo 7. Por lo tanto, la solucion general del sistema en el intervalo es 

X = CjX, + c 2 X 2 + • ■ ■ + c„X„, 

donde c h i = 1 , 2 ,..., n son constantes arbitrarias. 


Ejemplo 5 Solucion general del sistema (6) 


A partir del ejemplo 2 sabemos que X! 




son soluciones de 


(6) linealmente independientes en (—oo, oo). Por lo tanto, X, y X 2 forman un conjunto 
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fundamental de soluciones en el intervalo. La solucion general del sistema en el intervalo 
es entonces 


X = Cl X, + c 2 X 2 = c/_ j V 2 ' + c 2 Qe 6 '. 


(10) □ 


Ejemplo 6 Solucion general del sistema (8) 

Los vectores 



( cos t \ 

I j 



H 

—^cos t + |sen t 

, x 2 . 

M 

'A 

>< 

II 


\ — cos t — sen t ) 

\ 

w 



sen t 

—|sen t — ^cos t 
— sen t + cos t 


son soluciones del sistema (8) en el ejemplo 3 (vea el problema 16 en los ejercicios 8.1). 
Ahora 


MX i, x 2 , x 3 ) 


cos t 0 

—icos t + |sen t e' 
— cos t — sen t 0 


sen t 

—|sen t — |cos t 
— sen t + cos t 


= e‘ AO 


para todos los valores reales de t. Concluimos que X h X 2 y X 3 forman un conjunto fun¬ 
damental de soluciones en (—oo, oo). Por lo tanto, en el intervalo, la solucion general del 
sistema es la combinacion lineal X = cX, + c 2 X 2 + c 3 X 3 , es decir, 


X = 


Cl 


cos t 
— ^cos t + 
— cos t — 


\ sen t 
sen t 



sen t 

—|sen t — |cos t 
— sen t + cos t 


□ 


I Sistemas no homogeneos Para los sistemas no homogeneos, una solucion par¬ 
ticular X p en un intervalo I es cualquier vector, libre de parametros arbitrarios, cuyos 
elementos son funciones que satisfacen el sistema (4). 


TEOREMA 8.6 


Solucion general: sistemas no 
homogeneos 


Sean X. una solucion dada del sistema no homogeneo (4) en un intervalo I, y 


X c — CjXj + c 2 X 2 + 


c„X„ 


denote la solucion general en el mismo intervalo del sistema homogeneo asociado 
(5). Luego, la solucion general del sistema no homogeneo en el intervalo es 


X = X, 


X,, 


La solucion general X c del sistema homogeneo (5) se denomina funcion com- 
plementaria del sistema no homogeneo (4). 


Ejemplo 7 

El vector X p 


Solucion general: sistema no homogeneo 

3 1 - 4 N 


- 5 1 + 6 


es una solucion particular del sistema no homogeneo 




12 1 - 11 


-3 


(ID 
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en el intervalo (—oo, oo). (Verifique esto.) La funcion complementaria de (11) en el mismo 

/I 3 n 

intervalo, o la solucion general de X = 
ejemplo 5 como X c = c, 

X = X c + X p = c, 


1 

-1 


le 2 ' + c- 


^ 3 JX, se estudio en la expresion (10) del 

le 6 '. Por lo tanto, en virtud del teorema 8.6 


+ C-, 


e b ' + 


3r - 4 
■ 5 1 + 6 


es la solucion general de (11) en (—oo, oo). 


EJERCICIOS 8.1 Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-18. 


En los problemas del 1 al 6, exprese el sistema lineal en forma 


matricial. 



dx 


dx 

dt 

3x — 5y 

2. — = 4x - ly 
dt 

dy _ 

4x + 8y 

dy , 


— = 5x 

dt 

dt 

dx 


dx 

3. — = 

— 3x + 4y — 9z 

4. — = x~y 

dt 

dt 

dy _ 

6x — y 

dy 


— = x + 2z 

dt 

dt 

dz 


dz 


IOjt + 4y + 3z 

—= —x + z 

dt 

dx 

dt 


5. — = x~y + z + t— 1 
dt 

dy 

— = 2x + y — z ~ 3t 2 
dt 


dz 

dt 

dx 


— x + y + z + f 2 — ? + 2 


En los problemas del 11 al 16, compruebe que el vector X es 
una solucion del sistema dado. 


dx 

11. — = 3x - 4v 
dt 


dy 

— = 4x - ly\ X = 
dt 


6. — = —3x + 4y + e ' sen 2 1 
dt 

dy 

— = 5v + 9z + 4<? ' cos 2 1 
dt 

dz . 

— = y + bz ~ e 
dt • 

En los problemas del 7 al 10, escriba el sistema dado sin el uso 
de matrices. 



16. X' = 


sen t 

1 sen t — \ cos t 


—sen t + cos t 


En los problemas del 17 al 20, los vectores dados son solucio- 
nes de un sistema X' = AX. Determine si los vectores forman 
un conjunto fundamental en (—oo, oo). 
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25. Demuestre que la solucion general de 


20. Xj = 



2 e , X, = 



En los problemas del 21 al 24, verifique si el vector X p es una 
solucion particular del sistema dado. 


dx 

21. — = x + 4y + 2? — 7 
dt 


= 3x + 2y -41- 18; X = 


+ 



/0 6 0 \ 

X' = 1 0 I X 

\1 1 0 / 

en el intervalo (— 00 , 00 ) es 



26. Demuestre que la solucion general de 



en el intervalo (— 00 , 00 ) es 

x - <■■(_, -I V2)' V ‘ + C2 (-1 + Vi)^ 2 ' 



I 


Sistemas lineales homogeneos 



Analizaremos solo 
sistemas lineales con 
coeficientes constantes. 


Introduction En el ejemplo 5 de la seccion 8.1, vimos que la solucion general del 


sistema homogeneo X' = 


1 3 

5 3 


X es X — cqX! -t- cq 


1 

-1 


e 21 + Ci 


e 6 '. 


le A i = 1,2, donde k t , k 2 , 


Puesto que ambos vectores solucion tienen la forma X, = | 

A 1; y A 2 son constantes, nos vemos impulsados a preguntar si siempre es posible encon- 
trar una solucion de la forma 


X = 


A.\ 

k 2 

\ K I 


e Xt = Ke x 


( 1 ) 


para el sistema general homogeneo de primer orden 

X' = AX, (2) 

donde la matriz de coeficientes A es una matriz de constantes de orden n X n. 


■ Valores propios y vectores propios Si (1) ha de ser un vector solucion del siste¬ 
ma, entonces X' = KAe Ar de manera que (2) se convierta en KAc a ' = AK<? a '. Despues de 
dividir e A ' y reordenar, obtenemos AK = AK o AK — AK = 0. Como K = IK, la ultima 
ecuacion es lo mismo que 


(A - AI)K = 0. 


(3) 
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La ecuacion matricial (3) es equivalente a las ecuaciones algebraicas simultaneas 


(ci\\ — A)/q 3" ^ 12^2 3" ' * * 3” 

^ 21^1 "b (#22 — A )&2 3 " ' ‘ * 3 " 


«iA = o 
= 0 


a n A + a n2 k 2 + ■ ■ ■ + (a nn - A )k n = 0. 

Por lo tanto, para encontrar una solution no trivial X de (2) debemos encontrar primero 
una solution no trivial del sistema citado; en otras palabras, primero tenemos que deter- 
minar un vector no trivial K que satisfaga (3). Pero con el fin de que (3) tenga soluciones 
distintas de la solution evidente k l = k 2 = ... = k n = 0, necesitamos tener 

det (A - AI) = 0. 


Esta ecuacion polinomial A se denomina ecuacion caracteristica de la matriz A; sus so¬ 
luciones son los valores propios de A. Una solution K 0 de (3) correspondiente a un 
valor propio A se denomina vector propio de A. Una solution del sistema homogeneo 
(2) es entonces X = Ke A '. 

En el siguiente analisis examinaremos tres casos: todos los valores propios son reales 
y distintos (es decir, no hay dos valores propios iguales), valores propios repetidos, y por 
ultimo, valores propios complejos. 


8.2.1 


Valores propios reales distintos 


Cuando la matriz A de orden n X n posee n valores propios reales distintos A b A 2 , ..., 
A„, entonces siempre se podra encontrar un sistema de n vectores propios linealmente 
independientes K b K 2 ,..., K„ y 


X, = K r 


X 2 = KV 


x„ = K„e A 


es un conjunto fundamental de soluciones de ( 2 ) en (—oc, oo). 


TEOREMA 8.7 


Solution general: sistemas 
homogeneos 




Sean A 1( A 2 ,..., A H n valores propios reales distintos de la matriz de coeficientes A 
del sistema homogeneo (2), y sean K b K 2 , ..., K„ los vectores propios correspon- 
dientes. Entonces, la solution general de (2) en el intervalo (— 00 , 00 ) esta dada por 

X = c 1 K 1 e Al ' + c 2 K 2 e A2f + + c„K„e v . 


Ejemplo 1 Valores propios distintos 


Resuelva 


dx 

dt 

dy 

dt 


2x + 3 y 
2x + y. 


(4) 


Solution Primero encontramos los valores propios y los vectores propios de la matriz 
de coeficientes. 

A partir de la ecuacion caracteristica 


det (A - AI) 



3 

1 - A 


= A 2 - 3A - 4 = (A + 1)(A 


4) = 0 


deducimos que los valores propios son A! = — 1 y A 2 = 4. 
Ahora para A [ = — 1, (3) es equivalente a 

3k l + 3 k 2 = 0 

2 ki + 2 k 2 = 0 . 
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X 



c) Grafica de y = -e~‘ + 2e 4 ' 


y __ 

4 - / 

2 " / 

0--x 

- 2-1 

- 5 - \ 

-6 - \ 

-8 

- 101 "...- 

0 2.5 5 7.5 10 12.5 15 

c ) Trayectoria definida por x = e~‘ + 3e 4t , 
y = -e~‘ + 2e 4t en el piano fase 

Figure 8.1 Una solucion 
particular de (5) produce tres 
curvas diferentes en tres distintos 
pianos coordenados 



Figure 8.2 Retrato de fase del 
sistema ( 4 ) 


Por lo tanto, k i = —k 2 . Cuando k 2 = — 1, el vector propio relacionado es 



Para A 2 = 4, tenemos —2 k x + 3 k 2 = 0 

2 — 3k 2 = 0 

de manera que k t = 3& 2 /2, y por lo tanto, con k 2 = 2, el vector propio correspondiente es 



Puesto que la matriz de coeficientes A es una matriz de 2 X 2, y como hemos encontrado 
dos soluciones linealmente independientes de (4), 



concluimos que la solucion general del sistema es 

X = c,X| + c 2 X 2 = c/_ jV' + c 2 Qe 4 '. (5) □ 

Con fines de repaso, se debe tener muy presente que una solucion de un sistema de 
ecuaciones diferenciales lineales de primer orden, cuando la expresamos en terminos 
matriciales, simplemente es una alternativa al metodo empleado en la seccion 3.11, es 
decir, listar las funciones individuales y las relaciones entre las constantes. Si sumamos 
los vectores incluidos en el lado derecho de (5) y despues igualamos los elementos con 
los correspondientes del vector de la izquierda, obtenemos la expresion mas conocida 

x = cqe - ' + 3c 2 e 4f , y = —cqe - ' + 2 c 2 e 4 '. 


Tal como fue senalado en la seccion 8.1, podemos interpretar estas ecuaciones como 
ecuaciones parametricas de una curva o trayectoria en el piano xy o piano de fase. 
Las tres graficas se muestran en la figura 8.1: x(t) en el piano tx, y(t) en el piano ty, y la 
trayectoria en el piano de fase correspondiente a la eleccion de constantes c, = c 2 = 1 
en la solucion. Un conjunto de trayectorias presentes en el piano de fase, como lo mues- 
tra la figura 8.2, es un retrato de fase del sistema lineal dado. Lo que en la figura 8.2 
parecen ser dos lineas negras, en realidad son cuatro medias lineas definidas de manera 
parametrica en el primero, segundo, tercero y cuarto cuadrantes mediante las soluciones 
X 2 , — X b —X 2 y X b respectivamente. Por ejemplo, las ecuaciones cartesianas y = §jc, 
x > 0, y y = — x, x > 0, de las medias lineas incluidas en el primero y cuarto cuadrantes 
se obtuvieron al eliminar el parametro t en las soluciones jc = 3e 4< , y = 2e 4 ', y x = e ', 
y = —e ', respectivamente. Ademas, cada vector propio se puede visualizar como un 


vector bidimensional tendido a lo largo de estas medias lineas. El vector propio Kt : 
2 ( 

descansa a lo largo de y = 2 x en el primer cuadrante y K, = I ^ I a lo largo de y 


3 


—x 


en el cuarto cuadrante; cada vector comienza en el origen con K 2 que termina en el punto 
(2, 3) y K| que termina en (1, — 1). 

El origen no solo es una solucion constante, x = 0, y = 0, para todo sistema lineal 
homogeneo 2 X 2 X' = AX sino que tambien es un punto importante en el estudio cua- 
litativo de tales sistemas. Si pensamos en terminos fisicos, las puntas de flecha marcadas 
en las trayectorias de la figura 8.2 indican la direccion en que se moveria una particula 
con coordenadas (x(t), y(t)) en una trayectoria en el tiempo t a medida que se presente 
un incremento en el tiempo. Observe que las puntas de flecha, salvo las de las medias 
lineas trazadas en el segundo y cuarto cuadrantes, indican que una particula se alejaria 
de su origen conforme aumentara el tiempo. Si imaginamos que el tiempo varia desde 
—oo hasta oo, entonces el analisis de la solucion x = cqe - ' + 3c 2 e 4 ', y = — C\e~' + 2c 2 e 4 ', 
Ci + 0, c 2 ¥= 0, muestra que una trayectoria, o particula movil, “comienza” por ser asin- 
totica en relacion con una de las medias lineas definidas mediante X, o —X! (ya que <? 4 ' 
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es insignificante para t —> — oo) y “termina” siendo asintotica respecto a una de las me- 
dias lfneas definidas por X 2 y — X 2 (puesto que e ' es insignificante para t —> oo). 

Dicho sea de paso, la figura 8.2 representa un retrato de fase que es caractenstico de 
todos los sistemas lineales homogeneos X' = AX de 2 X 2 con valores propios reales de 
signos opuestos. Vea el problema 17 en los ejercicios 8.2. Ademas, si los valores propios 
reales distintos tienen el mismo signo algebraico, los retratos de fase seran aquellos ca- 
racterfsticos de todos los sistemas lineales de 2 X 2 de este tipo; la unica diferencia serfa 
que las puntas de flecha indicarfan que una partlcula se aleja del origen en cualquier tra- 
yectoria conforme t—> oo cuando A, y A 2 son positivos, y que se acerca al origen en cual¬ 
quier trayectoria cuando tanto A! como A 2 son negativos. En consecuencia, resulta muy 
comun denominar al origen como repulsor en el caso A! > 0, A 2 > 0, y como atractor en 
el caso A j < 0, A 2 < 0. Vea el problema 18 en los ejercicios 8.2. En la figura 8.2, el origen 
no es ni un repulsor ni un atractor. La investigation sobre el caso restante, cuando A = 
0 sea un valor propio de un sistema lineal homogeneo de 2 X 2, se deja como ejercicio 
para el lector. Vea el problema 48 en los ejercicios 8.2. 


Ejemplo2 Valores propios distintos 

Resuelva — = — 4x + y + z 

x + 5y — z 


dx 

dt 

dy 

dt 

dz 

dt 


( 6 ) 


y ~ 3 z. 


Solution Mediante los cofactores del tercer renglon, encontramos 

-4 - A 1 1 

det (A - Al) = 1 5 - A -1 

0 1 -3 - A 


= -(A + 3)(A + 4)(A - 5) = 0, 


y, por lo tanto, los valores propios son A, = —3, A, = —4, A 3 = 5. 
Para A j = —3, la elimination de Gauss-Jordan produce 


(A + 3110) = 


1 

1 

1 

0\ ™ tre / 




I renglones / 

1 

8 

-1 

0 =* 

0 

1 

0 

0/ \ 


Por lo tanto, = & 3 y k 2 = 0. La altemativa k 3 = 1 produce un vector propio y el corres- 
pondiente vector solution 


X, = 



(7) 


Ki = 

De manera similar, para A 2 = — 4, 

'0 

v0 

implica que k l = 10A 3 y k 2 = — k 3 . Al elegir k 3 = 1, obtenemos un segundo vector propio 
y su vector solution 


l l 

0 \ entre 


1 renglones / 

9 -1 

0 =* 

1 1 

0/ \ 



Ko = 



X 7 = 



( 8 ) 


8.2 Sistemas lineales homogeneos 


417 









Por ultimo, cuando A 3 = 5, las matrices aumentadas 


(~ 9 

1 

1 


entre 

renglones 


0 

-1 

°\ 

1 

0 

-1 

0 

=► 

0 

1 

-8 

° 

\ 0 

1 

-8 

0/ 


^0 

0 

0 

0/ 


producen 


K 3 = 8 , X 3 = 



(9) 


La solucion general de (6) es una combinacion lineal de los vectores solucion dados 
en (7), (8) y (9): 


X =cj 0 \e 


C 2 


10 ' 

-1 I e 4 ' + c 3 1 8 I e 5t . 


□ 


I Uso de computadoras Los paquetes de computo como MATLAB, Mathematica, 
Maple y DERIVE pueden ahorramos mucho tiempo cuando se trata de encontrar valores 
propios y vectores propios de una matriz. Por ejemplo, para encontrar los valores propios 
y los vectores propios de la matriz de coeficientes dada en (6) mediante Mathematica, 
primero ingresamos la definition de matriz por renglones: 

m = {{-4,1,1},{1, 5, —1}, { 0,1, -3} }. 


Los comandos Eigenvalues[m] y Eigenvectors [m] dados en secuencia generan 
{-4,-3,5} y {{ 10,-1,1}, { 1,0,1}, { 1,8, 1} }, 


respectivamente. En Mathematica, los valores propios y los vectores propios tambien se 
pueden obtener al mismo tiempo mediante Eigensystem[m], 


8.2.2 


Valores propios repetidos 


Desde luego, no todos los n valores propios A b A 2 ,..., A„ de una matriz A de orden n X n 
deben ser diferentes, es decir, algunos de los valores propios pueden estar repetidos. 
Por ejemplo, puede advertirse facilmente que la ecuacion caracteristica de la matriz de 
coeficientes en el sistema 


X' = 



( 10 ) 


es (A + 3) 2 = 0, y por lo tanto A[ = A 2 = — 3 es una raiz de multiplicidad dos. Para este 
valor encontramos el vector propio linico 





de manera que X t 



( 11 ) 


es una solucion de (10). Pero como estamos interesados en formar la solucion general 
del sistema, debemos concentramos en encontrar una segunda solucion. 

En general, si m es un entero positivo y (A — A,)"' es un factor de la ecuacion carac¬ 
teristica pero (A — A|) mH no es un factor, entonces se dice que A, es un valor propio de 
multiplicidad m. Los tres ejemplos presentados a continuation ilustran los siguientes 
casos: 


i) Para ciertas matrices A de orden n X n puede ser posible encontrar m vectores pro¬ 
pios linealmente independientes K h K 2 ,..., K,„ correspondientes a un valor propio 
A j de multiplicidad m < n. En este caso, la solucion general del sistema contiene la 
combinacion lineal 


c 1 K 1 e Alt + c 2 K 2 e Al ' + • • • + c m K m e Alt . 
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ii) Si hay solo un vector propio correspondiente al valor propio A! de multiplicidad m, 
entonces siempre se pueden encontrar m soluciones linealmente independientes de 
la forma 

X, = K u e Al ' 

X 2 = K 21 fe A >' + K 22 e Al ' 

jfn — 1 — 2 

X m = K ml 7 777 e K '‘ + K m2 7 777 ^ + ‘ ‘ ’ + 

(m — 1 )! (m — 2)1 

donde K,-.- son vectores columna. 

I Valor propio de multiplicidad dos Iniciemos considerando los valores propios 
de multiplicidad dos. En el primer ejemplo ilustramos una matriz para la cual podemos 
encontrar dos vectores propios que corresponden a un valor propio doble. 


Ejemplo 3 Valores propios repetidos 


Resuelva X' 




X. 


Solution Si se amplfa la determinante en la ecuacion caracterfstica 


det (A - AI) 


1 - A -2 
-2 1 - A 

2 -2 


2 

-2 


= 0 


1 - A 


se produce — (A + 1) 2 (A — 5) = 0. Vemos que A : = A 2 = — 1 y A 3 = 5. 

Para A! = — 1, la eliminacion de Gauss-Jordan inmediatamente da como resultado 



El primer renglon de la ultima matriz comprende Aq — k 2 + & 3 = 0 o k { = k 2 — A 3 . Las 
elecciones k 2 = 1, k 3 = 0 y k 2 = 1, k 3 = 1 producen, a su vez, A, = I y A, = 0. Por lo 
tanto, dos vectores propios que corresponden a A! = — 1 son 


Ki = 




Puesto que ningun vector propio es multiplo constante del otro, hemos encontrado dos 
soluciones linealmente independientes, correspondientes al mismo valor propio 


Xi = 



X 2 = 



Por ultimo, para A 3 = 5, la reduccion 


(A + 5110) = 


4 

-2 

2 

0 \ entre / 




1 renglones / 

2 

-4 

-2 

0 =► 

2 

- 2 

-4 

0/ ' 


0 
1 

,0 0 
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implica k\ = k 3 y k 2 = ~k 3 . A1 elegir k 3 = 1 se tiene k 3 = 1, k 2 = — 1, y por lo tanto un 
tercer vector propio es 



Concluimos que la solucion general del sistema es 


(') (°\ I 

X = c^l Je ' + c^l Je 1 + c 3 



□ 


La matriz de coeficientes A dada en el ejemplo 3 es una clase especial de matriz cono- 
cida como matriz simetrica. Se dice que una matriz A de orden n X n es simetrica cuando 
su matriz transpuesta A r (donde las columnas y los renglones estan intercambiados) es la 
misma que A, es decir, si A T = A. Es posible demostrar que si en el sistema X' = AX la 
matriz A es simetrica y tiene elementos reales, entonces siempre podremos encontrar n 
vectores propios linealmente independientes K b K 2 ,..., K„, y la solucion general de tal 
sistema es como la presentada en el teorema 8.7. Tal como se ilustro en el ejemplo 3, este 
resultado tambien es valido cuando algunos de los valores propios estan repetidos. 


I Segunda solucion Ahora suponga que A! es un valor propio de multiplicidad dos y 
que solo hay un vector propio asociado con este valor. Se puede encontrar una segunda 
solucion expresada en la siguiente forma 

X 2 = K te x '‘ + Pe x, ‘, (12) 




AA 


( p i\ 

donde 

K = 

k 2 

y P = 

Pi 



\kn/ 


\p n j 


Para ver esto sustituimos (12) en el sistema X' = AX y simplificamos: 

(AK - A 1 K)fe Alt + (AP - A ; P - K)e x ' r = 0. 


puesto que esta ultima ecuacion es aplicable a todos los valores de t, debemos tener 



(A - A^K = 0 

(13) 

y 

(A - A^P = K. 

(14) 


La ecuacion (13) indica simplemente que K debe ser un vector propio de A asociado con 
A b Cuando resolvemos (13), encontramos una solucion X, = Ke A| '. Para encontrar la se¬ 
gunda solucion X 2 solo necesitamos resolver el sistema adicional (14) para el vector P. 


Ejemplo 4 Valores propios repetidos 

Encontrar la solucion general del sistema dado en (10). 


Solucion A partir de (11) sabemos que A! 

1 


Cuando identificamos K = 
que ahora debemos resolver 


yP = 


= — 3 y que una solucion 
|, con base en la expresion 



(14) encontramos 


(A + 3I)P = K o 


6/71 
2/71 


18/7 2 = 3 
6/7 2 = 1. 
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Puesto que este sistema evidentemente equivale a una ecuacion, tenemos un nurnero 
infinito de elecciones para p ] y p 2 . Por ejemplo, si elegimos p 1 = l obtenemos p 2 = 


No obstante, en aras de la simplicidad, elegiremos p l = \ de manera que p 2 = 0. Por lo 

(\\ 

tanto, P = I I. Asf que a partir de (12) encontramos 


X 9 = 


te 


Entonces la solucion general de (10) es 

X = Cl (l) g ^ + ° 2 

Si en la solucion del ejemplo 4 asignamos diferentes valores a Cx y c 2 , podremos tra- 
zar trayectorias del sistema dado en (10). En la figura 8.3 se muestra un retrato de fase de 
(10). Las soluciones Xj y — X, determinan dos semirrectas y = jx, x > 0 y y = jx, x < 0, 
respectivamente, las cuales se muestran en negro en la figura 8.3. Como el valor propio 
unico es negativo y e 3 ' —» 0 cuando t —¥ oo en cada trayectoria, tenemos que (x(t), y(t )) 
—¥ (0, 0) cuando f —> oo. Esto es porque las puntas de flecha de la figura 8.3 indican que 
una particula situada en cualquier trayectoria se mueve hacia el origen a medida que el 
tiempo aumenta y porque, en este caso, el origen es un atractor. Ademas, una particula 
movil ubicada en una trayectoria x = 3c l e~ 3 ' + c 2 (te~ 3 ' + y = c^ -3 ' + c 2 te^\ 

c 2 ¥= 0, se acerca tangencialmente (0, 0) a una de las medias lineas conforme t —> oo. En 
contraste, cuando el valor propio repetido es positivo, la situacion se invierte y el origen 
es un repulsor. Vea el problema 21 en los ejercicios 8.2. Parecida a la figura 8.2, la figura 
8.3 es caracterfstica de todos los sistemas lineales homogeneos de 2 X 2 X' = AX que 
tienen dos valores propios negativos repetidos. Vea el problema 32 en los ejercicios 8.2. 



H Valor propio de multiplicidad tres Cuando la matriz de coeficientes A tiene un 
solo vector propio asociado a un valor propio Aj de multiplicidad tres, podemos encon- 
trar una solucion de la forma (12) y una tercera solucion de la forma 

i 2 

X, = K — e Al ' + P te Xl ' + Qe Al ', 

3 2 




AA 


( p i\ 


( q x \ 

donde 

K = 

k 2 

, p = 

pi 

y Q = 

<h 



\k) 


\ p n ) 


\<ln) 


A1 sustituir (15) en el sistema X' = AX, encontramos que los vectores columna K, P y 
Q deben satisfacer 



(A - A,I)K = 0 

(16) 


(A - A X I)P = K 

(17) 

y 

(A - A X I)Q = P. 

(18) 


Por supuesto, las soluciones de (16) y (17) se pueden usar en la formacion de las solu¬ 
ciones X! y X 2 . 


Ejemplo 5 


Resolver X' 


Valores propios repetidos 

(2 1 6 \ 

= 0 2 5 X. 

\0 0 2 / 


y 



Figura 8.3 Retrato de fase 
del sistema (10) 
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Soludon La ecuacion caracteristica (A — 2) 3 = 0 muestra que A, = 2 es un valor propio 
de multipliddad tres. A1 resolver (A — 2I)K = 0 encontramos el vector propio unico 



Despues resolvemos en sucesion los sistemas (A — 2I)P = K y (A — 2I)Q = P y en¬ 
contramos que 



A partir de (12) y (15), vemos que la solution general del sistema es 


X = Cl 



S"' + 



+ c 3 




□ 


Comentarios 


Cuando un valor propio A! tiene multiplicidad m, entonces podemos encontrar m 
vectores propios linealmente independientes o el numero de vectores propios corres- 
pondientes es menor que m. Por lo tanto, los dos casos previstos en la pagina 418 no 
representan todas las posibilidades de que ocurra un valor propio repetido. Podria 
suceder, digamos, que una matriz de 5 X 5 tenga un valor propio de multiplicidad 5, y 
que existan tres vectores propios linealmente independientes correspondientes. Vea los 
problemas 31 y 49 en los ejercicios 8.2. 


8 . 2.3 


Valores propios complejos 


Si A| = a + pi y A 2 = a fii, /3 > 0, i 2 = — 1, son valores propios complejos de la 
matriz de coeficientes A, sin lugar a dudas podemos esperar que sus correspondientes 
vectores propios tambien tengan elementos complejos.* 

Por ejemplo, la ecuacion caracteristica del sistema 


dx 

— = 6x 
dt 


dy 

dt 


5x + 4y 


(19) 


es 


det (A — AI) 



A 2 - 10A + 29 = 0. 


A partir de la formula cuadratica encontramos que A : = 5 + 2i, A 2 = 5 — 2 i. 
Ahora para A! =5 + 2? debemos resolver 


(1 - 20*i “ k 2 = 0 


5ki - (1 + 2i)k 2 = 0. 


*Cuando la ecuacion caracteristica tiene coeficientes reales, los valores propios complejos siempre se pre- 
sentan en pares conjugados. 
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Como k 2 = (1 — 2i)k u * la election A, = 1 produce el siguiente vector propio y un vector 
solucion: 


Ki = 


1 


Xi = 


J - 2 i. 

De manera similar, para A 2 = 5 — 2 i tenemos 

1 


Kz = ! + 2i)’ Xz = 


1 - 2 i 


1 + 2 i 


,(5 + 2 i)t 


,(5-2 Or 


Mediante el wronskiano podemos comprobar que estos vectores solucion son linealmen- 
te independientes, y por lo tanto la solucion general de (19) es 


X = 


Cl 



,(5 + 2/)/ 



1 

1 + 2 i 


.(5-2 i)r 


( 20 ) 


Observe que los elementos de K 2 correspondientes a A 2 son los conjugados de los ele- 
mentos de K, correspondientes aAj. El conjugado de A, es, por supuesto, A 2 . Expresamos 
esto como A 2 = A t y K 2 = K,. Hemos ilustrado el siguiente resultado general. 


TEOREMA 8.8 


Soluciones correspondientes 
a un valor propio complejo 


Sea A la matriz de coeficientes que tiene elementos reales del sistema homogeneo 
(2), y sea K, un vector propio correspondiente al valor propio complejo A, = a + 
r/3, ay fi son reales. Entonces 




Kje A ‘ f 


son soluciones de (2). 


Es conveniente y relativamente facil escribir de nuevo una solucion como (20) en 
terminos de funciones reales. Con este fin utilizamos primero la formula de Euler para 
escribir 


e (5+2i)r _ e 5t £ 2ti _ g 5/(- cos 2 f 4- i sen 2 1) 
e (5-2i)f _ £ 5: e 2ti _ g5f ( - cos 2 f — i sen 2 1). 

Luego, despues de multiplicar los numeros complejos, recabar terminos y reemplazar 
c i + c 2 por C], y (c, — c 2 )i por C 2 , (20) se convierte en 


donde 


y 


X 2 


x = CA + c 2 x 2 , 


cos 2 1 — 


sen 2 1 


cos 2 1 + 


sen 2 1 


( 21 ) 


Ahora es importante darnos cuenta de que los dos vectores X, y X 2 presentados en (21) 
son en si mismos soluciones reales linealmente independientes. En consecuencia, igno- 
rar la relation entre Cj, C 2 y c ,, c 2 esta justificado, y podemos considerar C, y C 2 como 
completamente arbitrarios y reales. En otras palabras, la combinacion lineal (21) es una 
solucion general alternativa de (19). 


^Observe que la segunda ecuacion es simplemente la primera multiplicada por (1 + 2 1 ). 
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El proceso descrito se puede generalizar. Sea K, un vector propio de la matriz de coefi- 
cientes A (con elementos reales) correspondiente al valor propio complejo A, = a + i/3. 
Entonces los dos vectores solucion presentados en el teorema 8.8 se pueden expresar como 

K ie Al ' = K,e'V /3 ' = K ie “'(cos /3r + /sen /3t ) 

K ie Al ' = K^e-W = K ie “'(cos /Sr - /sen fit). 


Con base en el principio de superposicion, teorema 8.2, los siguientes vectores tambien 
son soluciones: 


Xj = (K 1 e Al ' + K ie Al ') = ^ (K, + Kj) e“'cos /3 / - ^(-K, + Kj)e“'sen/3r 
X 2 = ^(-K ie Alf + K ie Al ') = ^-(-K, + KJe“'cos f3t + ^ (K, + Kj)e“'sen fit. 
Para todo numero complejo z = a + ib, tanto —(z + z) = a como — z + z.) = b son 


numeros reales. Por lo tanto, los elementos incluidos en los vectores columna 
— (Kj + KJ y — ( — Kj + KJ son numeros reales. Al definir 

Bi = ~ (K; + Kj y B 2 =^(-Kj+KJ, (22) 

se llega al teorema siguiente. 



Las matrices Bj y B 2 dadas en (22) a menudo se representan mediante 

Bj = Re(KJ y B 2 = Im(KJ (24) 

puesto que estos vectores son, respectivamente, las partes reales e imaginarias del vector 
propio Kj. Por ejemplo, (21) se deduce de (23) con 



Bj=Re(Kj = Q y B 2 = Im(Kj = 


Ejemplo 6 Valores propios compLejos 

Resolver el problema de valor inicial 

X '=(-l 4)* X( °> 



Solucion Primero obtenemos los valores propios de 


det(A — Al) 


2 - A 8 
-1 -2 - A 


A 2 + 4 = 0. 


(25) 
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Los valores propios son A! = 2 i y A 2 = A[ = —2 i. Para A! el sistema 
( 2 - 20 * 1 + 8* 2 = 0 
-*, + (-2 - 20*2 = 0 

da *j = — (2 + 20*2- Si establecemos * 2 = — 1 obtenemos 


= 


2 + 2i 

-1 


+ i\ 


Ahora, con base en la expresion (24), formamos 


= Re(K,) = 


2 


B 2 = Tm(K,) = 


Puesto que a = 0, de (23) se deduce que la solucion general del sistema es 


X = c. 


cos 2 1 


sen 2 t 


+ c, 


cos 2 1 + 


sen 2 1 


c 1 


2 cos 2t — 2 sen 2t 
— cos 2 1 


+ c 2 l 


2 cos 2t + 2 sen 2 1 
— sen 2f 


(26) 


Algunas graficas de las curvas o trayectorias defmidas por la solucion (26) del sistema 

( 2 \ 

se ilustran en el retrato de fase de la figura 8.4. Ahora la condicion inicial X(0) = 1 I, 

o, de manera similar, x(0) = 2 y y(0) = — 1 producen el sistema algebraico 2c t + 2 c 2 = 
2, — c 1 = — 1 cuya solucion es c 1 = 1, c 2 = 0. Por lo tanto, la solucion al problema es 


(2 cos 2t — 2 sen 2m 

X = .La trayectona especifica definida en forma parametrica 

V — cos 2 1 ) 

mediante la solucion particular x = 2 cos It — 2 sen 2f, y = — cos 2 1 es la curva negra 
de la figura 8.4. 

Observe que esta curva pasa por (2, — 1). 



Figura 8.4 Retrato de fase del 
sistema presentado en (26) 


EJERCICIOS 8.2 


Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-19. 


Valores propios reales distintos 

En los problemas del 1 al 12, encuentre la solucion general del 
sistema dado. 


dx 

1. — = x + 2v 
dt 


dy 

dt 


= 4x + 3y 


dx 

3. — = —4x + 2y 
dt 

dy 5 , 0 
Jt = -> x+2y 


5. X' 


10 


-12 


IX 


dx 

2. — = 2x + 2v 
dt 


dy 

dt 

dx 

dt 

dy 


= x + 3y 


4. — 


= -|x ■ 


2y 


dt 
6. X' = 


= lx - 2y 


-6 2 


IX 


dx 

dt 


7. — = x + y - z 


— — 2y 
dt 


dz 

dt 


9. X' = 


11. X' = 


1 1 
1 2 


dx 

8. — = 2x~ly 
dt 


dy 

-j- = 5x + lOv + 4z 
dt 


dz 

dt 


= 5v + 2 z 


1 0 1 


O' 


1 X 10. X’= 0 1 o x 


0 3 -L 


1 0 L 
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12. X' 


5 

-1 

0 


En los ejercicios 13 y 14, resuelva el PVI dado. 

0\ / 3 N 


13. X' = 


14. X' = 



X(0) = I 


X(0) = 



15. X' 


0.9 

2.1 

3.2 

0.7 

6.5 

4.2 

1.1 

1.7 

3.4 


16. X' 


17 . a ) 


- 2.8 


0 

5.1 

2 

1 

0 



0 \ 

3 

0 

0 

1/ 


X 


dx 

19. — = 3x 
dt 

dy 
dt 

21. X' = 


dx 

20. — = — 6x + 5 y 
dt 


= 9x-3 y 
1 3 


dy 


dx 

23. — = 3jc 
dt 


,X 

■3 5/ 

y-z 


dt 

22. X' = 
dx 


= — 5x + 4y 

12 -9 


24. — = 
dt 


4 Oy 
= 3x + 2y + 4z 


= x + y ■ 


dy 
dt 

dz x- 

7,- x ~ y + z 


d\ 

— = 2x +2 z 
dt 

dz 

— = 4x + 2y + 3z 
dt 



5 

-4 

°\ 

/ 

25. 

X = 1 

0 

2 X 26. 

X' = 


\0 

2 

5/ 

\ 


/I 

0 

°\ 

/ 

27. 

X' = 2 

2 

-1 X 28. 

H 


\o 

1 

0/ 

\ 



,0 0 4 / 

En los ejercicios 29 y 30, resuelva el problema de valor inicial 


Tareas para el laboratorio de computo 

En los problemas 15 y 16, utilice un CAS o un programa de 
computo de algebra lineal como apoyo para encontrar la solu¬ 
tion general del sistema dado. 


dado. 


f 2 

4 

\ 

(- 

29. 

X ' = ( 

v-1 

6 

) x , 

X(0) = ( 



(° 

0 


\ 

30. 

X'= | 

0 

1 

0 

X, X(0) = 



Vi 

0 

0 ) 


31. 

Demuestre 

que 

la matriz de 5 X 5 


(2 1 0 0 0 ) 


A = 


Use un programa de computo para obtener el retrato 
de fase del sistema dado en el problema 5. Si fuera 
posible, incluya las puntas de flecha como en la fi- 
gura 8.2. Tambien incluya cuatro medias lfneas en 
su retrato de fase. 

b) Obtenga las ecuaciones cartesianas de cada una de 
las cuatro medias lfneas incluidas en el inciso a). 

c) Trace los vectores propios en su retrato de fase del 
sistema. 

18. Encuentre los retratos de fase para los sistemas dados en 
los problemas 2 y 4. Para cada sistema, encuentre todas 
las trayectorias de media lfnea e incluya estas lfneas en 
su retrato de fase. 

Valores propios repetidos 

En los problemas del 19 al 28, encuentre la solucion general 
del sistema dado. 


0 2 0 0 0 

0 0 2 0 0 

0 0 0 2 1 

\o 0 0 0 2/ 

tiene un valor propio A! de multiplicidad 5. Demuestre 
que se pueden encontrar tres vectores propios lineal- 
mente independientes correspondientes a A t . 

Tareas para el laboratorio de computo 

32. Encuentre los retratos de fase para los problemas 20 y 
21. Para cada sistema, encuentre cualquier trayectoria de 
media lfnea e incluya estas lfneas en su retrato de fase. 

Valores propios complejos 

En los problemas del 33 al 44, encuentre la solucion general 
para el sistema dado. 


dx 

33. — = 6x — y 
dt 


34. — = 


dy 

dt 


= 5x + 2 y 


dx 

dt 

dy 

dt 


x + y 
= —2x — y 


dx 

35. — = 5x + v 
dt 

dy 

-=-2x + 3y 
dt 

- 5^ 


37. 

* 

1! 

/ C\ ^ 

— 4/ 

38. 

39. 

dx 


40. 


dy 

dt 

dz 

dt 


= ~z 


= y 


dx 

36. — = 4x + 5y 
dt 

dy 

— = — 2x + 6y 
dt 

T - 8 

1 - 3 

dx 

— = 2x + y + 2 
dt 

dy 

— = 3x + 6z 
dt 

dz 

— = —4x ~ 3 z 
dt 


X 
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1 

-1 




/ 

41. 

x = 

■ 

-1 

1 

0 

x 

42. 

H 




-1 

0 

l) 



\ 



( 

2 

5 




( 

43. 

X' = 


-5 

-6 

4 

x 

44. 

X' = 



\ 

0 

0 

2) 



V 



0 1 \ 

6 0 X 
0 4/ 

4 4\ 

-2 0 X 

0 - 2 / 


En los ejercicios 45 y 46, resuelva el problema de valor inicial 
dado. 


45. X' 

46. X' 

Tareas 



para el laboratorio de computo 


47. Encuentre los retratos de fase para los sistemas dados en 
los problemas 36, 37 y 38. 


48. Resuelva cada uno de los siguientes sistemas lineales. 


a) 

b) 


/ 

n i\ 

X' = 

X 

1 

vi 1) 


( 1 1 

X'=| 

v-i -1 


X. 


Encuentre un retrato de fase de cada sistema. ,;Cual es el 
significado geometrico de la lrnea y = — x en cada retrato? 


Problemas de analisis 

49. Considere la matriz de 5 X 5 dada en el problema 31. 
Resuelva el sistema X' = AX sin ayuda de metodos ma- 
triciales, pero exprese la solucion general mediante no- 
tacion matricial. Utilice la solucion general como base 
para su analisis sobre como se puede resolver el sistema 
con los metodos matriciales explicados en esta seccion. 
Desarrolle sus ideas. 

50. Obtenga una ecuacion cartesiana de la curva definida pa- 
rametricamente mediante la solucion del sistema lineal 
del ejemplo 6. Identifique la curva que atraviesa (2, — 1) 
en la figura 8.4. [Sugerencia: Calcule x 2 , y 2 y xy .] 


51. Examine sus retratos de fase del problema 47. ^En que 
condiciones el retrato de fase de un sistema lineal ho¬ 
mogeneo de 2 X 2 con valores propios complejos estara 
compuesto por una familia de curvas cerradas?, ^por 
una familia de espirales? ^En que condiciones el origen 
(0, 0) es un repulsor?, ^un atractor? 

52. El sistema de ecuaciones diferenciales lineales de se- 
gundo orden 

m { x'[ = -k x x x + k 2 {x 2 - x x ) 

m 2 x 2 = ~k 2 (x 2 — Xj) (27) 

describe el movimiento de dos sistemas acoplados re- 
sorte-masa (vea la figura 3.59). Ya hemos resuelto un 
caso especial de este sistema en las secciones 3.11 y 
4.6. En este problema describimos aun otro metodo para 
resolver el sistema. 

a ) Demuestre que (27) se puede expresar como la 
ecuacion matricial X" = AX, donde 

( k, + k 2 kA 



\ m 2 m 2 ) 

b) Si se asume que una solucion es de la forma X = 
Ke"", demuestre que X" = AX produce 

(A - AI)K = 0 donde A = or. 


c) Demuestre que si m l = 1, m 2 = 1, k\ = 3 y k 2 = 2, 
una solucion del sistema es 



d) Demuestre que la solucion del inciso c) puede escri- 
birse como 



8.3 Solucion mediante diagonalizacion 


I Introduction En esta seccion consideraremos un metodo altemativo para resolver un 
sistema homogeneo de ecuaciones diferenciales lineales de primer orden. Este metodo es 
aplicable a un sistema como X' = AX siempre que la matriz de coeficientes A sea diago- 
nalizable. 

I Sistemas acoplados Un sistema lineal homogeneo X' = AX, 


u\ 


( flu 

a \2 

a \n \ 


x 2 

= 

a 2 1 

a 22 

a 2n 

*2 

\Xn) 


\fl„i 

a n2 

®nn ! 

\x„J 
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en el cual cada x[ se expresa como una combinacion lineal de x u x 2 , ..., x n se dice que 
esta acoplado. Si la matriz de coeficientes A es diagonalizable, entonces el sistema se 
puede desacoplar en cada x[ unicamente en terminos de x t . 

Si la matriz A tiene n vectores propios linealmente independientes entonces, con 
base en el teorema 7.27, sabemos que podemos encontrar una matriz P tal que P 1 AP 
= D, donde D es una matriz diagonal. Si sustituimos X = PY en el sistema X' = AX, 
entonces 


PY' = APY o Y' = P APY 

La ultima ecuacion dada en (2) es lo mismo que 


Y' = DY. 


u\ 


/ Aj 0 o ■ 

■ o\ 

( y A 

y'i 


0 a 2 o ■ 

■ 0 

^2 

\y'n) 


\ 0 0 0- 

■ Kj 

\>’j 


( 2 ) 


( 3 ) 


Como D es diagonal, una inspeccion de (3) revela que este nuevo sistema no esta acopla¬ 
do: cada ecuacion diferencial presente en el sistema es de la format,' = A^y,-, i = 1,2,..., 
n. La solucion de cada una de esas ecuaciones lineales es y t = c i e A “', i = 1, 2,..., n. Por 
lo tanto, la solucion general de (3) se puede escribir como el vector columna 

/ c ' eK '\ 

Y = 


c 2 e 


( 4 ) 


\ c„e K ' J 


Puesto que ahora conocemos Y, y como la matriz P se puede construir a partir de los 
vectores propios de A, la solucion general del sistema original X' = AX se obtiene a 
partir de X = PY. 


Ejemplo 1 Desacoplamiento de un sistema Lineal 



/ 

-2 

-1 

Resolver X' = 


0 

-3 


V 

0 

-4 


8 \ 

8 X mediante diagonalizacion. 

9 / 


Solucion Comenzaremos por encontrar los valores propios y los correspondientes vec¬ 
tores propios de la matriz de coeficientes. 

A partir de (A — AI) = — (A + 2)(A — 1)(A — 5), obtenemos A! = — 2, A 2 = 1 y 
A 3 = 5. Ya que los valores propios son distintos, los vectores propios son linealmente 
independientes. Cuando se resuelve (A — A,I)K = 0 para i = 1, 2 y 3 se obtiene, respec- 
tivamente, 



Por lo tanto, una matriz que diagonaliza la matriz de coeficientes es 


P = 


/l 2 
0 2 
\0 1 



( 5 ) 


Los elementos en la diagonal principal de D son los valores propios de A correspondien¬ 
tes al orden en que aparecen los vectores propios en P: 


/ —2 0 
0 1 
V o o 
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Tal como ilustramos antes, la sustitucion de X = PY en X' = AX produce el sistema 
desacoplado Y' = DY. La solucion general de este ultimo sistema es inmediata: 

/ c i e ' 

Y = c 2 e' 

\c 3 e 5 ' 

Por lo tanto, la solucion del sistema dado es 

/l 2 l\ /Cje _2 '\ / C\e~ 2 ' + 2c 2 e' + c 3 e 5 '\ 

X = PY = 0 2 1 c 2 e‘ = 2c 2 e' + c 3 e 5 ' . (6) ; 

\0 1 1/W 5 ' / V c 2 e' + c 3 e 5 ' J 

Observe que (6) puede escribirse en la forma acostumbrada mediante la expresion de 
la ultima matriz como una suma de matrices columna: 



e' + c 



La solucion mediante diagonalizacion funcionara siempre a condicion de que poda- 
mos encontrar n vectores propios linealmente independientes de la matriz A de orden 
n X n; los valores propios de A pueden ser reales y distintos, complejos o repetidos. El 
metodo fracasa cuando A tiene valores repetidos y los n vectores propios linealmente 
independientes no se pueden encontrar. Desde luego, en esta ultima situation A no es 
diagonalizable. 

Puesto que hemos encontrado valores propios y vectores propios de A, este metodo 
equivale basicamente al procedimiento presentado en la seccion previa. 

En la seccion siguiente veremos que la diagonalizacion tambien se puede usar para 
resolver sistemas lineales no homogeneos del tipo X' = AX + F(f). 


EJERCICIOS 8.3 Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-19. 


En los problemas del 1 al 10, utilice la diagonalizacion para 
resolver el sistema dado. 


que describe el movimiento de un sistema acoplado re- 
sorte-masa. 


1. X' = 


3. X' = 


5. X' = 


7. X' = 



2. X' = 


4. X' = 


X 6. X' = 


X 8. X' = 



(7) 


m x x" i = -k^ + k 2 {x 2 - xj 
m 2 x" 2 = ~k 2 (x 2 - *0 

en tres formas diferentes (vea el ejemplo 4 en la seccion 
3.11, el problema 52 en los ejercicios 8.2, y el ejemplo 1 
en la seccion 4.6). En este problema se conduce al lector 
a traves de todos los pasos relacionados con la manera 
de resolver (7) mediante diagonalizacion. 

a) Exprese (7) en la forma MX" + KX = 0. donde 
X = ^ '^j. Identifique las matrices M y K de 2 X 2. 
Explique por que la matriz M tiene un inverso. 



(-3 

2 

2 n 

\ 

(0 

2 

°\ 

b) Exprese el sistema del inciso a) como 

9. X' = 

-6 

5 

2 

X 10. X' = 

2 

0 

2 X 

X" + BX = 0. (8) 


\ —7 

4 

4z 

/ 

\0 

2 

0/ 

Identifique la matriz B. 


11. En la figura 3.59 ilustramos como resolver un sistema 
de ecuaciones diferenciales lineales de segundo orden 


c) Resuelva el sistema (7) en el caso especial en que 
m, = 1, m 2 = 1, &i = 3 y k 2 = 2 mediante la resolu- 
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cion de (8) usando el metodo de diagonalizacion. En 
otras palabras, establezca X = PY, donde P es una 
matriz cuyas columnas son vectores propios de B. 


d) Demuestre que su solucion X del inciso c) es la 
misma que la dada en el inciso d) del problema 52 
en los ejercicios 8.2. 


Sistemas lineales no homogeneos 


I Introduction Los metodos de coeficientes indeterminados y de variacion de 
parametros que se utilizaron en el capitulo 3 para encontrar soluciones particulares de 
ecuaciones diferenciales ordinarias lineales no homogeneas pueden adaptarse a la reso¬ 
lution de sistemas lineales no homogeneos. De estos dos metodos, la variacion de para¬ 
metros es la tecnica mas eficaz. No obstante, hay casos donde el metodo de coeficientes 
indeterminados ofrece un medio rapido para encontrar una solucion particular. 

En la section 8.1, vimos que la solucion general de un sistema lineal no homogeneo 
X' = AX + F(r) en un intervalo I es X = X c + X p donde X c = c, X i + c 2 X 2 + ■ • • + c„X„ 
es la funcion complementaria o solucion general del sistema lineal homogeneo asociado 
X' = AX y X p es cualquier solucion particular del sistema no homogeneo. Acabamos de 
ver en la section 8.2 como obtener X c cuando A era una matriz de constantes de orden 
nX/i; ahora consideraremos tres metodos para obtener X ;l . 


8.4.1 


Coeficientes indeterminados 


Los supuestos Tal como vimos en la section 3.4, el metodo de coeficientes inde¬ 
terminados consiste en establecer conjeturas informadas acerca de la forma de un vector 
de solucion particular X p ; la conjetura esta basada en los tipos de funciones que com- 
prenden las entradas de la matriz columna F(r). No sorprende que la version matricial de 
coeficientes indeterminados sea solo aplicable a X' = AX + F(f) cuando los elementos 
de A son constantes y los de F (t) son constantes, polinomios, funciones exponenciales, 
senos y cosenos, o sumas finitas y productos de estas funciones. 


Ejemplo 1 Coeficientes indeterminados 

'-1 2 n 


Resolver el sistema X' = 


1 1 


X + 


en (-oo, oo). 


Solution Primero resolvemos el sistema homogeneo asociado 


X' = 


-1 2 

-1 1 


X. 


La ecuacion caracterfstica de la matriz de coeficientes A, 


det(A — AI) = 


1 - A 2 
-1 1 - A 


= A 2 + 1 = 0, 


produce los valores propios complejos A, = i y A 2 = A t = — i. Mediante los procedi- 
mientos de la section pasada, encontramos 


X c = c, 


cos t + sen t 
cos t 


+ c 2 


cos t — sen t 
— sen t 
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Como ahora F(f) es un vector constante, asumimos un vector solution particular cons¬ 
ul 


tante X p = 


bi 


. Si sustituimos este ultimo supuesto en el sistema original e igualamos 


los elementos obtenemos 


0 = — a { + 2b t — 8 
0 = ~ct\ + b 1 + 3. 

Cuando resolvemos este sistema algebraico obtenemos a l = 14 y b t = 11, y por lo tanto 

/ 14 \ 

la solution particular es X ;) = I I. La solution general del sistema original de ecuacio- 
nes diferenciales en el intervalo (—oo, oo) es entonces X = X c + X p o 


X = c, 


( cos t + sen t 
V cos t 


+ c 2 


f cos t — sen t 
— sen t 


+ 


□ 


Ejemplo 2 Coeficientes indeterminados 


Resolver el sistema X' = 


6 1 
4 3 


X + 


6 1 

-10? + 4 


en (-oo, oo). 


Solution Los valores propios y los correspondientes vectores propios del sistema ho- 


mogeneo asociado X' = 

T 


Ko 


6 1 
4 3 


X se encuentran como A! = 2, A 2 = 7, Kj = 


. Por lo tanto, la funcion complementaria es 
X c = c, 


e 2 ‘ + c 2 


Ahora, como F(t) se puede escribir como F(r) = 


1 

1 

6 

10 


. OV 

t + 1 4 J mtentaremos encontrar 


una solution particular del sistema que posea la misma forma: 

V + 




bi 


Al sustituir este ultimo supuesto en el sistema dado se tiene 


o bien 


6 1 
4 3 


t + 


+ 


6 

-10 


t + 


(6a 2 + b 2 + 6)f + fact ! + bi — a 2 
(4a 2 + 3 b 2 — 10) r + 4flj + 3 b { — b 2 + 4 J 


A partir de la ultima identidad, obtenemos cuatro ecuaciones algebraicas en cuatro in¬ 
cognitas 


6 a 2 + b 2 + 6 = 0 
4a 2 + 3 b 2 — 10 = 0 


6 + b { — a 2 


= 0 


4flj + 3 b { — b 2 + 4 = 0. 


Cuando resolvemos las dos primeras ecuaciones de manera simultanea se produce a 2 = — 2 
y b 2 = 6. Entonces sustituimos estos valores en las ultimas dos ecuaciones y resolvemos 
para y b { . Los resultados son a x = -y, b l = y. Por lo tanto, de aquf se deduce que un 
vector solution particular es 




-2 


t + 


8.4 Sistemas lineales no homogeneos 
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La solution general del sistema en (—oo, oo) es X = X c + X p o 


X = Cl ( _ l \ 2 ' + c 2 ( j je" + 


-2 


t + 


/_t\ 

i 

10 

\ T) 


Ejemplo 3 Forma de X p 

Determinar la forma de un vector solution particular X (J para el sistema 


dx 

dt 

dy 

dt 


= 5x + 3y — 2e ' + 1 
= —x + y + e~‘ — 5t + 7. 


Solution Ya que F (?) se puede escribir en terminos matriciales como 


0 \ \ 


f «=i ir + i- 5 j ,+ v7 

un supuesto natural para una solution particular serfa 


X„ = ( _ 3 )e ' + ( , 2 )f + ( b l ). 


□ 


Comentarios 


El metodo de coeficientes indeterminados para sistemas lineales no es tan sencillo como 
parecen indicar los ultimos tres ejercicios. En la section 3.4, la forma de una solution par¬ 
ticular y p se baso en el conocimiento previo de la funcion complementariay c . Esto mismo 
resulta ser el caso para la formation de X p . Sin embargo, hay todavfa mas dificultades; 
las reglas especiales que rigen la forma de y p en la section 4.4 no llevan completamente 
a la formation de X p . Por ejemplo, si F (t) es un vector constante como en el ejemplo 1 y 
A = 0 es un valor propio de multiplicidad uno, entonces X c contiene un vector constante. 
Segiin la “regia de la multiplication” dada en la pagina 131, por lo general intentarfamos 


encontrar una solution particular de la forma X„ = I It. Este no es el supuesto 


bi 


adecuado para sistemas lineales; debe ser X„ = 


t + 


bi 


I. Asimismo, en el ejem¬ 


plo 3, si reemplazamos e ' en YU) por e 2 ' (A = 2 es un valor propio), entonces la forma 
correcta del vector solution particular es 




te 2 ' + 


e 2 ' + 


t + 


Detendremos aqui el analisis de estas dificultades, y nos concentraremos en el metodo 
de variation de parametros. 
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Variacion de parametros 

I Matriz fundamental Si X h X 2 , ..., X„ es un conjunto fundamental de soluciones 
del sistema homogeneo X' = AX en un intervalo /, entonces su solucion general en el 
intervalo es la combinacion lineal X = c,X| + c 2 X 2 + • • • + c„X„, o 



( 


( Xn \ 


fx ln \ 


( C \X\\ + C 2 X\ 2 + ••• + C tr Ki n \ 


^21 


X 22 


x 2 n 


0*21 + C 2 X 22 + • • • + C lr X 2n 

Cl 


+ c 2 


+ ■■■ + c n 


= 



\x„i/ 


\x n2 J 


\ Xfm j 


\0*nl + C 2 X n2 + ■■■ + C, r X nn J 


La ultima matriz incluida en (1) se reconoce como el producto de una matriz de orden 
n X n y una matriz de n X 1. En otras palabras, la solucion general (1) se puede escribir 
como el producto 

X = O(0C, (2) 


8.4.2 


donde C es el vector columna n X 1 de constantes arbitrarias c u c 2 , c n , y la matriz 
de orden n X n, cuyas columnas consisten en los elementos de los vectores solucion del 
sistema X' = AX, 



( *n 

*12 • 

■ *1„ \ 

«f»(r) = 

*21 

*22 

• *2„ 


\*„1 

X„2 ■ 

Xnn J 


se denomina matriz fundamental del sistema en el intervalo. 

En el siguiente analisis, debemos usar dos propiedades de una matriz fundamental: 


• Una matriz fundamental <&(f) es no singular. 

Si d>(0 es una matriz fundamental del sistema X' = AX, entonces 

fc'tt = A<&(f). (3) 

Un nuevo analisis de la expresion (9) del teorema 8.3 muestra que Of/) es el mismo que 
el wronskiano W(X t , X 2 , ..., X„). Por lo tanto, la independencia lineal de las columnas 
de <t>(7) en el intervalo I garantiza que d>(/j ¥= 0 para toda t en el intervalo. Como es 
no singular, el inverso multiplicativo d> l (t) existe para toda t incluida en el intervalo. El 
resultado dado en (3) se deduce directamente del hecho de que toda columna de <3>(r) es 
un vector solucion de X' = AX. 


I Variacion de parametros De manera similar al procedimiento de la seccion 3.5, 
nos preguntamos si es posible reemplazar la matriz de constantes C en (21) por una ma¬ 
triz columna de funciones 


u(0 


/ «1 
U 2 {t) 

\ U n(t) / 


de manera que X p 


d>(r)U(f) 


(4) 


es una solucion particular del sistema no homogeneo 

X' = AX + F(f). (5) 

En virtud de la regia del producto, la derivada de la ultima expresion incluida en (4) es 

x; = 4»(0U'(0 + ^'(t)U(0. (6) 

Observe que en (6) el orden de los productos es muy importante. Como U(f) es una ma¬ 
triz columna, los productos U'(f)4>(f) y U(t)<I>'(0 no estan defmidos. Al sustituir (4) y 
(6) en (5) se tiene 

SKOU'O) + 4>'(f)U(r) = A4»(r)U(r) + F(r). (7) 
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Ahora, si utilizamos (3) para reemplazar O'(t), (7) se convierte en 

0(r)U'(f) + AO(r)U(t) = AO(f)U(r) + F (t) 


o O(f)U'(0 = F(r). (8) 

Cuando ambos lados de la ecuacion (8) se multiplican por O l (t) se tiene 

U'(0 = O _1 (r)F(0 y, por lo tanto, U(f) = 0 _1 (f)F(r) dt. 


Como X. = O(f)U(0, concluimos que una solucion particular de (5) es 


X„ = O(f) 


O _1 (0F(r) dt. 


(9) 


Para calcular la integral indefmida de la matriz columna O '(7)F(7) en (9), integramos 
cada elemento. Por lo tanto, la solucion general del sistema (5) es X = X c + X p o 


X = <&(r)C + O(r) 


a» _1 (0F(0 dt. 


( 10 ) 


Ejemplo 4 Variacion de parametros 

Encontrar la solucion general del sistema no homogeneo 



en el intervalo (—oo, oo). 

Solucion Primero resolvemos el sistema homogeneo 



La ecuacion caracterfstica de la matriz de coeficientes es 


(ID 


( 12 ) 


det (A - AI) 




= (A + 2)(A + 5) = 0, 


de manera que los valores propios son A j = —2 y A 2 = —5. Aplicando el metodo acos- 
tumbrado, encontramos que los vectores propios correspondientes a A, y A 2 son, respec- 
tivamente, 


1 

-2 


Los vectores solucion del sistema (11) son entonces 


Xr = 


e - 2 ' = 


X, = 


1 

-2 


e - 5 ' = 


e- 5 ' 
—2e~ 5 ' 


Los elementos presentes en X! forman la primera columna de 0(7), y los elementos in- 
cluidos en X 2 forman la segunda columna de 0(7). Por lo tanto. 


O(f) = 


—2e~ 


o-‘( f ) = i 


i^5( 


re -~e 
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De la expresion (9) obtenemos 


x„ = 


<I> \t)F(t) dt = 


—2e“ 


2 If 


1 „2f' 




3f 


dt 


e~ 5f 
-2e- 5 ' 


2 te 2 ' + \e‘ 


fe 3 


V' 


off 


e- 5 ' 
-2e- 5 ' 


27 . 1 - 
50 + 4^ 
21 


re' 

5?e 5 ' 


- ^e 2 ' + fe' 

i e 5f _ i e 4f 
25 e 12 c 


Por lo tanto, a partir de (10), la solucion general de (11) en el intervalo es 



□ 


I Problema de valor inicial La solucion general del sistema no homogeneo (5) en 
un intervalo se puede escribir de una forma alternativa 


X = 


<&(f)C + 0>(f) 


*(.s)F(.s) ds. 


(13) 


donde t y t 0 son los puntos en el intervalo. La ultima forma resulta util para la solucion de 
(5) sujeta a una condition inicial X(f 0 ) = X 0 , porque los limites de integration se eligen 
de manera que la solucion particular desaparezca en t = t 0 . Cuando se sustituye t = t 0 
en (13) resulta X 0 = <P(? 0 )C, de la cual obtenemos C = O 1 (r 0 )^o- Si sustituimos este 
ultimo resultado en (13) resulta la siguiente solucion del problema de valor inicial: 


8.4.3 


X = ^(fJO-tyoJXo + ^-'(sJFJs) ds. 


Diagonalizacion 


(14) 


I Los supuestos A1 igual que en la seccion 8.3, si la matriz de coeficientes A posee 
n vectores propios linealmente independientes, entonces podemos utilizar la diagonali¬ 
zacion para desacoplar el sistema X' = AX + F(r). Suponga que P es una matriz tal que 
P AP = D, donde D es una matriz diagonal. Por sustitucion de X = PY en el sistema 
no homogeneo X' = AX + F(i) se tiene 


PY' = APY + F o bien Y' = P^APY + P~‘F o bien Y' = DY + G. (15) 


En la ultima ecuacion presentada en (15), G = P F es un vector columna. De manera 
que cada ecuacion diferencial incluida en este nuevo sistema tiene la forma y/ = A,y,- + 
i = 1,2Pero observe que, a diferencia del procedimiento utilizado para 
resolver un sistema homogeneo X' = AX, ahora se nos pide calcular el inverso de la 
matriz P. 


Ejemplo 2 

Resolver X' 


Diagonalizacion 




mediante diagonalizacion. 


Solucion Los valores propios y los correspondientes vectores propios de la matriz de 


coeficientes son A, = 0, A 2 = 5, = 




l,K 2 = 


l Asr, encontramos P 


1 

-2 
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yP 


j I. Mediante la sustitucion X = PY y 


P F = 


-fV3/ 

l 
5 


7 J 


el sistema desacoplado es 

'0 O' 

,0 5. 

Las soluciones de las dos ecuaciones diferenciales 


Y' = 


Y + 


y'\ = s 


sony! = je' + c x y y 2 
sistema original es 

X = PY = 


7 t 

~ 20 e 


e y 

,5t 


U 


y'i = 5y 2 

c 2 e”, respectivamente. Por lo tanto, la solucion del 


1 2 

-2 1 


-je' + C! 

+ c 2 e 5 ' 


+ 2f! + 2c 2 e 5 ' 
-|e' — 2 Cl + c 2 e 5 ' 


Escrito de la manera acostumbrada mediante vectores columna, (16) es 


X = c, 


+ c 2 


e 5 ' — 


(16) 


□ 


EJERCICIOS 8.4 Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-20. 


8.4.1 


Coeficientes indeterminados 

En los problemas del 1 al 8, utilice el metodo de coeficientes 
indeterminados para resolver el sistema dado. 


dx 

1 . — = 2x + 3y — 7 
dt 


dx 

2 . — = 5x + 9y + 2 
dt 


dy 

dt 


= — x — 2y + 5 


dy 

dt 


= —x + lly + 6 



sujeto a 


10. a) El sistema de ecuaciones diferenciales para las co- 
rrientes i 2 {t) e i 3 (f) presentes en la red electrica mos- 
trada en la figura 8.5 es 

2 \ = (-NU -RxlLy 

3 / \- R \/ L 2 

Utilice el metodo de coeficientes indeterminados para 
resolver el sistema si = 2 D,, R 2 = 3 Cl, = 1 h, 
L 2 = 1 h, E = 60 V, i 2 (0) = 0 e i 3 (0) = 0. 

b) Determine la corriente i t (t). 


d_ 

dt 


h\ + (E/L l 
-(R, + R 2 )/L 2 J\iJ \E/L 2 . 



Figura 8.5 Red para el probLema 10 

Variacion de parametros 

En los problemas del 11 al 30, utilice la variacion de parame¬ 
tros para resolver el sistema dado. 

dx dx 

11. — = 3x — 3y + 4 12. — = 2 x — y 

dt dt 

dy dy 

— = 2x — 2y — 1 — = 3x — 2y + 4/ 

dt dt 


13. X' = 


3 -5 

I -1 


„'/2 
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X + 


X + 


X + 


X + 


X + 


sen 2 t 
2cos 2 1. 

1 


-3/ 


X + 


X + 


X + 


X + 


X + 


X + 


X + 


X + 


X + 


X + 


-1 

2 
e 

12 
12 
e ‘ 
te' 

2e~‘ 
e 
1 
1 

sec t 
0 

3 )*' 

COS f 

sen t 

t 

0 

sec t tan t 
1 

cot t. 

CSC t 


e 


sec t 
tan t 
1 


e 


29. X' = 


30. X' = 


1 


l l 

e '\ 

1 

0 

x + 

e 2 ') 

0 

3 ) 

' } 

\te 3, J 


1 

-n 

1 1 

°\ 

1 

-1 

x + 

‘ 

1 

J 

' \ 

W ) 


En los problemas 31 y 32, utilice (14) para resolver el proble- 
ma de valor inicial dado. 


31. X' = 

32. X' = 


3 -1 

-1 3 

1 -f 
1 -1 


X + 


X + 


4e 2 ' 
4e 4 ' 
1/f 


W’ 


, X(0) = 

X(l) = 


2 

-1 


33. El sistema de ecuaciones diferenciales para las corrientes 
i x {t) e i 2 (t) presentes en la red electrica de la figura 8.6 es 


d_ 

dt 


~{Rx + R 2 )/L 2 R 2 /L 2 Vi, 

R 2 /L\ ~ R 2 / L\)\i 2 


e/l 2 

0 


Utilice variacion de parametros para resolver el sistema 
si R 1 = 8 a, R 2 = 3 12, Lj = 1 h, L 2 = 1 h, E(t) = 100 
sen t V, i ,(0) = 0e i 2 (0) = 0. 



Figura 8.6 Red para el problema 33 


Tareas para el laboratorio de computo 

34. Resolver un sistema lineal no homogeneo X' = AX + 
F(f) mediante variacion de parametros cuando A es una 
matriz de 3 X 3 (o mayor) es una tarea casi imposible de 
realizar a mano. Considere el sistema 


( 2 

-2 

2 



( te '\ 

-1 

3 

0 

3 

X + 

e-‘ 

0 

0 

4 

-2 


e 2 ‘ 

\ 0 

0 

2 

- 1 / 


{ 1 / 


a) Utilice un CAS o algun programa computacional de 
algebra lineal para encontrar los valores propios y 
los vectores propios de la matriz de coeficientes. 

b) Forme una matriz fundamental <&(r) y utilice la 
computadora para encontrar <1> ~‘(0- 


c) Utilice la computadora para realizar los calculos de 

<1» ‘(f)F(f), <I» _1 (f)F(r) dt, <I>(0 <I» ‘(0F(0 dt, 

J 

*&(f)C y <I>(f)C + <I> _1 (f)F(0 dt, donde C es una 

matriz columna de constantes c,, c 2 , c 3 y c 4 . 

d) Vuelva a escribir el resultado de la computadora para 
la solucion general del sistema en la forma X = X,. 
~F X ;J , donde X ( . — c | X j ~F c 2 X 2 ~F c 2 X 2 ~F c 4 X 4 . 


Diagonalizacion 


En los problemas del 35 al 38, utilice la diagonalizacion para 
resolver el sistema dado. 


35. X' = 

36. X' = 

37. X' = 

38. X' = 


5 -2 

21 -8 


X + 


1 3 

2 2 , 

5 5 
5 5 

0 1 
1 0 


X + 


X + 


X + 


2 1 


8<T 
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8.5 Matriz exponencial 


H Introduction Las matrices pueden utilizarse en una forma enteramente distinta 
para resolver un sistema de ecuaciones diferenciales lineales de primer orden. Recuerde 
que la simple ecuacion diferencial lineal de primer orden x' = ax, donde a es una cons- 
tante, tiene la solucion general x = ce“'. Por lo tanto, parece natural preguntar si podemos 
definir una matriz exponencial e At , donde A es una matriz de constantes, de manera que 
e Al sea una solucion del sistema X' = AX. 

I Sistemas homogeneos Ahora veremos que es posible definir una matriz expo- 
nencial e At de manera que el sistema homogeneo X' = AX, donde A es una matriz de 
constantes y de orden n X n, tenga una solucion 

X = e A, C. (1) 

Como C ha de ser una matriz columna n X 1 de constantes arbitrarias, queremos que e At 
sea una matriz de orden n X n. A pesar de que el desarrollo completo del significado y 
de la teorfa de la matriz exponencial requerirfa un conocimiento detallado de algebra ma- 
tricial, una forma de definir e At esta inspirada en la representation en series de potencias 
de la funcion escalar e a, \ 

f2 j.k oo j.k 

e at = 1 + at + a 2 -h • • • + a k -(■•■•= a k —. (2) 

2! k! jfT 0 k\ 

La serie presentada en (2) converge para toda t. Mediante estas series, con 1 reemplaza- 
do por la identidad I y la constante a reemplazada por una matriz A de constantes y de 
orden n X n, llegamos a la definition para la matriz e At de orden n X n. 



Es posible demostrar que las series dadas en (3) convergen en una matriz de orden 
n X n para todo valor de t. Tambien, en (3), A 0 = I, A 2 = AA, A 3 = A(A 2 ), y asf su- 
cesivamente. 


■ Derivada de e A La derivada de la matriz exponencial e Al es analoga a la del expo¬ 
nencial escalar, es decir, dJdt e‘“ = ae m . Para justificar 


-e A ' = Ae A ' 
dt 


diferenciamos (3) termino por termino: 


d_ 

dt 


e A ' = 


d 

dt 


I + At + A 2 



= A 


I + At + A 2 — + 
2 ! 


t k 

+ A k -+ 
A'! 

= Ae A '. 


(4) 


A + A 2 f H-A 3 t 2 + 

2 ! 


En virtud de (4), es posible demostrar ahora que (1) es una solucion de X' = AX para 
todo vector C de n X 1 constantes: 


X' = — e A, C = Ae A 'C = A(e A 'C) = AX. 
dt 


(5) 
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■ e M es una matriz fundamental Si denotamos la matriz exponential e Al mediante 
el simbolo 'P(r), entonces (4) es equivalente a la ecuacion matricial diferencial 'V'(l) 
= A^P (vea la expresion (3) de la section 8.4). Ademas, a partir de la definition 8.4 se 
deduce inmediatamente que ’WO) = e A0 = I y, por lo tanto, ' v T / Y0) =£ 0. Resulta que estas 
dos propiedades son suficientes para poder concluir que x V(t) es una matriz fundamental 
del sistema X' = AX. 


I Sistemas no homogeneos Hemos visto en la expresion (4) de la section 2.3 que la 
solution general de la iinica ecuacion diferencial lineal de primer orden x = ax + f(t), 
donde a es una constante, se puede expresar como 


e~ as f(s) ds. 


Para un sistema no homogeneo de ecuaciones diferenciales lineales de primer orden, es 
posible demostrar que la solution general de X' = AX + F(f), donde A es una matriz de 
constantes de orden n X n. es 


X = X. 


x„ = e A 'C 


e~ As F(s) ds. 


( 6 ) 


Puesto que la matriz exponencial e A ‘ es una matriz fundamental, siempre es no singular y 
e As = (e As ) '■ Observe que e At se puede obtener de e A ‘ si t se reemplaza por —s. 


M Calculo de e La definition de e Al dada en (3) puede, desde luego, usarse siempre 
para efectuar su calculo. No obstante, la utilidad practica de (3) esta limitada por el 
hecho de que los elementos presentes en e At son series de potencias en t. Con el deseo 
natural de trabajar con cosas simples y conocidas, intentaremos reconocer si estas series 
definen una funcion de forma cerrada. Vea los problemas del 1 al 4 en los ejercicios 8.5. 
Por fortuna, hay muchas formas alternativas para calcular e At . En el analisis siguiente 
delineamos dos de estos metodos. 


■ Uso de la transformada de Laplace Vimos en (5) que X = e At es una solution de 
X' = AX. De hecho, como e A0 = I, X = e At es una solution del problema de valor initial 

X' = AX, X(0) = I. (7) 

Si x(s) = £6 (X(t)} = 5£{e A '} , entonces la transformada de Laplace de (7) es 

.vx(.s) — X(0) = Ax(s) o (si — A)x(s) = I. 

Cuando multiplicamos la ultima ecuacion por (si — A) -1 resulta que x(s) = (si — A) 4 
= (si — A) -1 . En otras palabras, {e At } = (si — A) -1 o 

e At = ^ 1 {(si - Ar 1 }. (8) 


Ejemplo 1 Matriz exponencial 

Uso de la transformada de Laplace para calcular e Al para A = 


1 -1 

2 -2 


Solution Primero calculamos la matriz si — A y despues su inversa: 

"s - 1 1 


si — A = 


s + 2 


(si - A)- 1 = 



l s + 2 

-1 \ 

/s-i i y_ 

s(s + 1) 

s(s + 1) 

V -2 s + 2j 

2 

S — l 


\ s ( s + 1) 

s(s + 1)/ 
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Entonces descomponemos los elementos de la ultima matriz en fracciones parciales: 

_ _L_ 1 , 1 \ 


(,I - A)- 1 = 


s + 1 
2 


1 

-h 

S S + 1 

1 2 

— + 
s s 


(9) 


5+1 5 5 + 1 / 

Cuando se calcula la transformada inversa de Laplace de (9) se obtiene el resultado deseado, 

f 2 - e~‘ -1 + e~ 


e A ' = 


2 - 2e~ f -1 + 2e~' 


□ 


I Uso de potencias A” En la seccion 7.8 desarrollamos un metodo para calcular 
una potencia arbitraria A k , k es un entero no negativo, de una matriz A de orden n X n. 
Recuerde de la seccion 7.8 que podemos escribir 

n — 1 n — 1 

A k =^ Cj A J y A k =^ Cj \ j , (10) 

1 =o 7=0 

donde los coeficientes q son los mismos en cada expresion y que la ultima es valida para 
los valores propios A b A 2 ,..., A„ de A. Suponemos aquf que los valores propios de A son 
distintos. Si determinamos que A = A 1; A 2 ,..., A„ en la segunda expresion dada en (10), 
estaremos en condiciones de encontrar q en la primera expresion al resolver n ecuacio- 
nes en n incognitas. En el siguiente desarrollo sera conveniente enfatizar el hecho de que 
los coeficientes c, en (10) dependen de la potencia k reemplazando q por q(k). Con base 
en (3) y (2), tenemos 

oo fk oo jk 

e At = 2 A \, y eA '=E A V- (11) 

k= o A! k=0 k\ 

Despues usamos (10) en (11) para reemplazar A k y A* como sumas finitas seguidas por 
un intercambio en el orden de las sumas 


oo jk 

e A, = y j L 

& k\ 


oo fk 
k = 0 


n— 1 \ n — 1 / oo jk \ n — 1 

2 c A k ) Aj ) = 2 A '( 2 77 <#)) = 2 A ^-W 

7 = 0 / 7 = 0 \k = 0 Kl / 7 = 0 

n— 1 \ n — 1 / oo jk \ n — 1 

2c#)A'j= 2^(2^^))= 2 a 'W 

7 = 0 / 7 = 0 \/fe = 0 / 7 = 0 


( 12 ) 

(13) 


» ^ OO j 

donde /^(t) = ^ (t /k\)q(k). Similar a la forma en que usamos los valores propios 

de A en (10) para determinar t: ; , aplicamos una vez mas los valores propios, pero esta vez 
en la suma finita (13) para determinar un sistema de ecuaciones que determine by, estos 
coeficientes, a su vez, se utilizan en (12) para establecer e x ‘. 


Ejemplo 2 Matriz exponencial. 

Calcular e Al para A = 

Solucion Ya vimos la matriz A en la seccion 7.8, y encontramos que sus valores pro¬ 
pios eran A! = — 1 y A 2 = 2. Ahora, como A es una matriz de 2 X 2, a partir de (12) y 
(13) deducimos que 

e Xt = b 0 l + b l A y e kl = b 0 + b t A. (14) 

Si establecemos A = —lyA = 2enla segunda ecuacion de (14), obtenemos dos ecua¬ 
ciones en las dos incognitas b 0 y b x . Cuando se resuelve el sistema 

e~' = b 0 -b l 

e 2 ' = b 0 + 2 bi 


-2 4 
-1 3 
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produce b 0 = \[e 2t + 2e '], b x = |[e 2 ' — e ']. A1 sustituir estos valores en la primera 
ecuacion de (14) y simplificar los elementos resulta 


e 


At _ 


f-\e 2 ' + \e~* 
W* 2 * + \e~' 


4 2/ 


4 2 1 



(15) □ 


En los problemas del 25 al 28 de los ejercicios 8.5 mostramos como calcular la matriz 
exponencial e At cuando la matriz A es diagonalizable (vea la section 7.11). 


I Uso de la computadora Para aquellos que esten dispuestos a cambiar la com- 
prension en aras de la velocidad de encontrar una solution, e A ‘ puede calcularse en una 
forma automatica con ayuda de un programa de computo; por ejemplo, en Mathematica, 
la funcion MatrixExp[A t] determina la matriz exponencial para una matriz elevada al 
cuadrado At; en Maple, el comando es exponential(A, t); en MATLAB la funcion es 
expm (At). Vea los problemas 27 y 28 en los ejercicios 8.5. 


EJERCICIOS 8.5 Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-20. 


En los problemas 1 y 2, utilice (3) para calcular e At y e 


(\ 

0\ 

f 0 

1\ 

1. A = 


2. A = 

) 

VO 

V 

Vi 

0 ) 


En los problemas 3 y 4, utilice (3) para calcular <?. 


( 1 

1 



0 

o\ 

1 

1 


4. A = 3 

0 

° 

V-2 

-2 

-2/ 

V5 

1 

0/ 


En los problemas del 5 al 8, utilice (1) y los resultados obte- 
nidos en los problemas del 1 al 4 para encontrar la solution 
general del sistema dado. 


5. 




/ i 1 1 

7. X' = 1 1 1 

V —2 -2 -2 


6 . 

X 8. 




0 0\ 

0 OX 

1 0 / 


En los problemas del 9 al 12, utilice (6) para encontrar la solu¬ 
tion general del sistema dado. 


9. X' 

10. X' 

11. X' 

12. X' 



1 )x + (' cosh 'j 

0 / \senhr/ 


13. 


Resuelva el sistema del problema 7 sujeto a la condition 


inicial X(0) = 



14. Resuelva el sistema del problema 9 sujeto a la condition 
inicial X(0) = 

En los problemas del 15 al 18, utilice el metodo del ejemplo 1 
para calcular e A> para la matriz de coeficientes. Utilice (1) para 
encontrar la solution general del sistema dado. 


15. X' 


17. X' = 


4 3 

-4 -4 
5 -9 
1 -1 


X 


X 


16. X' 


18. X' = 


4 -2 
1 1 
0 1 
-2 -2 


X 


X 


En los problemas del 19 al 22, utilice el metodo del ejemplo 
2 para calcular e At para la matriz de coeficientes. Use (1) para 
encontrar la solution general del sistema dado. 


19. X' 


21. X' = 


2 -2 
-2 5 

3 8 

0 -1 


X 


X 


20. X' 


22. X' = 


1 

-1 

1 


X 


23. Si la matriz A se puede diagonalizar, entonces P 'AP = 
D o A = POP ] . Utilice este ultimo resultado y (3) para 


demostrar que e At 
/A, 


24. Utilice D = 
que 


= Pe Dt P 1 
0 


\ 0 0 


0\ 

0 

k) 


y (3) para demostrar 


e D ' = 


/A 


V 0 


0 

_A 9 7 


0 


°\ 

0 

e K ’J 


En los ejercicios 25 y 26, use los resultados de los problemas 
23 y 24 para resolver el sistema dado. 


25. X' = 


X 


26. X' = 
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Tareas para el laboratorio de computo 


27. a) 


Aplique (1) para encontrar la solution general de 
f 4 2^ 


X' 


3 3 


X. Use un CAS para encontrar e y 


despues la computadora para determinar los valo- 
res propios y los vectores propios de la matriz de 
^4 2 ^ 


coeficientes A = 


3 3 


y la forma de la solution 


general del tipo mostrado en la section 8.2. Por 
ultimo, haga coincidir las dos formas de la solution 
general del sistema. 


b) Utilice (1) para encontrar la solution general de X' 

^ X. Mediante un CAS, encuentre e At . 

En el caso de obtener un resultado complejo, uti¬ 
lice un programa computacional para hacer la 
simplification; por ejemplo en Mathematica, si 
m=MatrixExp[A t] tiene elementos complejos, in- 
tente entonces con el comando Simplify[Complex 
Expand[m]]. 



28. Utilice (1) para encontrar la solution general de 


l~ 4 

0 

-1 

\ 0 


0 6 0\ 

-5 0 -4 

0 1 0 

3 0 2/ 


Mediante un CAS, encuentre e A ‘. 


Problemas de analisis 

29. Lea nuevamente el analisis que condujo al resultado 
dado en (8). ^La matriz si—A tiene siempre un inverso? 
Analice este planteamiento. 

30. En los ejercicios 7.9 vimos que una matriz A de 
orden n X n y distinta de cero es una matriz nilpo- 
tente si m es el entero positivo mas pequeno tal que 


(-' 1 1 

A m = 0. Compruebe que A = I — 1 0 1 
tente. \-l i { 


es nilpo- 


Analice por que resulta relativamente facil calcular e At 
cuando A es nilpotente. Calcule e At para la matriz dada y 
despues use (2) para resolver el sistema X' = AX. 


EJERCICIOS DE REPASO DEL CAPITULO 8 


Las respuestas a los problemas impares 
seleccionados comienzan en la pagina RESP-21. 


En los problemas 1 y 2, llene los espacios en bianco. 


1. El vector X = k[ ^ ) es una solution de X' = 

v2 -I) X -(!)*“*-■ 


2. El vector X = je + c 2 y^Je es una solution 

, (\ 10 \ 

del problema de valor micial X = I IX, X(0) 

\6 -3/ 


para tq = 


. y c 2 = . 


es un vector propio de la matriz de coeficientes? ( ;,Cual es la 
solution del sistema correspondiente a este vector propio? 

4. Considere el sistema lineal X' = AX de dos ecuaciones 
diferenciales donde A es una matriz de coeficientes real. 
( ;,Cual es la solution general del sistema si se sabe que 

Aj = 1 + 2/ es un valor propio y K, = I I es un vector 
propio correspondiente? 

En los problemas del 5 al 14, resuelva el sistema lineal dado 
mediante los metodos de este capftulo. 


4 6 6\ 

3. Considere el sistema lineal X' = | 13 2 X. 

-1 —4 -3/ 

Sin intentar resolver el sistema, ^cual de los siguientes 
vectores, 

K, -(:); *-(-!)■ 

K 4 =( 2 I, 

■5 , 



dx 

6. — = —4x 
dt 


2 y 


dy 

— = 2x - 4v 
dt 


8. X' = | 


X 


0 2 1 

X 10. X' = | 1 1 -2 |X 

12 2 -1 


11. X' = 


12. X 
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Considere el sistema lineal X' = AX de estas tres 
ecuaciones diferenciales de primer orden donde la 
matriz de coeficientes es 


utilizar ninguna formula especial (tal como (12) de 
la seccion 8.2). 

b) Aplique el procedimiento usado en el inciso a) para 
resolver 


(' 1 

X' = 1 1 

\1 1 


1 

1 

1 


X. 



y se sabe que A = 2 es un valor propio de multi- 
plicidad dos. Encuentre dos soluciones diferentes 
del sistema correspondientes a este valor propio sin 


16. Compruebe que X = ( 1 je 1 es una solucion del sistema 


lineal X' = 


1 0 
0 1 


X para las constantes arbitrarias 


Ci y c 2 . A mano, trace un retrato de fase del sistema. 


CAPITULO 8 Ejercicios de repaso 
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C A P I T U L 0 



Sistemas de ecuaciones 
diferenciales no lineales 


Estructura del capi'tulo 


9.1 

Sistemas autonomos 

N 

9.2 

Estabilidad de Los sistemas lineaLes 


9.3 

Linealizacion y estabilidad Local 


9.4 

Sistemas autonomos como modeLos matematicos 


9.5 

Soluciones periodicas, cicLos Limite y estabilidad gLobal 

Ejercicios de repaso del capituLo 9 

_ J 


En el capi'tulo 8 nos enfocamos en el estudio de las tecnicas apro- 
piadas para la resolucion de ecuaciones diferenciales lineales de la 
forma X' = AX + F (t). Cuando el sistema de ecuaciones diferencia¬ 
les es no lineal, normalmente no se pueden encontrar soluciones 
en terminos de funciones elementales. En este capi'tulo estudia- 
remos que se puede obtener informacion muy valiosa acerca de 
la naturaleza geometrica de las soluciones analizando en primera 
instancia las soluciones constantes especiales llamadas puntos cri- 
ticos y, despues, buscando las soluciones periodicas denominadas 
ciclos limite. Se presentara el importante concepto de estabilidad 
y se ilustrara con ejemplos de los campos de la fisica y la biologia. 
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9.1 Sistemas autonomos 


■ Introduccion En la seccion 2.1 presentamos las nociones acerca de ecuaciones 
diferenciales autonomas de primer orden, los puntos crfticos de una ecuacion diferencial 
autonoma, y la estabilidad de un punto crftico. Este estudio anticipado de la estabi- 
lidad se mantuvo a proposito a nivel muy intuitivo; ya es tiempo de proporcionar una 
defmicion precisa de este concepto. Para tal efecto, necesitamos examinar los sistemas 
autonomos de ecuaciones diferenciales de primer orden. En esta seccion definimos los 
puntos crfticos de sistemas autonomos de dos ecuaciones diferenciales de primer orden; 
los sistemas autonomos pueden ser lineales o no lineales. 


I Sistemas autonomos A un sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden se 
le llama autonomo cuando puede escribirse en la forma 


dx x 

— = g 1 O 1 , X 2 ,..., x „) 


dx 2 

~77 = gi (*i, x 2 ,..., x n ) 


(1) 


dx n 

dt 


g n (x u x 2 ,..., x n ). 


Observe que la variable independiente t no se muestra en forma explfcita en el segundo 
miembro de cada ecuacion diferencial. Compare (1) con el sistema general proporcio- 
nado en la expresion (2) de la seccion 8.1. 


Ejemplo 1 Un sistema no autonomo 

El sistema de ecuaciones diferenciales no lineales de primer orden 


dx\ 

dt 


l dependencia de 1 

= X x — 3 x 2 + t 2 


dx 2 

dt 


= t X\ (sen^ 2 0 

T dependencia de t 


es no autonomo debido a la presencia de t en el segundo miembro de ambas ecuaciones 
diferenciales. 


Cuando n = 1 en (1), una sola ecuacion diferencial de primer orden toma la forma dxl 
dt = g(x). Esta ultima ecuacion es equivalente a la ecuacion (1) de la seccion 2.1, donde 
los simbolos x y t hacen las veces de y y x, respectivamente. Es posible construir solucio- 
nes explfcitas, ya que la ecuacion diferencial dx/dt = g(x) es separable, y utilizaremos 
tal caracterfstica para presentar los conceptos de este capitulo. 

■ Ecuaciones diferenciales de segundo orden como un sistema Cualquier ecua¬ 
cion diferencial de segundo orden x" = g(x, x') puede escribirse como un sistema auto¬ 
nomo. Tal como se hizo en la seccion 3.7, si establecemos y = x' entonces x" = g(x, x') 
se convierte en y' = g(x, y). Por lo tanto, la ecuacion diferencial de segundo orden se 
convierte en el sistema de dos ecuaciones de primer orden 


x' =y 
y' = g(x, y)- 
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Ejemplo 2 La ecuacion diferendal del pendulo como sistema autonomo 
En la ecuacion (6) de la seccion 3.10 demostramos que el angulo de desplazamiento 8 de 
un pendulo satisface la ecuacion diferencial no lineal de segundo orden 


d 2 6 g 


dt 1 


+ — sen 9 = 0 


Si establecemos x = 8 y y = 6', esta segunda ecuacion diferencial de segundo orden 
puede reescribirse como el sistema autonomo 

x' = y 


sen x 


□ 


Si X(t) y g(X) expresan los vectores columna respectivos 



( *i M \ 


/ gifa, x 2 ,.. 

•, x n ) \ 

x (0 = 

x 2 [t) 

. g(X) = 

8i(x i,x 2 ,.. 

•, x n ) 




\ g„(x i, x 2 ,.. 

■ , X n ) / 


entonces el sistema autonomo (1) puede escribirse en la compacta forma de vector co¬ 
lumna X' = g(X). El sistema lineal homogeneo X' = AX estudiado en la seccion 8.2 es 
un caso especial importante. 

Asimismo, en este capitulo es conveniente escribir (1) utilizando vectores renglon. Si 
establecemos 


X(0 = (xft), x 2 (t), ..., x n (t)) 

y g(X) = (giiXi, x 2 ,..., x„), g 2 (Xi, x 2 ,..., x n ),g n (x h x 2 ,x „)), 

entonces el sistema autonomo (1) tambien puede escribirse en la compacta forma de 
vector renglon X' = g(X). Debe quedar claro, a partir del contexto, si estamos utili¬ 
zando la forma de vector columna o la forma de vector renglon, y por lo tanto, no hare- 
mos distincion alguna entre X y X T , la transpuesta de X. En particular, cuando n = 2, 
resulta conveniente utilizar la forma de vector renglon y escribir una condicion inicial 
como X(0) = (x 0 , y 0 ). 

Cuando la variable t se interpreta como tiempo, podemos referirnos al sistema de 
ecuaciones diferenciales (1) como un sistema dinamico y a una solucion X(t) como el 
estado del sistema o la respuesta del sistema en el tiempo t. Con esta terminologia, 
un sistema dinamico es autonomo cuando la velocidad X'(?) a la que el sistema varfa 
depende solo del estado presente X(f) del sistema. El sistema lineal X' = AX + F(?) es¬ 
tudiado en el capitulo 8 es entonces autonomo cuando F(t) es constante. Cuando n = 2 o 
n = 3, a la solucion se le llama trayectoria o ruta, ya que podemos pensar en x = xft), 
y = x 2 (t), z = x 3 (?) como si fueran las ecuaciones parametricas de una curva. 

■ Interpretacion del campo vectorial Cuando n = 2, el sistema (1) se denomina 

sistema autonomo piano y se escribe como 

P(x, y) 

Q(x, y). 

El vector V(x, y) = ( P(x, y), Q(x, y)) define un campo vectorial en una region del 
piano, y una solucion del sistema puede interpretarse como la trayectoria resultante de 
una particula a medida que se desplaza por la region. Para ser mas especificos, expre- 
semos V(x, y) = (P(x, y), Q(x, y)) como la velocidad de una corriente en la posicion 


dx 

Yt 

dy 

dt 
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(x, y), y supongamos que una pequena partfcula (tal como un corcho) se libera en la 
posicion (x 0 , y 0 ) de la corriente. Si X(f) = (x(t), y(t )) expresa la posicion de la partfcula 
en el tiempo t, entonces X'(0 = (x'(t), y'{t)) es el vector velocidad v. Cuando no estan 
presentes fuerzas externas y se ignoran las fuerzan de friction, la velocidad de la par¬ 
tfcula en el tiempo t es la velocidad de la corriente en la posicion X(t): esto es, X'(i) = 
\(x(t), y(t)), o 

^ = P(x(t), y(t)) 
dt 

dy 

-y = Q(x(t), y(t)). 
dt 

Por lo tanto, la trayectoria de la partfcula es una solucion del sistema que satisface la 
condicion inicial X(0) = (x 0 , y 0 )- A menudo haremos referenda a esta sencilla interpre¬ 
tation de un sistema autonomo piano para ilustrar nuevos conceptos. 


Ejemplo 3 Sistema autonomo piano de un campo vectorial 

Un campo vectorial para el flujo en estado estable de un fluido alrededor de un cilindro 
de radio 1 esta dado por, 


V(x,y) 



x 2 - yr —2xy \ 

(* 2 + y 2 r V+ff) 


donde V Q es la velocidad del fluido en la parte mas lejana al cilindro. Si se coloca un 
pequeno corcho en ( — 3, 1), la trayectoria X(f) = (x(t), y(t)) del corcho satisface el 
sistema autonomo piano 


dx 

dt 

dy 

dt 


V 0 I 

V 0 I 


_y}xyy\ 

(x 2 + y 2 )V 


sujeto a la condicion inicial X(0) = (—3, 1). Vea la figura 9.1. 


□ 


■ Tipos de soluciones Si P(x, y), Q(x, y), y las derivadas parciales de primer orden 
dP/dx, dP/dy, dQ/dx y dQ/dy son continuas en una region R del piano, entonces una solu¬ 
cion del sistema autonomo piano 



Figura 9.1 Campo vectorial del 
flujo de un fluido alrededor de un 
ciLindro 


~T = P(x, y) 
dt 

dy 

~ = Q(x,y) 
dt 


que satisface X(0) = X 0 es unica y constituye uno de los tres tipos basicos: 

i ) Una solucion constante x(t) = x 0 , y(t) = y 0 (o X(Y) = X 0 para toda t). Una solucion 
constante se llama punto critico o punto estacionario. Cuando una partfcula se 
coloca en un punto critico X 0 (esto es, X(0) = X 0 ), permanece ahf indefinidamente. 
Por esta razon, una solucion constante se conoce tambien como solucion de equi- 
librio. Observe esto: debido a que X'(f) = 0, un punto critico es una solucion del 
sistema de ecuaciones algebraicas 

P(x, y) = 0 
Q(x, y) = 0. 

ii) Una solucion x = x(t), y = y(t) que define un arco: una curva plana que no se cruza 
a sf misma. Por lo tanto, la curva de la figura 9.2 a) puede ser una solucion de un 
sistema autonomo piano, mientras que la curva de la figura 9.2b) no puede ser una so¬ 
lucion. Habrfa dos soluciones que comenzarfan a partir del punto P de la intersection. 



X(0) 


a) 



Figura 9.2 La curva mostrada en 
a) se llama arco 
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Figura 9.3 Solucion periodica 
o un ciclo 


iii) Una solucion periodica x = x(t), y = y(l). Se le llama ciclo a una solucion periodi¬ 
ca. Si p es el periodo de la solucion, entonces X(t + p) = X(t), y una partfcula 
colocada sobre la curva en X 0 viajara por la curva y regresara a X 0 en p unidades de 
tiempo. Consulte la figura 9.3. 


Ejemplo 4 Busqueda de Los puntos criticos 

Encuentre todos los puntos criticos de los sistemas autonomos pianos siguientes. 

a) x' = —x + y b) x' = x 2 + y 2 — 6 c) x' = 0.01x(100 — x — y) 

y' = x - y y' =x l -y y' = 0.05y(60 - y- 0.2a) 

Solucion Encuentre los puntos criticos igualando a cero el segundo miembro de ambas 
ecuaciones diferenciales. 

a) La solucion del sistema 

-x + y = 0 
x — y = 0 

esta formada por todos los puntos ubicados sobre la linea y = x. Por lo tanto, existe 
un numero infinito de puntos criticos. 

b ) Para resolver el sistema 

a 2 + y 2 - 6 = 0 
x 2 ~y = 0 

sustituimos la segunda ecuacion, x 2 = y, en la primera para obtener y 2 + y — 6 = (y + 
3) (y — 2) = 0. Si y = —3, entonces x 2 = —3, por lo que no existen soluciones rea¬ 
les. Si y = 2, entonces x = ± V2, y asi los puntos criticos son (V2, 2) y (— V2, 2). 

c) Para encontrar los puntos criticos se requiere de una cuidadosa consideracion de los 
casos. La ecuacion 0.01x(100 — x — y) = 0 implica que x = 0ox + y= 100. 

Si x = 0, entonces al sustituir en 0.05y(60 — y — 0.2x) = 0 tenemos y(60 — 
y) = 0. Por lo tanto, y = 0 o 60, y de este modo (0, 0) y (0, 60) son los puntos criti¬ 
cos. 

Si x + y = 100, entonces 0 = y(60 — y — 0.2(100 — y)) = y(40 — 0.8y). De 
aqui se deduce que v = 0 o 50, y asi (100, 0) y (50, 50) son los puntos criticos. □ 

Cuando el sistema autonomo piano es lineal, podemos utilizar los metodos del capi- 
tulo 8 para investigar las soluciones. 


Ejemplo 5 Busqueda de Las soluciones periodicas 

Determine si el sistema dinamico lineal dado tiene una solucion periodica. 

a ) x' = 2x + 8y b) x' = x + 2y 

y' = -x ~ 2 y y' = ~\x + y 

En cada caso, trace la grafica de la solucion que satisface X(0) = (2, 0). 

Solucion 

a) En el ejemplo 6 de la section 8.2, utilizamos el metodo del valor propio-vector pro- 
pio para demostrar que 

x = c t (2 cos 2t — 2 sen 2 1) + c 2 (2 cos 2t + 2 sen 2t) 
y = c^-cos 2f) — c 2 sen 2f. 
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Por lo tanto, toda solution es periodica con periodo p = tt. La solution que satis- 
face X(0) = (2, 0) es 

x = 2 cos 2t + 2 sen 2 1, y = — sen 2t. 

Esta solution genera la elipse que se muestra en la figura 9.4a). 
b) Utilizamos el metodo de valores y vectores propios para demostrar que 

x = Ci{2e' cos t ) + c 2 ( 2e' sen t), y = c^—e' sen t) + c 2 (e‘ cos t). 

Debido a la presencia de e‘ en la solution general, no existen soluciones periodicas 
(esto es, ciclos). La solution que satisface X(0) = (2, 0) es 



x = 2e l cos t, y = —e' sen t, 
y la curva resultante se muestra en la figura 9.4 b). 


□ 


I Conversion a coordenadas polares Excepto para el caso de soluciones constan- 
tes, en general no es posible encontrar expresiones expllcitas para las soluciones de un 
sistema autonomo no lineal. Sin embargo, podemos solucionar algunos sistemas no 
lineales convirtiendolos a coordenadas polares. A partir de las formulas r 2 = x 2 + y 2 y 
0 = tan _1 (y/x) obtenemos 


dr if dx dy\ dO if dx dy\ 

— = —\ x -by — , — = — —y-b x — . 

dt r\dt dtj dt r\ dt dt J 


( 2 ) 


A veces podemos utilizar (2) para convertir un sistema autonomo piano dado en coorde¬ 
nadas rectangulares a un sistema mas simple en coordenadas polares. 



b) 


Figura 9.4 Curvas solution 
del ejemplo 5 


Ejemplo 6 Conversion a coordenadas polares 

Encuentre la solucion del sistema autonomo piano no lineal 

x' = -y - xVx 2 + y 2 

y' = x — y Vx 2 + y 2 

que satisface la condition inicial X(0) = (3, 3). 

Solution A1 sustituir dx/dt y dy/dt en las expresiones para drldt y dd/dt en (2), se obtiene 
dr 1 

— = — [x( — y — xr) + y(x — vr)] = —r 2 
dt r 


dO 

dt 


7 


[— y (—y — xr) + x(x — yr)] = 1. 


Puesto que (3, 3) es (3V2, ir/4) en coordenadas polares, la condicion inicial X(0) = 
(3, 3) se convierte en r(0) = V2 y 0(0) = ttl4. Utilizando la separation de variables, 
podemos observar que la solucion del sistema es 

1 

r = -, 0 = t + Co, 

t + Ci 

para r A 0. (Compruebe esto.) Aplicando las condiciones iniciales, se obtiene 


1 

t + V2/6 



1 

La espiral r = -—-se muestra en la figura 9.5. 

0 + V2/6 - tt/4 


□ 



Figura 9.5 Curva solucion 
del ejemplo 6 
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Figura 9.6 Curvas solucion 
del ejemplo 7 


Ejemplo 7 Soluciones en coordenadas polares 

Cuando se expresa en coordenadas polares, un sistema autonomo piano es de la forma 

f = °- 5 < 3 -') 

— - I 
dt 

Encuentre y trace las soluciones que satisfacen X(0) = (0, 1) y X(0) = (3, 0) en coorde¬ 
nadas rectangulares. 

Soludon Se aplica el metodo de separacion de variables a drldt = 0.5(3 - r) y se in- 
tegra dO/dt para llegar a la solucion 

r = 3 + eye -0 ' 5 ', 0 = t + c 2 . 

Si X(0) = (0, 1), entonces r(0) = 1 y 0(0) = 7 t/ 2, por lo que c t = — 2 y c 2 = rr/2. 
La curva solucion es la espiral r = 3 — 2e~°' 5(e ~’ r/2) . Observe que conforme t —» oo, 0 
aumenta sin limite y r se aproxima a 3. 

Si X(0) = (3, 0), entonces r(0) = 3 y 0(0) = 0. Se puede deducir que c { = c 2 = 0, 
y asf r = 3 y 0 = t. Por lo tanto x = r cos 0 = 3 cos ty y = r sen 0 = 3 sen t, de modo 
que la solucion es periodica. La solucion genera un cfrculo de radio 3 respecto a (0, 0). 
Ambas soluciones se muestran en la figura 9.6. 


EJERCICIOS 9.1 Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-21. 


En los problemas del 1 al 6, escriba la ecuacion diferencial 
no lineal de segundo orden como un sistema autonomo piano. 
Encuentre todos los puntos crfticos del sistema resultante. 

1. x" + 9 sen x = 0 2. x" + {x') 2 + 2x = 0 

3. x" + x‘(\ - x 3 ) - x 2 = 0 4. x" + 4 —^ + 2x' = 0 

1 + X 2 

5. x" + x = ex 3 para e > 0 

6. x" + x — exlxl = 0 para e > 0 

En los problemas 7 a 16, encuentre los puntos crfticos del siste¬ 
ma autonomo piano dado. 


7. 

x' 

= x + xy 


8. 

x' 

7 

= y — x 



y’ 

= ~y ~ 

XV 



y 

2 

= x — y 


9. 

X ' 

= 3x 2 — 

4y 


10. 

x' 

3 

= x — y 



y 

= x-y 




y 

= x — y 3 


11. 

x' 

= x (10 

— X - 

-b) 

12. 

x' 

= — 2x + 

o 

+ 


y 

= y(16 - 

- y ~ 

x) 


y 

= 2x - y 

- 15 - 









y 

13. 

x' 

= JtV 



14. 

x ' 

= sen v 



y 

= y(e*~ 

i) 



/ 

= e x - 

i 

15. 

x' 

= x(l — 

X 2 - 

3y 2 ) 

16. 

x' 

= — x(4 - 

-/) 


y 

= >’(3 - 

X 2 - 

3y 2 ) 


y 

= 4y(l - 

X 2 ) 


En los problemas del 17 al 22, para el sistema dinamico lineal 
dado (tornado de los ejercicios 8.2) 

a) encuentre la solucion general y determine si existen 
soluciones periodicas, 

b ) encuentre la solucion que satisface la condition inicial 
dada y 

c) con ayuda de una herramienta para hacer graficas, trace 
la solucion del inciso b) e indique la direccion en que 
es atravesada la curva. 

17. x’ = x + 2y 

y’ = 4x + 3y, X(0) = (2, —2) (problema 1, ejercicios 

8 . 2 ) 

18. x' = ~6x + 2y 

y’ = —3x + y, X(0) = (3, 4) (problema 6, ejercicios 8.2) 

19. x’ = 4x - 5v 

y' = 5x — 4y, X(0) = (4, 5) (problema 37, ejercicios 

8 . 2 ) 

20. x’ = x + y 

y’ = — 2x — y, X(0) = (—2, 2) (problema 34, ejercicios 

8 . 2 ) 
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21. x' = 5 x + y 

y' = — 2x + 3y, X(0) = (—1, 2) (problema 35, ejerci- 
cios 8.2) 

22. x' = x — 8y 

y' = x — 3 y, X(0) = (2, 1) (problema 38, ejercicios 8.2) 


En los problemas del 23 al 26, resuelva el sistema autonomo 
piano no lineal dado, convirtiendolo a coordenadas polares. 
Describa el comportamiento geometrico de la solucion que 
satisface la condition o condiciones iniciales dadas. 


23. x' = -y - x(x 2 + y 2 ) 2 

y' = x - v(x 2 + y 2 ) 2 , X(0) = (4, 0) 

24. x' = y + x(x 2 + y 2 ) 

y' = -x + y(x 2 + y 2 ), X(0) = (4, 0) 

25. x' = — y + x(l — x 2 — y 2 ) 

y' = x + y( I - x 2 - y 2 ), X(0) = (1, 0), X(0) = (2, 0) 

[Sugerencia: La ecuacion diferencial que resulta para 
r es una ecuacion diferencial de Bernoulli. Consulte la 
seccion 2.5.] 


26. x' 


v^yTy 


(4 - x 2 - y 2 ) 


v^Ty 


(4 - x 2 - y 2 ), X(0) = (1, 0), 


X(0) = (2, 0) 


[Sugerencia: Consulte el ejemplo 3 de la seccion 2.2.] 


Si un sistema autonomo piano tiene una solucion pe¬ 
riodica, entonces debe haber al menos un punto crftico 
dentro de la curva que genera la solucion. En los proble¬ 
mas del 27 al 30, utilice este hecho junto con un metodo 
numerico para investigar la posibilidad de encontrar so- 
luciones periodicas. 

27. x' = —x + 6y 28. x' = — x + 6xy 

y' = xy + 12 y' = —8 xy + 2_y 

29. x' =y 

y = y 1 - 3x 2 - 2y 2 ) - x 

30. x' = xy 

y = -i -x 2 -y 

31. Si z = f{x, y) es una funcion con primeras derivadas par- 
ciales continuas en al region R, entonces un flujo V(x, y) 
= (P(x, y), Q(x, y)) en R puede defmirse haciendo que 

df df 

P(x, y) = (x, v) y G(x, y) = ^ (x, y). Demuestre 

que si X(r) = (x(t), y(t)) es una solucion del sistema au¬ 
tonomo piano 


x' = P(x, y) 
y' = Qix, y), 

entonces f(x(t), y(t)) = c para alguna constante c. Por lo 
tanto, la curva solucion cae sobre las curvas de nivel de/. 
[Sugerencia: Utilice la regia de la cadena para calcular 

d J(x(t), y(t)).] 
at 


9.2 Estabilidad de los sistemas lineales 


I Introduccion Hemos podido observar que el sistema autonomo piano 

dx 

rf7' p(l " v) 

dy 

j, = a - x - y) 

genera un campo vectorial V(x, y) = (P(x, y), Q(x, y)), y que una solucion X = X(t) del 
sistema puede interpretarse como la trayectoria resultante de una partfcula que se coloca 
inicialmente en la posicion X(0) = X 0 . Si X 0 es un punto crftico del sistema, entonces 
la partfcula permanece en estado estacionario. En esta seccion estudiaremos el compor¬ 
tamiento de las soluciones cuando el valor de X 0 se selecciona muy cercano a un punto 
crftico del sistema. 

■ Algunas preguntas fundamentales Suponga que X! es un punto crftico de un sis¬ 
tema autonomo piano y X = X(t) es una solucion del sistema que satisface X(0) = X 0 . Si 
la solucion se interpreta como la trayectoria de una partfcula en movimiento, nos interesa 
conocer las respuestas a las preguntas siguientes cuando X 0 se coloca cerca de X,: 

i ) ^Regresara la partfcula al punto crftico? De manera mas precisa, si X = X(f) es la 
solucion que satisface X(0) = X 0 , yes lfm,^. x X(r) = X,? 
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punto crftico 


a) 




c ) 

Figura 9.7 Puntos criticos 


ii ) Si la parti'cula /jo regresa al punto crftico, 6 se mantendra cercana al punto crftico o 
se alejara de este? Por ejemplo, es concebible que la partfcula se mueva formando 
cfrculos alrededor del punto crftico, o que regrese a un punto crftico diferente o a 
ninguno. Consulte la figura 9.7. 

Si en las cercanfas del punto crftico se presenta siempre el caso a) o el b) de la figura 9.7, 
nos referimos al punto crftico como estable localmente. Sin embargo, si el valor inicial 
X 0 que genera un comportamiento similar a c) puede encontrarse en cualquier punto 
dado en las cercanfas, nos referimos a ese punto crftico como inestable. Estos conceptos 
se clarificaran en la seccion 9.3, donde se estudiaran las preguntas i) y ii) para el caso de 
sistemas no lineales. 


I Analisis de estabilidad Se investigara en primera instancia estas dos preguntas de 
estabilidad para sistemas lineales autonomos pianos y se sentaran las bases de la seccion 
9.3. Los metodos de solucion del capftulo 8 nos permitiran proporcionar un analisis 
geometrico detallado de las soluciones a 

x' = ax + by 
y’ = cx + dy 


en terminos de los valores y vectores propios de la matriz de coeficientes 


A = 



En esta formula, a, b, c y d son constantes. Para aseguramos de que X 0 = (0, 0) es el 
iinico punto crftico, supondremos que el determinante A = ad — be =£ 0. Si r = a + 
d es la traza* de la matriz A, entonces la ecuacion caracterfstica (A — Al) = 0 puede 
reescribirse como 


A 2 - tA + A = 0. 

Por lo tanto, los valores propios de A son A = (r ± \/r — 4A)/2, y los tres casos co- 
munes para estas rafees se presentan en funcion de si el valor de r 2 — 4A es positivo, 
negativo o cero. En el ejemplo siguiente se utiliza un metodo numerico para encontrar la 
naturaleza de las soluciones correspondientes a estos casos. 


Ejemplo 1 Valores propios y la forma de las soluciones 

Encuentre los valores propios del sistema lineal 

x’ = —x + y 
y’ = cx — y 


en terminos de c, y utilice un metodo numerico para encontrar las formas de las solucio¬ 
nes correspondientes a los casos c = |, 4, 0 y — 9. 


Solucion La matriz de coeficientes 


-1 


1 

\ c —1 

nante A = 1 — c, por lo que los valores propios son 


A = 


± V?" 


4A 


tiene una traza r = — 2 y un determi- 
>n 

2 ± V4 - 4(1 - c) r 

- - = -1 ± Vc. 


La naturaleza de los valores propios, por lo tanto, esta determinada por el signo de c. 

Si c = entonces los valores propios son negativos y diferentes, A = — \ y —En la 
figura 9.8a) hemos utilizado un metodo numerico para generar las curvas solucion o tra- 
yectorias que corresponden a las diferentes condiciones iniciales. Observe que, excepto 
las trayectorias trazadas en negro en la figura, todas las trayectorias parecen aproximarse 


*En general, si A es una matriz de n X n, la traza de A es la suma de los elementos de la diagonal principal. 
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a 0 a partir de una direccion fija. Del capitulo 8, recuerde que una coleccion de trayecto- 
rias en el piano xy o piano de fase se llama retrato fase del sistema. 

Cuando c = 4, los valores propios tienen signos contrarios, A = 1 y — 3, y se presenta 
un fenomeno interesante. Todas las trayectorias se alejan del origen en una direccion fija, 
excepto las soluciones que comienzan sobre la linea trazada en negro en la figura 9.8/?). 
Ya estudiamos un comportamiento como este en el retrato fase de la figura 8.2. Realice 
experimentos con metodos numericos y compruebe estas observaciones. 

La selection c = 0 nos lleva a un solo valor propio real A = — 1. Este caso es muy pare- 
cido al caso c = \ salvo una significativa exception. Todas las curvas solucion de la figura 
9.8c) parecen aproximarse a 0 a partir de una direccion fija a medida que t aumenta. 


y 




y 



y 


0.5 


-0.5 



_i__i 

—0.5 0.5 


c) c = 0 


d)c = - 9 


Figura 9.3 Retratos fase para el sistema lineal del ejemplo 1 


Por ultimo, cuando c = —9, A = — 1 ± V— 9 = — 1 ± 3 i. Por lo tanto, los valores 
propios son numeros complejos conjugados con la parte real negativa —1. La figura 
9.8r/) muestra que las curvas solucion se mueven en espiral hacia el origen 0 a medida 
que t aumenta. □ 

El comportamiento de las trayectorias que se observan en los retratos de cuatro fases 
de la figura 9.8 del ejemplo 1 puede explicarse utilizando los resultados de la solucion de 
valores y vectores propios del capitulo 8. 

Caso I: Valores propios reales diferentes (t 2 — 4A > 0) 

De acuerdo con el teorema 8.7 de la section 8.2, la solucion general de (1) 
esta dada por, 

X(f) = c 1 K 1 e Al ' + c 2 K 2 c A2 ', (2) 

donde Aj y A 2 son los valores propios y K, y K 2 son los vectores propios co- 
rrespondientes. Observe que XL) puede escribirse tambien como 

X(r) = e A ‘'[ Cl K, + c 2 K 2 ^- a ->], (3) 
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Figura 9.11 Punto de equilibrio 


a) Ambos valorespropios negativos (r 2 — 4A > 0, t < 0 y A > 0) 

Nodo estable (A 2 < < 0): Puesto que ambos valores propios son negativos, 

a partir de (2) se puede deducir que lfm M00 X(f) = 0. Si suponemos que A 2 < 
A b entonces A 2 — A t < 0, por lo que e < A 2 - A i>' es una funcion de decaimiento 
exponencial. Por lo tanto, podemos concluir de (3) que X(f) ~ c 1 K 1 e Al ' para 
valores grandes de t. Cuando cq =h 0, XU) se aproximara a 0 desde una de las 
dos direcciones determinadas por el vector propio Kj correspondiente a A,. 
Si cq = 0, X(f) = c 2 K 2 e A 2 f y XU) se aproxima a 0 a lo largo de la lfnea deter- 
minada por el vector propio K 2 . La figura 9.9 muestra un conjunto de curvas 
solucion alrededor del origen. Un punto crftico se conoce como nodo estable 
cuando ambos valores propios son negativos. 

b) Ambos valores propios positivos (t 2 — 4A >0, t > 0 y A > 0) 

Nodo inestable (0 < A 2 < A x ): El analisis de este caso es parecido a a). De 
nuevo, a partir de (2), XU) sale de los lfmites conforme t aumenta. Ademas, 
suponiendo de nuevo que A 2 < A] y usando (3), podemos observar que X(t) se 
sale de los lfmites en una de las direcciones determinadas por el vector propio 
(cuando cq A 0) o a lo largo de la li'nea determinada por el vector propio 
K 2 (cuando <q = 0). La figura 9.10 muestra un conjunto tfpico de curvas solu¬ 
cion. Este tipo de punto cntico, correspondiente al caso en que ambos valores 
propios son positivos, se llama nodo inestable. 

c) Valores propios con signos opuestos (t 2 — 4A > 0 y A < 0) 

Punto de equilibrio (A 2 < 0 < A,): El analisis de las soluciones es identico que 
en b), salvo por una exception. Cuando <q = 0, XU) = c 2 K 2 e > ' 1 ' y, puesto que 
A 2 < 0, XU) se acercara a 0 a lo largo de la linea determinada por el vector pro¬ 
pio K 2 . Si X(0) no cae sobre la lfnea determinada por K 2 , la lfnea determinada 
por K, sirve como asfntota de XU). Por lo tanto, el punto cntico es inestable 
a pesar de que algunas soluciones se aproximan a 0 conforme aumenta t. Este 
punto crftico inestable se llama punto de equilibrio. Consulte la figura 9.11. 


Ejemplo 2 Valores propios reaLes diferentes 

Clasifique el punto crftico (0, 0) en cada uno de los sistemas lineales siguientes X' = AX 
como nodo estable, nodo inestable o punto de equilibrio. 


a ) A 



En cada caso analice la naturaleza de las soluciones en las cercanfas de (0, 0). 



Solucion a) Puesto que la traza r = 3 y el determinante A = —4, los valores propios son 

t ± Vt 2 - 4A 3 ± V3 2 — 4(—4) 3 ± 5 

A =-=-=-= 4, -1. 

2 2 2 

Los valores propios tienen signos contrarios, por lo que (0, 0) es un punto de equilibrio. 
No es diffcil demostrar (vea el ejemplo 1 de la section 8.2) que los vectores propios co- 
nespondientes aA 1 = 4yA 2 =—1 son 



respectivamente. Si X(0) = X 0 cae sobre la lfnea y = — x, entonces XU) se aproxima a 0. 
Para cualquier otra condition inicial, X(f) se volvera ilimitada en las direcciones deter¬ 
minadas por Kj. En otras palabras, la lfnea y = § x sirve como asfntota para todas estas 
curvas solucion. Consulte la figura 9.12. 

b) A partir de r = —29 y A = 100 se deduce que los valores propios de A son A, = —4 y 
A 2 = —25. Ambos valores propios son negativos, por lo que (0, 0) representa, en este 
caso, un nodo estable. Puesto que los vectores propios correspondientes a A, = —4 y 
A 2 = —25 son 
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respectivamente, se puede deducir que todas las soluciones se aproximan a 0 en la direc¬ 
tion definida por K 1; excepto aquellas soluciones para las que X(0) = X 0 cae sobre la 
linea y = — \x determinada por K 2 . Estas soluciones se aproximan a 0 a lo largo de y = 
— § x. Vea la figura 9.13. □ 


Caso II: Un valor propio real repetido (t 2 — 4A = 0) 

Nodos degenerados: De la section 8.2, recuerde que la solution general 
toma una de dos formas diferentes, dependiendo de si es posible encontrar 
uno o dos vectores propios linealmente independientes para el valor propio 
repetido A,. 

a) Dos vectores propios linealmente independientes 

Si K : y K 2 son dos vectores propios linealmente independientes correspon- 
dientes a A b entonces la solution general esta dada por 



X(t) = c 1 K 1 e A,t + c 2 K 2 e A,r = (cjKj + c 2 K 2 )e A ‘ f . 

Si A! <0, entonces X(f) se aproxima a 0 a lo largo de la linea determinada por 
el vector c, K, + c 2 K 2 y el punto critico se llama nodo degenerado estable 
(vea la figura 9.14a)). En la figura 9.14a), la flecha aparece invertida cuando 
Aj > 0, y tenemos un nodo degenerado inestable. 
b) Un solo vector propio linealmente independiente 

Cuando unicamente existe un solo vector propio K, linealmente independien¬ 
te, la solution general esta dada por 


X(f) = c 1 K 1 e Al ' + c 2 (K 1 fe Al ' + Pe Al '), 

donde (A — A^P = K, (vea la section 8.2, (12) a (14)), y la solution puede 
escribirse de nuevo como 


X(t) = te Al ' 


Ci c 2 

c 2 K, + — Kj + —P 
t t 


Si A : < 0, entonces lim,.^ te Xl ‘ = 0 y se deduce que X(t) se aproxima a 0 
en una de las direcciones determinadas por el vector K, (consulte la figu¬ 
ra 9.14 b)). De nuevo, el punto critico se llama nodo degenerado estable. 
Cuando A! > 0, las soluciones se parecen a las de la figura 9.14 b) con las 
flechas invertidas. La linea determinada por K, es una asintota en todas las 
soluciones. Otra vez, el punto critico se llama nodo degenerado inestable. 



Figura 9.14 Nodos degenerados estables 
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Figura 9.15 Centro 



b) 


Figura 9.16 Puntos espirales 
estables e inestables 


Caso III: Valores propios complejos (t 2 — 4A < 0) 

Si = a + i/3 y Aj = a — ifi son los valores propios complejos y = Bj 
+ /B 2 es un vector propio complejo correspondiente a A b la solucion general 
puede escribirse como X(r) = c,X ( (r) + c 2 X 2 (r), donde 

X x (?) = (B x cos fit — B 2 sen fit)e M y X 2 (?) = (B 2 cos fit + Bj sen fit)e°". 

Consulte las ecuaciones (23) y (24) de la section 8.2. Por lo tanto, una solu¬ 
cion puede escribirse en la forma 

x(t) = e“'(c n cos fit + c 12 sen fit), y(t) = e°"(c 2 1 cos fit + c 22 sen fit), (4) 
y cuando a = 0 tenemos 

x(t) = c n cos fit + c l2 sen fit, y(t) = c 2l cos fit + c 22 sen fit. (5) 

a) Renees imaginarias puras (r 2 — 4A < 0, r = 0) 

Centro: Cuando a = 0, los valores propios son imaginarios puros y, a partir 
de (5), todas las soluciones son periodicas con periodo p = 2ir//3. Observe 
que si tanto c 12 como c 2 i llegaran a ser 0, entonces (5) se reducirfa a 

x(t) = c n cos fit, y(t) = c 22 sen fit, 

la cual es una representation parametrica estandar de la elipse r 2 /^ + y 2 lc\ 2 
= 1. Despejando fit y sen fit del sistema de ecuaciones (4) y utilizando la 
identidad sen 2 fit + cos 2 [it = 1, es posible demostrar que todas las soluciones 
son elipses con centro en el origen. El punto crftico (0, 0) se llama centro y 
la figura 9.15 muestra una coleccion ti'pica de curvas solucion. Las elipses 
son o todas transversales en sentido horario o todas transversales en sentido 
antihorario. 

b) Parte real diferente de cero (t 2 — 4A < 0, t =A 0) 

Puntos espirales: Cuando a 0, el efecto del termino e M en (4) es similar 
al efecto del termino exponencial presentado en el analisis del movimiento 
amortiguado visto en la section 3.8. Cuando a < 0, e at —> 0, y las espirales 
solucion de forma elfptica estan cada vez mas cercanas al origen. El punto crf¬ 
tico se llama punto espiral estable. Cuando a > 0, el efecto es contrario. Una 
solucion de forma elfptica se aleja cada vez mas del origen y el punto crftico 
se llama, en este caso, punto espiral inestable. Vea la figura 9.16. 


Ejemplo 3 Valores propios repetidos y complejos 

Clasifique el punto crftico (0, 0) de cada uno de los sistemas lineales X' = AX siguientes. 



b) A = 


-1 

-1 


En cada caso, analice la naturaleza de la solucion que satisfaga X(0) = (1,0). Determine 
las ecuaciones parametricas de cada solucion. 


Solucion a) Puesto que r = —6 y A = 9, el polinomio propio es A 2 + 6A + 9 = (A + 
3) 2 , por lo que (0,0) es un nodo degenerado estable. Para el valor propio repetido A = — 3, 

( 3\ 

encontramos un solo vector propio =11, por lo que la solucion X(f) que satisface 
a X(0) = (1, 0) se aproxima a (0, 0) en la direction especificada por la lrnea y = v/3. 


b) Puesto que t = 0 y A = 1, los valores propios son A = ±i, por lo que (0, 0) es un 
centro. La solucion X(?) que satisface a X(0) = (1, 0) es una elipse que rodea al origen 
cada 2ir unidades de tiempo. 
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De acuerdo con el ejemplo 4 de la section 8.2, la solution general del sistema dado 
en a) es 


x (0 = til 1 Je 3 ' + c 2 


te 3 ' + 


La condition inicial nos da Cx = 0 y c 2 = 2, por lo que 

jc = ( 6 1 + 1)£> 3f , y = 2 te^' 

son ecuaciones parametricas de la solution. 

La solucion general del sistema dado en b) es 


X(0 = cj 


f cos t + sen A / cos t — sen t 


cos t 


+ c 2 l 


■ sen t 


La condition inicial nos da = 0 y c 2 = 1, por lo que 


x = cos t — sen t, y = —sen t 

son ecuaciones parametricas de la elipse. Observe que y < 0 para pequenos valores posi- 
tivos de t, y por lo tanto la elipse es transversal en sentido horario. 

Las soluciones de a) y b ) se muestran en las figuras 9.17a) y b), respectivamente. □ 


y 

1 - 



- 1 -- 

a) 



Figura 9.17 Curvas solucion 
del ejemplo 3 


La figura 9.18 muestra un resumen de los resultados de esta section. La naturaleza 
geometrica general de las soluciones puede determinarse calculando la traza y el deter- 
minante de A. En la practica, las graficas de las soluciones se obtienen de manera mas 
sencilla no construyendo las soluciones explfcitas con valores y vectores propios, sino 
generando las soluciones en forma numerica mediante el uso de un solucionador numeri- 
co y un metodo como el de Runge-Kutta (section 6.2) para sistemas de primer orden. 



Figura 9.18 Resumen geometrico de Los casos I, II y III 
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Ejemplo 4 Clasificacion de Los puntos criticos 

Clasifique el punto crftico (0, 0) de cada sistema lineal X' = AX siguiente 


a) A 


/ 1.01 3.10\ 

V —1.10 —1.02/ 


para las constantes positivas a. 


b) A = 
b, c, d, x y y. 


-ax 

cdy 



Solution a) Para esta matriz t = —0.01, A = 2.3798 y r 2 — 4A < 0. Utilizando la figu- 
ra 9.18, podemos observar que (0, 0) es un punto espiral estable. 

b ) Esta matriz surge del modelo de competencia Lotka-Volterra, el cual estudiaremos en 
la section 9.4. Puesto que t = —(ax + dy) y todas las constantes de la matriz son positi¬ 
vas, t < 0. El determinante puede escribirse como A = adxy (I — be). Si bc> 1, entonces 
A < 0 y el punto crftico es un punto de equilibrio. Si be < 1, entonces A > 0 y el punto 
crftico es un nodo estable, un nodo degenerado estable o un punto espiral estable. En los 
tres casos lfm MOO X(?) = 0. □ 


Ahora podemos proporcionar las respuestas para cada una de las preguntas plantea- 
das al comienzo de esta section acerca del sistema autonomo piano lineal 

x' = ax + by 
y’ = ex + dy 

con ad — be /= 0. Las respuestas se resumen en el teorema que se muestra a continuation. 


TEOREMA 


9.1 


Criterio de estabiLidad 
de los sistemas Lineales 


"A 


Para un sistema autonomo piano lineal X' = AX con det A =/= 0, dejemos que X = 
X(f) exprese la solution que satisface la condition inicial X(0) = X 0 , donde X 0 0. 

a) lfm MOO X(f) = 0 si, y solo si, los valores propios de A tienen partes reales nega- 
tivas. Esto se presenta cuando A > 0 y t < 0. 

b) X(f) es periodica si, y solo si, los valores propios de A son puramente imagina- 
rios. Esto se presentara cuando A > 0 y r = 0. 

c) En todos los demas casos, dada cualquier cercanfa al origen, existe al menos un 
X 0 en la cercanfa para el que X(7) se vuelve ilimitado a medida que t aumenta. 


Comentarios 


La terminologfa utilizada para describir los tipos de puntos crfticos varfa de libro a 
libro. La tabla siguiente relaciona un gran numero de terminos alternos que usted puede 
encontrarse en la literatura. 

Termino Terminos alternos 


punto crftico 

punto de equilibrio, punto singular, 
punto estacionario, punto de descanso 

punto espiral 

foco, punto focal, punto vertice 

nodo estable o punto espiral 

atractor, destino 

nodo inestable o punto espiral 

repelente, fuente 
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EJERCICIOS 9.2 


Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-22. 


En los problemas del 1 al 8, se proporciona la solucion general 
del sistema lineal X' = AX. 

a ) En cada caso, analice la naturaleza de las soluciones 
en la cercama de (0, 0). 

b) Con ayuda de una herramienta para hacer graficas, 
trace la solucion que satisface a X(0) = (1, 1). 


1. A = 


2. A = 


3. A = 


4. A = 


-2 -2 


-2 
-1 -2 

3 4 

1 -1 
1 1 


I, X(f) = cj \e 1 + c 2 | 


, X(f) = c,| 


, X(t) = e' 


1 

-1 


e' + c 2 1 


e 


x(0 = e-' 


-1 -4 

1 - 1 )’ 

2 cos 2t 


Cll 


sen 2 1 


+ c 2 \ 


5. A = 


-6 5\ 

-5 4/ 

1 


— sen t 
cos t 


-2 sen 2 1 
cos 2 1 


+ c- 


cos t 
sen t 


x ( t ) = Je ’ + c 2 ^ jte ' + Je ' 

6. A = 


2 4\ 

-i 6 y 


X(0 = c^Je 4 ' + c 2 

7. A = 


te 41 + 


2 -r 

3 -2 y 


X(0 = Cjl 

8. A = 

X(0 = cjl 


e ' + c 


~ l I’ 

-i iy 


5 cos 2 1 
cos 2r — 2 sen 2t 


+ c 2 1 


5 sen 2t 
2 cos 2 1 + sen 2 1 


15. x' = 0.02x — 0.1 ly 16. x' = 0.03jc + O.Olv 
y' = O.lOx - 0.05y y' = -O.OIjc + 0.05y 

17. Determine las condiciones presentes en la constante real 
u de tal forma que (0, 0) sea el centra del sistema lineal 

x' = —fix + y 

y' = ~x + fiy. 

18. Determine una condicion presente en la constante real u 
de tal forma que (0, 0) sea un punto espiral estable del 
sistema lineal 

*'=? 

y' = -x + fiy. 

19. Demuestre que (0, 0) siempre es un punto crftico inesta- 
ble del sistema lineal 

x' = fix + y 
y' = ~x + y, 

donde fi es una constante real y fi =/= — 1. ^Cuando (0, 0) 
es un punto de equilibrio inestable? ^Cuando (0, 0) es 
un punto espiral inestable? 

20. Sea X = X(t) la respuesta de un sistema dinamico li¬ 
neal 

x' = ax — fiy 
y' = /3.V + ay 

que satisface la condicion inicial X(0) = X 0 . Determine 
las condiciones presentes en las constantes reales a y fi 
que aseguraran que lfm Ma ,X(t) = (0, 0). ^Puede (0, 0) 
ser un nodo o un punto de equilibrio? 

21. Demuestre que el sistema lineal no homogeneo X' = 
AX + F tiene un punto crftico unico X! cuando A = det 
A =/= 0. Concluya que si X = X(t) es una solucion del 
sistema no homogeneo, r < 0 y A > 0, entonces lim, )00 
X(?) = X t . [Sugerencia: X(t) = X c (t) + X,.| 

22. En el ejemplo 4b), demuestre que (0, 0) es un nodo esta¬ 
ble cuando be < 1. 

En los problemas del 23 al 26, se proporciona un sistema lineal 
no homogeneo X' = AX + F. 


En los problemas del 9 al 16, clasifique el punto crftico (0, 0) 
del sistema lineal que se proporciona calculando la traza t y el 
determinante A y empleando la figura 9.18. 


9. x' = — 5x + 3y 
y' = 2x + ly 

11. x' = —5x + 3v 
y' = —2x + 5y 

1 -7 / 3 I 1 

13. X = — 2 * + 4 y 

/ 1 

y = -x- 2 y 


10. x' = — 5x + 3y 
y' = 2x - ly 
12. x' = — 5x + 3y 
y' = -lx + 4y 
14. x' = \ x + \ y 

y = -x + 2 y 


a) En cada caso, determine el punto crftico unico Xj. 

b) Utilice un metodo numerico para determinar la natura¬ 
leza de cada punto crftico encontrado en a). 

c) Investigue la relacion que hay entre X, y el punto crfti¬ 
co (0, 0) del sistema lineal homogeneo X' = AX. 

23. x' = 2x + 3y — 6 24. x' = — 5x + 9y + 13 


y 


—x — 2y + 5 


y 


-x - lly - 23 


25. x' = O.lx — 0.2v + 0.35 26. x 1 = 3x — 2y — 1 
y' = O.lx + O.ly - 0.25 / = 5x - 3y - 2 


9.2 Estabilidad de Los sistemas Lineales 
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Linealizacion y estabilidad local 



Figura 9.19 Cuenta deslizandose 
sobre la grafica de z = f(x) 


M Introduction La idea principal de esta section es la linealizacion. Una aproxima- 
cion lineal local, o linealizacion, de una funcion diferenciable/(x) en un punto (x 1 ,/(x 1 )) 
es la ecuacion de la linea tangente a la grafica de/en el punto: y =f(x 1 ) +/'(x 1 )(x-x 1 ). 
Para x cercano a x h los puntos sobre la grafica de/(x) estan cerca de los puntos de la 
li'nea tangente, por lo que los valores y(x ) que se obtienen a partir de esta ecuacion 
pueden utilizarse para aproximar los correspondientes valores de f(x). En esta section 
aplicaremos la linealizacion como una forma de analizar ecuaciones diferenciales no 
lineales y sistemas no lineales; la idea es efectuar su reemplazo por ecuaciones diferen¬ 
ciales lineales y sistemas lineales. 

■ Cuenta deslizante Comenzamos esta section afinando los conceptos sobre estabili¬ 
dad presentados en la section 9.2, de tal forma que tambien se apliquen a los sistemas au- 
tonomos no lineales. A pesar de que el sistema lineal X' = AX tenia solamente un punto 
crftico cuando det A A 0, en la section 9.1 observamos que un sistema no lineal puede 
tener muchos puntos crfticos. Por lo tanto, no podemos esperar que una particula ubicada 
inicialmente en X 0 permanezca cercana a un punto crftico X t dado, a menos que X 0 haya 
sido colocada lo suficientemente cerca de X : para comenzar. La particula bien podria ser 
llevada a un segundo punto crftico X 2 . Para enfatizar esta idea se considerara el sistema 
fisico ilustrado en la figura 9.19, donde una cuenta se desplaza a lo largo de la curva 
z = /(x) bajo la influencia de la gravedad sola. En la section 9.4 demostraremos que la 
coordenada x de la cuenta satisface una ecuacion diferencial no lineal de segundo orden 
x" = g(x, x'), y por lo tanto, estableciendo y = x' satisface el sistema autonomo no lineal 

x' =y 

y' = g(x, y). 

Si la cuenta se ubica en P = (x,/(x)) y dada una velocidad inicial de cero, esta permane- 
cera en P siempre y cuando/'(x) = 0. Si la cuenta se coloca cerca del punto crftico ubicado 
en x = x l , se mantendra cerca dex = x, solo si su velocidad inicial no la lleva por encima de 
la “joroba” localizada enx = x 2 hacia el punto crftico ubicado enx = x 3 . Por lo tanto, X(0) = 
(x(0), x'(0)) debe estar cerca de (x b 0). 

En la definition siguiente expresaremos la distancia que hay entre dos puntos X y Y 
mediante IX — Yl. Recuerde que si X = (x b x 2 ,..., x„) y Y = (y b y 2 ,, y„), entonces 

|X - Y| = V(x! - vO 2 + (x 2 - y 2 ) 2 + ••• + (x„ - y n f. 




Figura 9.20 Puntos criticos 


DEFINICION 9.1 


Puntos criticos estables 




Sea Xj un punto crftico de un sistema autonomo, y dejemos que X = \(i) exprese 
la solution que satisface la condition inicial X(0) = X 0 , donde X 0 A X,. Decimos 
que X, es un punto critico estable cuando, dado cualquier radio p > 0, existe un 
radio correspondiente r > 0 tal que si la position inicial X 0 satisface IX 0 - X, I < r, 
entonces la solution correspondiente X(f) satisface IX(f) — X 3 I < p para toda t > 0. 
Si, ademas, liiu, >00 X(t) = X! siempre que IX 0 — X,I < r, llamamos a X, punto cri¬ 
tico estable asintotico. 


Esta definition se ilustra en la figura 9.20a). Dado cualquier disco de radio p alrede- 
dor del punto crftico X h una solution permanecera dentro del disco siempre y cuando el 
valor de X(0) = X 0 sea seleccionado lo suficientemente cerca de X,. No es necesario que 
la solution se acerque al punto critico para que X! sea estable. Los nodos estables, los 
puntos en espiral estables y los centros son ejemplos de puntos crfticos estables de siste¬ 
mas lineales. Para enfatizar que X 0 debe seleccionarse cercano a X h tambien se utiliza el 
termino punto critico estable localmente. 

La definition de punto crftico inestable se obtiene al negar la definition 9.1. 
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DEFINICION 9.2 


Punto critico inestabLe 


>1 

Sea X] el punto critico de un sistema autonomo y que X = X(f) exprese la solucion 
que satisface la condicion inicial X(0) = X 0 , donde X 0 =h X t . Decimos que X, es un 
punto critico inestable si existe un disco de radio p > 0 con la propiedad de que, 
para cualquier r > 0, existe al menos una posicion inicial X 0 que satisface a IX 0 — 
XJ < r, aun cuando la solucion correspondiente X(r) satisfaga a IX(?) — X,l > p por 
al menos un t > 0. 

___/ 

Si un punto critico X : es inestable, sin importar que tan pequena sea la cercanfa de X,, 
siempre se puede encontrar una posicion inicial X 0 tal que de como resultado que la so¬ 
lucion abandona algun disco de radio p en algun tiempo t ubicado en el futuro. Consulte 
la figura 9.20 b). Por lo tanto, los nodos inestables, los puntos inestables en espiral y los 
puntos de equilibrio son ejemplos de puntos crfticos inestables de sistemas lineales. En 
la figura 9.19, el punto critico ( x 2 , 0) es inestable. El ligero desplazamiento, o velocidad 
inicial, provoca un alejamiento de la cuenta respecto al punto (jc 2 ,/(x 2 )). 


Ejemplo 1 Punto critico estable 

Demuestre que (0, 0) es un punto critico estable del sistema autonomo piano no lineal 

x' = —y — xV 'x 2 + y 2 
y' = x - y\Zx 2 + y 2 

considerado en el ejemplo 6 de la seccion 9.1. 


Solucion En el ejemplo 6 de la seccion 9.1, demostramos que en coordenadas polares 

1 

r = -, 9 = t + c 2 , 

t + Ci 

es la solucion del sistema. Si X(0) = (r 0 , 9 0 ) es la condicion inicial en coordenadas po¬ 
lares, entonces 

r = —, 9 = t + 9 0 . 

r 0 t + 1 

Observe que r < r 0 para t > 0, y r se aproxima a (0, 0) a medida que t aumenta. Por lo 
tanto, dado p > 0, una solucion que comienza en menos de p unidades a partir de (0, 0) 
permanece dentro de p unidades del origen para toda f > 0. De aqui que el punto critico 
(0, 0) sea estable y, de hecho, asintoticamente estable. En la figura 9.21 se muestra una 
solucion ti'pica. O 



Figura 9.21 Punto critico 
asintoticamente estable 


Ejemplo 2 Punto critico inestable 

Un sistema autonomo piano, cuando se expresa en coordenadas polares, toma la forma 

dr 

— = 0.05r(3 - r) 
dt 

dO _ 
dt 

Demuestre que (x, y) = (0, 0) es un punto critico inestable. 

Solucion Puesto que x = r cos 0 y v = r sen 9, tenemos 

dx d9 dr 

— = — r sen 9 -1-cos 6 

dt dt dt 

dy d9 dr 

— = r cos 0 -1-sen 0. 

dt dt dt 


9.3 Linealizacion y estabiLidad local 
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Figura 9.22 Punto critico 
inestabLe 


A partir de dr/dt = 0.05r(3 — r) observamos que dr/dt = 0 cuando r = 0, y podemos 
concluir que (x, y) = (0, 0) es un punto critico si sustituimos r = 0 en cl nuevo sistema. 

La ecuacion diferencial dr/dt = 0.05 r (3 — r) es una ecuacion logfstica que puede 
resolverse mediante la separation de variables. Si r(0) = r 0 y r 0 =£ 0, entonces 

_ 3 

' ~~ 1 + Co^ 0 ' 15 '’ 


donde c 0 = (3 


r Q )/r 0 . Puesto que 


lim 


3 

1 + Co e-° 15 ' 


= 3, 


se puede deducir que no importando que tan cerca de (0, 0) empiece una solution, esta 
rebasara un disco de radio 1 respecto al origen. Por lo tanto, (0, 0) es un punto critico 
inestable. En la figura 9.22 se muestra una solution tfpica que comienza cerca de (0, 0). 

□ 


Li realization Rara vez es posible determinar la estabilidad del punto critico de un 
sistema no lineal calculando soluciones expllcitas, como en los ejemplos 1 y 2. En lugar 
de hacer esto, reemplazamos el termino g(X) en el sistema autonomo original X' = g(X) 
por un termino lineal A(X - X,) que se aproxime lo mas posible a g(X) en las cercanfas 
de X,. Este proceso de reemplazo, llamado linealizacion, se mostrara en primera instan- 
cia para la ecuacion diferencial de primer orden x' = g(x). 

Una ecuacion de la Ifnea tangente a la curva y = g(x ) en x = x, es y = g(x i) + 
g'(xi) (x — x,), y si x, es un punto critico de x' = g(x), tenemos 

x' = g(x) ~ g'(x,)(x - x,). 

La solucion general de la ecuacion diferencial lineal 


x' = g'CriX* ~ x,) 

es x = Xi +ce Xl ‘, donde A, = g'(x,). Por lo tanto, g'(x,) < 0, entonces x{t) se aproxima 
ax,. El teorema 9.2 afirma que se presenta el mismo comportamiento en la ecuacion 
diferencial original siempre y cuando el valor de x(0) = x 0 sea seleccionado lo suficien- 
temente cercano al de x,. 


J 


Las ecuaciones dife- 
renciales autonomas 
de primer orden se 
estudiaron en La sec- 
cion 2.1. 


TEOREMA 9.2 


Criterio de estabiLidad parax' 






Sea x, un punto critico de la ecuacion diferencial autonoma x' = g(x), donde g es 
diferenciable en x,. 


a) Si g'(x,) < 0, entonces x, es un punto critico estable asintoticamente. 

b) Si g'fxi) > 0, entonces x, es un punto critico inestable. 

___/ 



Figura 9.23 tt/4 es asintotica¬ 
mente estabLe; 5 ir/t\ es inestabLe 


Ejemplo 3 EstabiLidad en una ecuacion diferencial no lineal 
de primer orden 

Tanto x = 7r/4 como x = 5-tt/4 son puntos crfticos de la ecuacion diferencial autonoma 
x' = cos x — sen x. Esta ecuacion diferencial es difitil de resolver expHcitamente; sin 
embargo, podemos utilizar el teorema 9.2 para predecir el comportamiento de las solu¬ 
ciones en las cercanfas de estos dos puntos crfticos. 

Puesto que g'(x) = — senx — cosx, g'(7r/4) = — V2 < 0 y g'(5-7r/4) = V2 > 0. Por lo 
tanto x = tt/4 es un punto critico estable asintoticamente, pero x = 5ir/4 es inestable. En 
la figura 9.23 utilizamos un metodo numerico para investigar las soluciones que comen- 
zaban cerca de (0, tt/4) y (0, 5-7T/4). Observe que las curvas solucion que empiezan cerca 
de (0, 57r/4) se mueven alejandose rapidamente de la Ifnea x = 5 tt/4, tal como se habfa 
anticipado. □ 
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Ejemplo 4 Analysis de estabiLidad de la ecuacion diferencial logistica 

Sin resolverla explfcitamente, analice los puntos crfticos de la ecuacion diferencial logfs- 

r 

tica (vea la seccion 2.8) x' = — x(K — x), donde ry K son constantes positivas. 
Solution Los dos puntos crfticos son x = 0 y x = K. Puesto que 

g'M = ^{K- 2x), 

g'( 0) = r y g'(K) = —r. Por lo tanto, podemos concluir que x = 0 es un punto crftico 
inestable y x = K es un punto crftico estable asintoticamente. □ 


I Matriz jacobiana Se puede llevar a cabo un analisis similar para un sistema autono- 
mo piano. Una ecuacion del piano tangente a la superficie z = g(x, y ) en X! = (x b y,) es 


^ = g(*i, Ji) + zr~ 

dx 


(X ~ X\) + ~~ 

fen) d y 


fe vi) 


(y ~ yil 


y g(x, y) puede ser aproximada por su piano tangente en las cercanfas de X,. 

Cuando X t es un punto crftico del sistema autonomo piano, P(x u y ,) = Q(x u y,) = 0 
y tenemos 


, , , SP 

x = P{x, y) « — 
ax 


. , dP 

{x - x x ) + — 

(a,*) d y 


(*1. .Vi) 


(y ~ yi) 


, . dQ 

y = Q{x, y) « — 
ox 


C*i. yi) 


{x 


dy 


( x i. yi) 


(y ~ Li)- 


El sistema original X' = g(X) puede ser aproximado en las cercanfas del punto crftico X, 
mediante el sistema lineal X' = A(X — X,). donde 


/ dP 

dP 

\ 

dx 

(*.,*) d y 

fey,) 

dQ 

dQ 


\ dx 

fey,) ty 

fey,)/ 


Esta matriz se conoce con el nombre de matriz jacobiana en X t y se expresa como 
g'fXi). Si establecemos H = X - X l5 entonces el sistema lineal X' = A(X — Xj) se 
convierte en H' = AH, que es de la forma del sistema lineal analizado en la seccion 9.2. 
El punto crftico X = X! para X' = A(X — X r ) corresponde ahora al punto crftico H = 0 
para H' = AH. Si los valores propios de A tienen partes reales negativas, entonces, por 
el teorema 9.1, 0 es un punto crftico estable asintoticamente para H' = AH. Si existe un 
valor propio que tenga parte real positiva, H = 0 es un punto crftico inestable. El teo¬ 
rema 9.3 afirma que se puede llegar a la misrna conclusion para el punto crftico X, del 
sistema original. 


TEOREMA 9.3 


Criterio de estabiLidad para los 
sistemas autonomos pianos 


Sea X, un punto crftico del sistema autonomo piano X' = g(X), donde P(x, y) y Q(x, y) 
tienen primeras derivadas parciales continuas en las cercanfas de X t . 

a) Si los valores propios de A = g'(X,) tienen parte real negativa, entonces X, es 
un punto crftico estable asintoticamente. 

b) Si A = g'(X|) tiene un valor propio con parte real positiva, entonces X! es un 
punto crftico inestable. 


9.3 Linealizacion y estabiLidad local 
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1 


-1-1- X 

-2 -1 

Figura 9.24 El punto parece ser 
un punto espiral estabLe 


Ejemplo 5 Analisis de estabiLidad de sistemas no Lineales 

Clasifique (si es posible) como estables o inestables los puntos criticos de cada uno de 
los sistemas autonomos pianos siguientes. 

a) x' = x 2 + y 2 — 6 b) x' = 0.01jr(100 — x — y) 

y' = x 2 - y y' = 0.05y(60 ~y~ 0.2x) 


Solution Los puntos criticos de cada sistema se determinaron en el ejemplo 4 de la 
seccion 9.1. 

a) Los puntos criticos son ( \/~2, 2) y (— \Zl, 2), la matriz jacobiana es 


g'(X) 


(2x 2y\ 

\2x -1 / 


por lo que 

A, = g'«Vi2)).(^ _*) , A 2 


g'((- Vi, 2)) 


(- 2 V 2 4\ 

V-2\/2 -1 )' 


Como el determinante de A 3 es negativo, A, tiene un valor propio real positivo. Por 
lo tanto, (Vi, 2) es un punto crftico inestable. La matriz A 2 tiene un determinante y 
una traza negativa, por lo que ambos valores propios tienen partes reales negativas. 
Se puede deducir entonces que ( — Vi, 2) es un punto critico estable. 
b) Los puntos criticos son (0, 0), (0, 60), (100, 0) y (50, 50), la matriz jacobiana es 


g'(X) = 


0.01(100 - 2x - y ) - O.OLc 

-O.Oly 0.05(60 - 2 y - 0.2.r) 


por lo que 

Al = g -«0. °)) = °) 
a 3 = g'((ioo, o)) = (~ l o 


A 2 = g'((0, 60)) 



A 4 = g'((50, 50)) = 


-0.5 

-0.5 



Como la matriz Aj tiene un determinante positivo y una traza positiva, ambos valores 
propios tienen partes reales positivas. Por lo tanto, (0, 0) es un punto critico inestable. 
Los determinantes de las matrices A 2 y A 3 son negativos, y asi, en cada caso, uno de los 
valores propios es positivo. De este modo, tanto (0, 60) como (100, 0) son puntos criticos 
inestables. Puesto que la matriz A 4 tiene un determinante positivo y una traza negativa, 
(50, 50) es un punto critico estable. 


En el ejemplo 5 no calculamos r 2 — 4A (como en la seccion 9.2) e intentamos cla- 
sificar los puntos criticos como nodos estables, puntos espirales estables, puntos de 
equilibrio, etc. Por ejemplo, para X! = (— Vi, 2) en el ejemplo 4(a), t 2 — 4A < 0, y si 
el sistema fuera lineal, podrfamos haber concluido que X, era un punto espiral. La figura 
9.24 muestra varias curvas solucion cercanas a X, obtenidas mediante un metodo nume- 
rico, y cada solucion parece crecer en espiral hacia el punto critico. 

I Clasificacion de los puntos criticos Es natural preguntarse si es posible inferir 
mas informacion geometrica acerca de las soluciones cercanas al punto critico X, de 
un sistema autonomo no lineal a partir de un analisis del punto critico del sistema lineal 
correspondiente. La respuesta se resume en la figura 9.25; sin embargo, deben atenderse 
los comentarios siguientes. 

i ) En cinco casos distintos (nodo estable, punto espiral estable, punto espiral inestable, 
nodo inestable y equilibrio) el punto critico se puede categorizar como el punto 
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Figura 9.25 Resumen de geometria 

crftico en el sistema lineal correspondiente. Las soluciones tienen las mismas carac- 
teristicas geometricas generales que las soluciones del sistema lineal, y conforme 
se acercan a las inmediaciones de X! el parecido es mayor. 
ii) Si t 2 = 4A y t > 0, el punto crftico X! es inestable; sin embargo, para este caso en 
el lfmite, todavia no podemos decidir si ^ es una espiral estable, un nodo inestable 
o un nodo degenerado inestable. De manera similar, si r 2 = 4A y t < 0, el punto 
crftico X! es estable pero puede ser una espiral estable, un nodo estable o un nodo 
degenerado estable. 

in) Si t = 0 y A > 0, los valores propios de A = g'(X) son imaginarios puros, y para 
este caso en el lfmite X! puede ser una espiral estable, una espiral inestable o un 
centro. De este modo, todavia no es posible determinar si X! es estable o inestable. 


Ejemplo6 CLasificacion de Los puntos criticos de un sistema no LineaL 
Clasifiquemos cada punto crftico del sistema autonomo piano del ejemplo 5b) como 
nodo estable, punto espiral estable, punto espiral inestable, nodo inestable o punto de 
equilibrio. 

Solucion Para la matriz A, correspondiente a (0, 0), A = 3, r = 4, y asf t 2 — 4A = 4. 
Por lo tanto, (0, 0) es un nodo inestable. Los puntos criticos (0, 60) y (100, 0) son equi- 
librios, ya que A < 0 en ambos casos. Para la matriz A 4 , A > 0, r < 0 y T — 4A > 0. Se 
puede deducir que (50, 50) es un nodo estable. Experimente con un metodo numerico 
para comprobar estas conclusiones. □ 


Ejemplo 7 AnaLisis de estabiLidad de un resorte fLexible 

De la section 3.10, recuerde que la ecuacion diferencial de segundo orden mx" + kx + 
kp? = 0, para k> 0, representa un modelo general para las oscilaciones libres no amor- 
tiguadas de una masa m conectada a un resorte no lineal. Si k = I y k t = — 1, el resorte 
se conoce como flexible y el sistema autonomo piano correspondiente a la ecuacion dife¬ 
rencial no lineal de segundo orden x" + x — x 3 = 0 es 

*' = y 

y' = x 3 — x. 


9.3 Linealizacion y estabiLidad LocaL 
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Encuentre y clasifique (si es posible) los puntos crfticos. 



Figura 9.26 Retrato fase del 
sistema no lineal del ejemplo 8 


Solution Puesto quex 3 — x = x(x 2 — 1), los puntos crfticos son (0, 0), (1, 0) y (— 1. 0). 
Las matrices jacobianas correspondientes son 

A, = g'((0,0)) = f J A 2 = g'((l,0)) = g'((-1,0)) = Q j). 

Como A 2 < 0, los puntos crfticos (1, 0) y (—1, 0) son puntos de equilibrio. Los valores 
propios de la matriz A! son ±i, y de acuerdo con el comentario iii ), el estado que guarda 
el punto crftico en (0, 0) permanece dudoso. Podrfa ser una espiral estable, una espiral 
inestable o un centra. 

I El metodo del piano fase El metodo de linealizacion, cuando tiene exito, puede 
proporcionar informacion util acerca del comportamiento local de las soluciones cerca- 
nas a los puntos crfticos. Es de ayuda limitada si estamos interesados en encontrar las so¬ 
luciones cuya position inicial X(0) = X 0 no sea cercana a un punto crftico o si deseamos 
obtener una vision global de la familia de curvas solucion. El metodo del piano fase se 
basa en el hecho de que 

dy dy/dt Q(x,y ) 
dx dx/dt P(x, y) 

y tiene como objeto encontrar y como una funcion de x utilizando uno de los metodos 
disponibles para resolver ecuaciones diferenciales de primer orden (capftulo 2). Como se 
pudo observar en los ejemplos 8 y 9, a menudo el metodo puede utilizarse para decidir si 
un punto crftico como (0, 0) en el ejemplo 7 es una espiral estable, una espiral inestable 
o un centra. 


Ejemplo 8 Metodo del piano fase 

Utilice el metodo del piano fase para clasificar el unico punto crftico (0, 0) del sistema 
autonomo piano 


x' = y 


y = x\ 


Solucion El determinate de la matriz jacobiana 


g'(X) 




es 0 en (0, 0), por lo que la naturaleza del punto crftico (0, 0) permanece dudosa. Utili¬ 
zando el metodo del piano fase, obtenemos la ecuacion diferencial de primer orden 

dy dy/dt x 2 
dx dx/dt y 2 ’ 

que puede resolverse facilmente por separation de variables: 


y 2 dy = 


x 2 dx 


y 3 = x 3 + c. 


Si X(0) = (0, Vo), es posible deducir que y 3 = x 3 + yi o y = NKx 3 + yl- La figura 9.26 
muestra un conjunto de curvas solucion correspondiente a las diferentes alternativas para 
y 0 , y la naturaleza del punto crftico es evidente. Sin importar que tan cerca de (0, 0) co- 
mience la solucion, X(t) se aleja del origen conforme aumenta t. El punto crftico en (0, 0) 
es, por lo tanto, inestable. 


Ejemplo 9 AnaLisis deL pLano fase de un resorte flexible 

Utilice el metodo del piano fase para determinar la naturaleza de las soluciones de x" + 

x — x 3 = 0 en las cercanfas de (0, 0). 
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Solucion Si establecemos dxldt = y, entonces dy/dt = x 3 — x. A partir de lo anterior 
obtenemos la ecuacion diferencial de primer orden 


dy dy/dt x 3 — x 

dx dx/dt y 


que puede resol verse por separation de variables. Integrando 

,,2 4 


ydy = 


., y x' x 2 

(x — x) dx obtenemos — =--h c. 

2 4 2 


Despues de completar el cuadrado, podemos escribir la solucion como y 2 = (x 2 
+ c 0 . Si X(0) = (x 0 , 0), donde 0 < x 0 < 1, entonces c 0 = — (xq — l) 2 12, y as! 

2 _ C* 2 ~ l) 2 _ (*o ~ l) 2 _ (2 - x 2 - xg)(xg - x 2 ) 

y ~ 2 2 ~ 2 


l) 2 12 


Observe que y = 0 cuando x = — x 0 . Ademas, el miembro derecho de la ecuacion es 
positivo cuando —x 0 < x < x 0 , por lo que cada x tiene dos valores y correspondientes. La 
solucion X = X(f) que satisface X(0) = (x 0 , 0) es, por lo tanto, periodica, y de este modo 
(0, 0) es un centra. 

La figura 9.27 muestra una familia de curvas solucion o un retrato fase del sistema 
original. Utilizamos el sistema autonomo del piano original para determinar las direccio- 
nes indicadas en cada trayectoria. 



Figura 9.27 Retrato fase del 
sistema no lineal del ejemplo 9 


EJERCICIOS 9.3 Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-22. 


1. Demuestre que (0, 0) es un punto crftico estable asintoti- 
co del sistema autonomo no lineal 

x' = ax — Py + y 2 
y' = px + ay — xy 

cuando a < 0 y un punto critico inestable cuando a > 0. 
[Sugerencia: Transforme a coordenadas polares.] 

2. Cuando se expresa en coordenadas polares, un sistema 
piano autonomo toma la forma 

dr ^ 

- - <"-(5 - r) 

— - i 
dt 

Demuestre que (0, 0) es un punto critico estable asintoti- 
camente si, y solo si, a < 0. 


En los problemas del 3 al 10, sin resolver explfcitamente, cla- 
sifique los puntos crfticos de la ecuacion diferencial autonoma 
de primer orden como asintoticamente estable o inestable. Se 
supone que todas las constantes son positivas. 


3. 

5. 

7. 

8 . 


dx 
dt 
dT 
dt 
dx 
dt 
dx 
dt 


= kx(n + 1 — 
= k(T - T 0 ) 
= k(a — x)(/3 
= k(a — x)(/3 


dx x 

x) 4. — = —kx In —, x > 0 
dt k 

dv 

6. m — = mg — kv 
dt 


— x), a > 13 


— x)(y — x), a > P > y 


9. — = P(a - bP)( 1 - cP 1 ), P> 0, a < be 
dt 

10. — = kVA(K - VA), A > 0 

dt 


En los problemas del 11 al 20, clasifique (si es posible) cada 
punto critico del sistema autonomo piano que se proporciona 
como nodo estable, punto espiral estable, punto espiral inesta¬ 
ble, nodo inestable o punto de equilibrio. 


11. x' = 1 — 2xv 
y' = 2xy — y 
13. x' = y - x 2 + 2 
y' = x 2 — xy 
15. x' = — 3x + y 2 + 2 
y' = x 2 — y 2 
17. x' = —2xy 

y' = y — x + xy — y : 
19. x' = x(10 — x — |y) 

y' = y(16 - y ~ x) 


12. 

x' 

= X 2 - 

-y 2 - 

- 1 


y' 

= 2y 



14. 

X' 

= 2x - 

- y 2 



y' 

= -y 

+ xy 


16. 

x' 

= xy - 

- 3y - 

- 4 


y' 

= y 2 - 

-x 2 


18. 

x' 

= x(l 

-x 2 

-3y 2 ) 


y 

= >'(3 

-x 2 

— 3y 2 ) 

20. 

x' 

II 

l 

+ 

+ 10 


En los problemas del 21 al 26, clasifique (si es posible) cada 
punto critico de la ecuacion diferencial de segundo orden dada 
como nodo estable, punto espiral estable, punto espiral inesta¬ 
ble, nodo inestable o punto de equilibrio. 


21. 6" = (cos 6 — 0.5) sen 0, 161 < 7r 

22. x" + x = (1 - 3(x')V - x 2 
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23. x" + x 1 (l — x 3 ) — x 2 = 0 


24. x" + 4— X , + 2x' = 0 

1 + x 2 

25. x" + x = ex 3 para e > 0 

„ d 

26. x + x — exlxl = 0 para e > 0 [Sugerencia: —xlxl = 21x1.] 

dx 

27. Demuestre que la ecuacion diferencial no lineal de se- 
gundo orden 

(1 + a 2 x 2 )x" + (13 + ct 2 (x') 2 )x = 0 
tiene un punto de equilibrio en (0, 0) cuando (3 < 0. 

28. Demuestre que el sistema dinamico 

x' = —ax + xy 
/ = 1 - (3y - x 2 

tiene un punto crftico unico cuando a(3 > 1, y pruebe 
que este punto crftico es estable cuando (3 > 0. 

29. a ) Demuestre que el sistema autonomo piano 

x' = -x + y - x 3 

y' = -x - y + y 2 

tiene dos puntos crfticos; para ello trace las graficas 
de — x + y — x 3 = 0 y —x — y + y 2 = 0. Clasifique 
el punto crftico en (0, 0). 

b) Demuestre que el segundo punto crftico X t = 
(0.88054, 1.56327) es un punto de equilibrio. 

30. a) Demuestre que (0, 0) es el unico punto crftico de la 

ecuacion diferencial de Raleigh 

x" + e( | (x') 3 — x') + x = 0. 

b) Demuestre que (0, 0) es inestable cuando e > 0. 
£ Cuando es (0, 0) un punto espiral inestable? 

c) Demuestre que (0, 0) es estable cuando e < 0. 
^Cuando es (0, 0) un punto espiral estable? 

d) Demuestre que (0, 0) es un centra cuando e = 0. 

31. Utilice el metodo del piano fase para demostrar que 
(0, 0) es un centra de la ecuacion diferencial no lineal de 
segundo orden x" + 2x 3 = 0. 

32. Mediante el metodo del piano fase, demuestre que la 
solucion a la ecuacion diferencial no lineal de segundo 
orden x" + 2x — x 2 = 0 que satisface x(0) = 1 y x'(0) = 
0 es periodica. 

33. a) Encuentre los puntos crfticos del sistema autonomo 

piano 

x' = 2xy 

y' = 1 — x 2 + y 2 , 

y demuestre que la linealizacion no proporciona infor¬ 
mation acerca de la naturaleza de estos puntos crfticos. 

b ) Utilice el metodo del piano fase para demostrar que 
ambos puntos crfticos encontrados en a) son cen¬ 
tres. [Sugerencia: Establezca u = y 2 /x y demuestre 
que (x - c) 2 + y 2 = c 2 - 1.] 


34. El origen es el unico punto crftico de la ecuacion dife¬ 
rencial no lineal de segundo orden x" + (x') 2 + x = 0. 

a) Demuestre que el metodo del piano fase conduce a la 
ecuacion diferencial de Bernoulli dyldx = — y — xy -1 . 

b) Demuestre que la solucion que satisface x(0) = \ y 
x'(0) = 0 es no periodica. 

35. Una solucion de la ecuacion diferencial no lineal de se¬ 
gundo orden x"+x — x 3 = 0 satisface x(0) = 0 y x'(0) 
= v 0 . Utilice el metodo del piano fase para determinar 
cuando la solucion resultante es periodica. [Sugerencia: 
Consulte el ejemplo 9.] 

36. La ecuacion diferencial no lineal x" + x = 1 + ex 2 apa- 
rece en el analisis del movimiento de los planetas que 
utiliza la teorfa de la relatividad. Clasifique (si es po- 
sible) todos los puntos crfticos del sistema autonomo 
piano correspondiente. 

37. Cuando en un circuito LRC esta presente un capacitor 
no lineal, la cafda de voltaje ya no se representa como 
q/C, sino que puede describirse con mayor precision 
mediante aq + (3q 2 , donde ay (3 son constantes y a > 0. 
La ecuacion diferencial (34) de la seccion 3.8 del circui¬ 
to libre puede reemplazarse entonces por 

d 2 q dq , 

L —q—h R -h aq + [3cf = 0. 


Encuentre y clasifique todos los puntos crfticos de esta 
ecuacion diferencial no lineal. [Sugerencia: En los dos 
casos, divida f3 > 0 y [3 < 0.] 

38. La ecuacion diferencial no lineal de segundo orden 

mx" + kx + /qx 3 = 0, 


para k > 0, representa un modelo general para las osci- 
laciones no amortiguadas libres de una masa m conec- 
tada a un resorte. Si k t > 0, el resorte se llama rigido 
(consulte el ejemplo 1 de la seccion 3.10). Determine la 
naturaleza de las soluciones de x" + x + x 3 = 0 en las 
cercanfas de (0, 0). 


39. La ecuacion diferencial no lineal 


—y + sen 0 = 
dt 2 


1 

2 


puede interpretarse como un modelo para cierto pendulo 
con una funcion constante de manejo. 


a) Demuestre que (77/6, 0) y ( 5 ir/ 6 , 0) son puntos crfti¬ 
cos del sistema autonomo piano correspondiente. 

b) Clasifique el punto crftico (5-77/6, 0) mediante linea¬ 
lizacion. 

c) Utilice el metodo del piano fase para clasificar el 
punto crftico (77/6, 0 ). 

40. a) Demuestre que (0, 0) es un punto crftico aislado del 
sistema autonomo piano 

x' = x 4 — 2xy 3 


; 0 3 4 

y = Zx y — y 
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sin embargo, esa linealizacion no proporciona nin- 
guna informacion util acerca de la naturaleza de este 
punto crftico. 

b ) Utilice el metodo del piano fase para demostrar que 
x 3 + y 3 = 3 cxy. Esta curva clasica se llama hoja de 
Descartes. Las ecuaciones parametricas de una hoja 
son 

3 ct 3 ct 2 


[Sugerencia: La ecuacion diferencial en a' y v es ho- 
mogenea.] 

c) Utilice una herramienta de graficacion o un metodo 
numerico para obtener las curvas solucion. Con ayuda 
del retrato fase, ( ;,podna clasificar usted el punto crf¬ 
tico como estable o inestable? ( ',Podrfa clasificar el 
punto crftico como un nodo, un punto de equilibrio, 
un centro o un punto espiral? Explique su respuesta. 


I 

I Introduccion Muchas aplicaciones de ffsica conducen al planteamiento de ecua¬ 
ciones diferenciales autonomas no lineales de segundo orden, esto es, a ecuaciones 
diferenciales de la forma x" = g(x, x'). Por ejemplo, en el analisis del movimiento libre 
amortiguado de un sistema resorte-masa visto en la seccion 3.8, supusimos que la fuerza 
de amortiguamiento era proporcional a la velocidad x y que el modelo resultante nix" = 
-fix' -kxes una ecuacion diferencial lineal. Sin embargo, cuando la magnitud de la fuer¬ 
za de amortiguamiento es proporcional al cuadrado de la velocidad, la nueva ecuacion 
diferencial mx" = -fix'\x’\ - kx es no lineal. Y el sistema autonomo piano correspondien- 
te es no lineal: 


9.4 Sistemas autonomos como modelos 
matematicos 


y 



k 


— x. 
m 


En esta seccion, analizaremos tambien el pendulo no lineal, el movimiento de una 
cuenta al desplazarse por una curva, los modelos depredador-presa de Lotka-Volterra y 
el modelo de competencia de Lotka-Volterra. En estos ejercicios se presentan modelos 
adicionales. 


■ Pendulo no lineal En la formula (6) de la seccion 3.10 mostramos que el angulo 
de desplazamiento 9 de un pendulo simple satisface la ecuacion diferencial no lineal de 
segundo orden 


<Pe g 

—^ -I— sen 6 = 0. 
df l 


Cuando establecemos x = 6 y y = 6', esta ecuacion diferencial de segundo orden puede 
escribirse de nuevo como el sistema dinamico 


x = y 


y = —- sen x. 


Los puntos criticos son ( ±kir, 0), y se demuestra facilmente que la matriz jacobiana es 


g'(( 



Si k = 2n + 1, A < 0, por lo que todos los puntos criticos (±(2 n + 1)77, 0) son puntos 
de equilibrio. En particular, el punto crftico en (77, 0) es inestable, tal como se esperaba. 
Consulte la ftgura 9.28. Cuando k = 2 n, los valores propios son imaginarios puros, por 
lo que la naturaleza de estos puntos criticos es dudosa. Como hemos supuesto que no 



a ) e = 0, 9' = 0 



b) e = n, e' = 0 


Figura 9.28 (0, 0) es estable; 

(77, 0 ) es inestabLe 
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existen fuerzas de amortiguamiento actuando sobre el pendulo, esperamos que todos 
los puntos crfticos (±2mr. 0) sean centros. Lo anterior puede comprobarse utilizando el 
metodo del piano fase. A partir de 



Figura 9.29 Retrato fase de un 
pendulo no lineal 


dy 

dx 

es posible deducir que y 2 

Si X(0) = (* 0 , 0), entonces y 2 


g sen* 


dy/dt 
dx/dt 
2 ^ 

/ 

2 S , s 

— (cos* — cos* 0 j. 


COS X + c. 


Observe que y = 0 cuando * = — x 0 , y que (2g//)(cos x — cos * 0 ) > 0 para 1*1 < l* 0 [ < 77. 
Por lo tanto, cada * tiene dos valores correspondientes de y, y asf la solucion X = X(t) 
que satisface X(0) = (* 0 , 0) es periodica. Podemos concluir que (0, 0) es un centra. 
Observe que * = 6 aumenta para las soluciones, tal como la solucion trazada en negro en 
la figura 9.29, que corresponden a velocidades iniciales elevadas. En este caso el pendu¬ 
lo gira respecto a su pivote en cfrculos completos. 


Ejemplo 1 Soluciones periodicas de La ecuacion diferencial del pendulo 
A un pendulo en position de equilibrio, con 0 = 0, se le proporciona una velocidad angular 
inicial de co 0 rad/s. Determine en que condiciones el movimiento resultante es periodico. 


Solucion Se requiere examinar la solucion del sistema autonomo piano que satisface 
X(0) = (0, u> 0 ). A partir de y 2 = (2 gll) cos * + c se puede deducir que 


y 


2 



COS * — 1 -1-a»n 

2 S 


Para poder establecer que la solucion X(f) es periodica, basta demostrar que existen 
dos intersecciones del eje * = ±* 0 entre — tt y tt y que el lado derecho es positivo para 
1*1 < l* 0 l. Por lo tanto, cada * tiene dos valores correspondientes de y. 

Si y = 0, cos * = 1 — ( U2g)u>Q , y esta ecuacion tiene dos soluciones * = ±* 0 entre 
— tt y tt, siempre y cuando 1 — (ll2g)a>Q > — 1. Observe que (2g//)(cos * — cos * 0 ) es 
entonces positiva para 1*1 < l* 0 l. Esta restriction en la velocidad angular inicial puede 
escribirse como 


Kl < 



□ 



Figura 9.30 Fuerzas que actuan 
sobre La cuenta deslizante 


■ Oscilaciones no lineales: la cuenta deslizante Suponga, como indica la figura 
9.30, que una cuenta con masa m se desliza a lo largo de un alambre delgado cuya forma 
esta descrita por la funcion z =/(*). Una gran variedad de oscilaciones no lineales puede 
obtenerse cambiando la forma del alambre y realizando diferentes suposiciones acerca 
de las fuerzas que actuan sobre la cuenta. 

La fuerza tangencial F debida al peso W = mg tiene magnitud mg sen 6, y por lo tanto 
la componente * de F es F x = —mg sen 0 cos 0. Como tan 0 = /'(*), podemos utilizar las 
identidades 1 + tan 2 0 = sec 2 0 y sen 2 0 = 1 — cos 2 0 para concluir que 

F x = —mg sen 6 cos 6 = —mg 

Suponemos (como en la section 3.8) que una fuerza amortiguada D, actuando en direc¬ 
tion opuesta al movimiento, es una constante multiple de la velocidad de la cuenta. La 
componente * de D es, por lo tanto. 


/'(*) 

1 + [f «r 


A 
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Si ignoramos la fuerza de friccion entre el alambre y la cuenta y suponemos que no se ejer- 
cen fuerzas extemas en el sistema, podemos deducir a partir de la segunda ley de Newton que 


mx = —mg 


/'« 


1 + Lf M] ; 




y el sistema autonomo piano correspondiente es 


/'(*) P 
i + L fid] 2 ™ y ' 


Si Xj = (x,, y,) es un punto critico del sistema, y, = 0 y, por lo tanto,/'(x/ = 0. Entonces, 
la cuenta debe estar en reposo en algun punto del alambre donde la li'nea tangente es ho¬ 
rizontal. Cuando/es diferenciable dos veces, en X! la matriz jacobiana es 

g'( x i) = f ° , ' ), 

\~gf (*0 —/3/m/ 

por lo que r = —p/m, A = gf"(x{) y r 2 — 4A = p 2 /nr — 4gf"(x l ). Utilizando los resul- 
tados de la section 9.3, podemos llegar a las conclusiones siguientes: 

0 /"(*!)< 0 : 

Por lo tanto, un maximo relativo se presenta en x = x 1; y puesto que A < 0, tenemos 
un punto de equilibria inestable en Xj = (x l5 0). 

ii) /"(*,) > 0 y p > 0: 

Por lo tanto, se presenta un mmimo relativo en x = x h y como r < 0 y A > 0, X, = 
(X|, 0) es un punto critico estable. Si p 2 > 4gm 2 f"(x t ), el sistema es sobreamorti- 
guado y el punto critico es un nodo estable. Si p 1 < 4gm 2 f'(x l ), el sistema es sub- 
amortiguado y el punto critico es un punto espiral estable. La naturaleza exacta del 
punto critico estable es aun dudosa cuando p 2 = 4gm 1 f"(x l ). 

iii) /"(xi) > 0 y el sistema es subamortiguado (j8 = 0): 

En este caso, los valores propios son imaginarios puros; sin embargo, el metodo del 
piano fase puede utilizarse para demostrar que el punto critico es un centro. Por lo 
tanto, las soluciones con X(0) = (x(0), x'(0)) cerca de X! = (x b 0) son periodicas. 



Figura 9.31 -ir/2 y 3 tt/ 2 son 

estables 


Ejemplo2 DesLizamiento de cuentas a lo largo de una onda seno 

Una cuenta de 10 gramos se desplaza a lo largo de la grafica de z = sen x. De acuerdo 
con la conclusion ii), el mmimo relativo en x x = — 77/2 y 377/2 genera los puntos crfticos 
estables (vea figura 9.31). Como/"(— ir/2) = f"(3 tt/2) = 1, el sistema sera subamorti¬ 
guado siempre que p 2 < 4gm 2 . Si utilizamos unidades SI, m = 0.01 kg y g = 9.8 m/s 2 , y 
asf la condicion para un sistema subamortiguado se convierte en p 2 < 3.92 X 10 3 . 

Si P = 0.01 es la constante de amortiguamiento, ambos puntos crfticos son puntos 
espirales estables. Las dos soluciones correspondientes a las condiciones iniciales X(0) 
= (x(0), x'(0)) = (— 2tt, 10) y X(0) = (—277, 15), respectivamente, se obtuvieron a partir 
de un metodo numerico y aparecen en la figura 9.32. Cuando x'(0) = 10, la cuenta tiene 
el impulso suficiente como para pasar sobre la cima ubicada en x = —3 tt/2 pero no en 
x = 77/2. La cuenta se acerca entonces al mmimo relativo basado en x = — 77 / 2 . Si x'(0) 
= 15, la cuenta tiene el impulso adecuado como para pasar sobre las dos cimas, pero 
va y viene en la base del valle situado en x = 377/2 y se acerca al punto (377/2, — 1) del 
alambre. Realice sus propios experimentos con otras condiciones iniciales utilizando un 
metodo numerico. 

La figura 9.33 muestra una coleccion de curvas solucion obtenidas a partir de un 
metodo numerico para el caso subamortiguado. Puesto que p = 0, los puntos crfticos 
correspondientes ax[ = —tt/2 y 377/2 son ahora los centros. Cuando X(0) = (—277, 10), 
la cuenta tiene el impulso suficiente como para pasar por todas las cimas. La figura tam- 
bien indica que cuando se libera una cuenta desde el punto de reposo hacia un punto del 
alambre localizado entre x = —377/2 y x = 77/2, el movimiento resultante es periodico. 

□ 



-n n 


Figura 9.32 = 0.01 


x' 



Figura 9.33 = 0 
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presas 



Figura 9.34 Soluciones cercanas 
a (0, 0) 


■ Modelo depredador-presa de Lotka-Volterra Una interaccion depredador-presa 

entre dos especies se presenta euando alguna de las especies (el depredador) se alimenta 
de la segunda especie (la presa). Por ejemplo, la lechuza de nieve se alimenta casi exclu- 
sivamente de un roedor muy comun en el artico llamado turon de Noruega, mientras que 
un turon de Noruega utiliza las plantas de la tundra artica como su fuente principal de 
alimento. El interes en el uso de las matematicas para ayudar a explicar las interacciones 
entre un depredador y su presa se ha visto estimulado por la observation de los ciclos de 
poblacion en muchos mamfferos del artico. En el distrito del no MacKenzie en Canada, 
por ejemplo, la presa principal del lince es la liebre, y ambas poblaciones tienen un ciclo 
de vida de 10 anos aproximadamente. 

Existen muchos modelos depredador-presa que conducen a sistemas autonomos pia¬ 
nos, los cuales tienen al menos una solucion periodica. El primero de tales modelos fue 
construido en forma independiente por los biomatematicos pioneros A. Lotka (1925) y 
V. Volterra (1926). Si x expresa el numero de depredadores y y el numero de presas, en- 
tonces el modelo de Lotka-Volterra toma la forma 


x' = — ax + bxy = x(—a + by) 
y' = —cxy + dy = y{—cx + d). 


donde a,b, cy d son constantes positivas. 

Observe que en ausencia de depredadores (x = 0), y' = dy, y asf el numero de presas 
aumenta en forma exponencial. En ausencia de presas, x' = —ax, por lo que la poblacion 
de depredadores se extingue. El termino -cxy representa la tasa de mortandad debida a la 
depredation. Por lo tanto, el modelo supone que esta tasa es directamente proporcional 
al numero de encuentros xy posibles entre un depredador y una presa en un tiempo t en 
particular, y el termino bxy representa la contribution positiva resultante hacia la pobla¬ 
cion de depredadores. 

Los puntos crfticos de este sistema autonomo piano son (0, 0) y (die, alb), y las matri¬ 
ces jacobianas correspondientes son 


Ai = g'((0,0)) 



y A, = g \{d/c,a/b)) 


f 0 bd/ c\ 
\—ac/b 0 / 


El punto critico en (0, 0) es un punto de equilibrio, y la figura 9.34 muestra un perfil 
tfpico de soluciones que se encuentran en el primer cuadrante y cerca de (0, 0). 

Puesto que la matriz A 2 posee valores propios imaginarios puros A = ± \fadi, el 
punto critico (die, alb) puede ser un centro. Esta posibilidad puede investigarse utilizan- 
do el metodo del piano fase. Como 

dy y(~cx + d) 
dx x(—a + by )’ 


podemos separar variables y obtener 

' -a + by -cx + d 

- dy = - dx 

J y ' J * 

por lo que 

—a lny + by = — cx + d\nx + cq o (x d e cx )(y a e by ) = c 0 . 


El argumento siguiente establece que todas las curvas solucion originadas en el primer 
cuadrante son periodicas. 

En la figura 9.35 se muestran graficas tfpicas de las funciones no negativas F(x) = 
x d e~ cx y G(y) = y a e hy . No es diffcil demostrar que F(x) tiene un maximo absolute en x = 
d/c, mientras que G(y) tiene un maximo absoluto en v = alb. Observe que, a excepcion 
de 0 y el maximo absoluto, F y G toman todos los valores presentes en su rango precisa- 
mente dos veces. 

Estas graficas pueden utilizarse para establecer las siguientes propiedades de una 
curva solucion originada en un punto no critico (x 0 , y 0 ) en el primer cuadrante. 


1. Si y = alb, la ecuacion F(x)G(y) = c 0 tiene exactamente dos soluciones x m y x M 
que satisfacen x,„ < d/c < x M . 
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Figura 9.35 Las graficas de Fy G ayudan a establecer las propiedades 1, 2 y 3 


2. Si x m < x l < x M y x = jq, entonces F(x)G(y) = c 0 tiene exactamente dos solucio- 
nes >’i y ^2 que satisfacen y, < alb < y 2 . 

3. Si x se encuentra fuera del intervalo [x m , x M \, entonces F(x)G(y) = c 0 no tiene 
soluciones. 

La demostracion de (1) y el bosquejo de las partes (2) y (3) se proporcionaran en los 
ejercicios. Como (x 0 , yo) ^ idle, alb), F(x 0 )G(y 0 ) < F(d/c)G(a/b). Si y = alb, entonces 

„ ^ c 0 _ F(x 0 )G(y 0 ) F{d/c)G{a/b) _ 

G(a/b) G(a/b) G(a/b) ^ 

Por lo tanto, F(x) = c 0 /G(a/b) tiene precisamente dos soluciones x m y x M que satisfacen 
x m < die < x M . La grafica de una solution periodica tlpica se muestra en la figura 9.36. 



Figura 9.36 Solucion periodica 
del modelo de Lotka-Volterra 


Ejemplo 3 Ciclos poblacionales depredador-presa 

Establecemos a = 0.1, b = 0.002, c = 0.0025 y d = 0.2 en el modelo depredador-presa 
de Lotka-Volterra, el punto crftico ubicado en el primer cuadrante es (die, alb ) = (80, 
50), y sabemos que es un centra. Vea la figura 9.37 en la que hemos utilizado un me- 
todo numerico para generar estos ciclos. Conforme mas cerca este la condition inicial 
X 0 de (80, 50), las soluciones periodicas seran mas parecidas a las soluciones ellpticas 
del sistema lineal correspondiente. Los valores propios de g'(80, 50) son A = ± Vflt/i 
= ±(V2/10)i, por lo que las soluciones cercanas al punto crftico tienen un periodo 
p ~ 10 V 277 -, o de alrededor de 44.4. 

■ Modelo de competition de Lotka-Volterra Se presenta una interaction competi- 

tiva cuando dos o mas especies compiten por los recursos de alimento, agua, luz y espa- 
cio en un ecosistema. El uso de uno de estos recursos por parte de una poblacion, por lo 
tanto, inhibe la habilidad de sobrevivir y crecer de la otra. ( ;,En que condiciones pueden 
coexistir dos especies en competencia? Se ha disenado un gran numero de modelos ma- 
tematicos que ofrecen ideas en cuanto a las condiciones que permiten la coexistencia. Si 
x expresa el numero de la especie l y y expresa el numero de la especie II, entonces el 
modelo de Lotka-Volterra se puede expresar en la forma 


y 



Figura 9.37 Retrato fase del 
modelo de Lotka-Volterra cerca del 
punto critico (80, 50) 


x' = —x(K , - x - a u y) 
^*2 

= — y(X 2 - y — a 2 i-v). 
Ki 


(i) 


Observe que en ausencia de la especie II (y = 0), x = (r ] /K l )x(K l — x), y asf la pri- 
mera poblacion crece logfsticamente y se aproxima a la poblacion en estado estable K x 
(vea la section 2.8 y el ejemplo 4 de la section 9.3). Un enunciado similar es valido para 
la especie II que crece en ausencia de la especie I. En la segunda ecuacion, el termino 
—a 2l xy surge a partir del efecto competitivo de la especie I sobre la especie II. Por lo 
tanto, el modelo supone que esta velocidad de inhibition es directamente proporcional al 
numero de pares xy competitivamente posibles en un tiempo t en particular. 
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Figura 9.38 Dos condiciones 
cuando el punto crftico esta en el 
primer cuadrante 


Este sistema autonomo piano tiene puntos criticos en (0, 0), (A',. 0) y (0, K 2 ). Cuando 
a I2 a 2l 0, las lfneas K x — x — a X2 y = 0 y K 2 — y — a 2l x = 0 se intersecan para producir 
un cuarto punto crftico X = (x, y). La figura 9.38 muestra las dos condiciones en las que 
( x , y ) esta en el primer cuadrante. 

En (x, y ) la traza y el determinante de la matriz jacobiana son, respectivamente. 


T 




y 


A = 


(1 - 


a u a 2l )xy 


ry 2 

K { K 2 


En el caso a), Aj/a 12 > K 2 y K 2 la 2l > K x . Se puede deducir que a I2 a 21 <l,x<0yA>0. 
Como 




+ 4 (a 12 a 21 - 1 )xy 1 2 


.. r,r 2 

— 4xy - 

■ K X K 2 \ 


K\K 2 
+ 4 a 12 a 21 xy 


„. r x r 2 

+ 4 a l2 a 2l xy —=r, 
k x k 2 


ry 2 

k x k 2 


t 2 — 4A > 0, entonces (x, y) es un nodo estable. Por lo tanto, si X(0) = X 0 esta lo sufi- 
cientemente cercano a X = (x, y), lim, _ )(X XU) = X, y podemos concluir que es posible 
la coexistencia. La demostracion de que el caso b) conduce al punto de equilibrio y la 
investigacion de la naturaleza de los puntos criticos en (0, 0), (K h 0) y (0, K 2 ) se dejan 
como ejercicios. 

Cuando las interacciones de competencia entre dos especies son debiles, ambos coefi- 
cientes a l2 y « 2 i seran pequenos, y asf pueden satisfacerse las condiciones K ] /a n > K 2 y 
K 2 /a 2l > K x . Esto puede ocurrir cuando existe un pequeno traslape en los rangos de dos 
especies depredadoras que van a la caza de una presa comun. 


Ejemplo 4 Modelo de competencia de Lotka-Volterra 

Una interaccion competitiva se describe mediante el modelo de competencia de Lotka- 
Volterra 


x' = 0.004x(50 - x - 0.75y) 
y' = O.OOly (100 - y - 3.0x). 

Encuentre y clasifique todos los puntos criticos del sistema. 


Solucion Los puntos criticos se presentan en (0, 0), (50, 0), (0, 100) y en la solucion 
(20, 40) del sistema 


x + 0.75y = 50 
3.Ox + y = 100. 


Puesto que «| 2 « 2 i = 2.25 > 1, tenemos el caso b) de la figura 9.38, y asf el punto crftico 
en (20, 40) es un punto de equilibrio. La matriz jacobiana es 


g'(X) 


y obtenemos 



0.008x - 0.003y -0.003x 

—0.003y 0.1 - 0.002y - 0.003x. 


A! = g'((0,0)) = 

A 3 = g'((20,40)) 



/—0.08 
V-0.06 


- 0 . 12 \ 

-0.047 


A 2 

a 4 


g'((50,0))=( °' 2 
®'«°- 10 °)) - (—03 


— 0 . 15 \ 
—0.05 y 
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Por lo tanto, (0, 0) es un nodo inestable, mientras que (50, 0) y (0, 100) son estables. 
(Compruebelo.) Puesto que det A 3 < 0, tenemos una segunda demostracion de que (20, 
40) es un punto de equilibrio. 

La coexistencia tambien puede presentarse en el modelo de competicion de Lotka- 
Volterra si existe al menos una solucion periodica ubicada en su totalidad en el primer 
cuadrante. Es factible demostrar, sin embargo, que este modelo no cuenta con soluciones 
periodicas. 


EJERCICIOS 9.4 Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-22. 


El pendulo no lineal 

1. Un pendulo se libera en 0 = tt/ 3 y se le imprime una 
velocidad angular inicial de o> 0 rad/s. Determine en que 
condiciones es periodico el movimiento resultante. 

2. a ) Si un pendulo se libera a partir del reposo en 0 = 6 0 , 

demuestre que la velocidad angular es de nuevo 0 
cuando 0 = — 0 o . 

b ) El periodo T del pendulo es la cantidad de tiempo 
necesaria para que 0 cambie de 6 0 a — 0 O y de nuevo 
a 0 O . Demuestre que 


T = 



1 

V cos 9 — cos0 0 


dO. 


La cuenta deslizante 

3. Una cuenta con masa m se desliza a lo largo de un alam- 
bre delgado cuya forma esta descrita por la funcion 
Z = f{x). Si Xj = (X|, y t ) es un punto critico del sistema 
autonomo piano asociado con la cuenta deslizante, com- 
pruebe que en Xj la matriz jacobiana es 

g'( X l)=f l ( v ’ ) 

\-gf (* 1 ) -p/mj 

4. Una cuenta con masa m se desliza a lo largo de un alam- 
bre delgado cuya forma esta descrita por la funcion 
Z = fix). Cuando/'(xj) = 0,/"(x^ > 0, y el sistema no 
es amortiguado, el punto critico X 3 = (x h 0) es un cen¬ 
tra. Calcule el periodo de la cuenta cuando x(0) esta 
cerca de x 1 y x'(0) = 0. 

5. Una cuenta se libera a partir de la position x(0) = x 0 sobre 
la curva z = con velocidad inicial x'(0) = v 0 cm/s. 

a) Utilice el metodo del piano fase para demostrar que 
la solucion resultante es periodica cuando el sistema 
no es amortiguado. 

b) Demuestre que la altura maxima z mSx a la cual se 
eleva la cuenta esta dada por 

£max = ^ vS/i? (l + 4) - 1]. 

6. Vuelva a resolver el problema 5 para z = cosh x. 


Modelos de interaccion 

7. (Refierase a la figura 9.36.) Si x m < x, < x M y x = x b de¬ 
muestre que F(x)G(y) = c 0 tiene exactamente dos solu¬ 
ciones y 1 y y 2 que satisfacen y, < alb < y 2 . [Sugerencia: 
Primero demuestre que Giy) = cJF{xf) < G(a/b).\ 


8. A partir de los incisos 1) y 3) de las paginas 472 y 473, 
concluya que el numero maximo de depredadores ocu- 
rre cuando y = alb. 

9. En muchos modelos acerca de las ciencias pesqueras, 
se supone que la velocidad a que se atrapan las especies 
es directamente proporcional a su abundancia. Si tanto 
el depredador como la presa estan siendo explotadas 
de esta manera, las ecuaciones diferenciales de Lotka- 
Volterra toman la forma 

x' = —ax + bxy — ept 
y' = — cxy + dy - e 2 y, 
donde e! y e 2 son constantes positivas. 

a) Cuando e 2 < d, demuestre la existencia de un nuevo 
punto critico, que es un centra, en el primer cuadrante. 

b) El principio de Volterra establece que una canti¬ 
dad moderada de explotacion aumenta el numero 
promedio de presas y disminuye el numero prome- 
dio de depredadores. ^E1 modelo pesquero de este 
ejercicio es consistente con el principio de Volterra? 

10. Una interaccion depredador-presa esta descrita por el 
modelo de Lotka-Volterra 

x' = — O.lx + 0.02xy 
y' = 0.2y — 0.025xy. 

a) Encuentre el punto critico ubicado en el primer cua¬ 
drante y utilice un metodo numerico para trazar al- 
gunos ciclos de poblacion. 

b) Calcule el periodo de las soluciones periodicas cer- 
canas al punto critico en a). 

11. Una interaccion competitiva esta descrita por el modelo 
de competicion de Lotka-Volterra 

x' = 0.08x(20 — 0.4x — 0.3y) 
y' = 0.06y(10 - O.ly - 0.3x). 

Encuentre y clasifique todos los puntos crfticos del sistema. 

12. En (1) demuestre que (0, 0) es siempre un nodo inestable. 

13. En (1) demuestre que (K h 0) es un nodo estable cuando 
K t > K 2 lot 2l y un punto de equilibrio cuando K l < K 2 la 2l . 

14. Con ayuda de los problemas 12 y 13 establezca que (0,0), 
(K h 0) y (0, K 2 ) son inestables cuando X = (x, y) es un 
nodo estable. 

15. En (1), demuestre que X = (x, y) es un punto de equili¬ 
brio cuando 


Ky 

«12 


< k 2 


y 


f<2 

«21 


<K { . 
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Diversos modelos no lineales 

16. Si suponemos que una fuerza de amortiguamiento actua 
en direccion opuesta al movimiento de un pendulo y 
tiene una magnitud que es directamente proporcional a 
la velocidad angular ddldt, el angulo de desplazamiento 
0 del pendulo satisface la ecuacion diferencial no lineal 
de segundo orden 

d 2 0 d6 

dt 1 5 dt 


a) Escriba la ecuacion diferencial de segundo orden 
como un sistema autonomo piano y encuentre todos 
los puntos crfticos. 

b ) Encuentre la condition de m, l y /3 que hara de (0, 0) 
un punto espiral estable. 

17. En el analisis del movimiento amortiguado libre de la 
section 3.8, supusimos que la fuerza de amortiguamien¬ 
to era proporcional a la velocidad x'. Con frecuencia, la 
magnitud de esta fuerza de amortiguamiento es propor¬ 
cional al cuadrado de la velocidad, y la nueva ecuacion 
diferencial se convierte en 

B k 

x" =- x'\x'\ - x. 

m m 

a) Escriba la ecuacion diferencial de segundo orden 
como un sistema autonomo piano y encuentre todos 
los puntos crfticos. 

b) Un sistema es sobreamortiguado cuando (0, 0) es 
un nodo estable, y es subamortiguado cuando (0, 0) 
es un punto espiral estable. Ciertas consideraciones 
ffsicas sugieren que (0, 0) debe ser un punto crftico 
estable asintoticamente. Demuestre que el sistema 
es necesariamente subamortiguado. 

Sugerencia: —(ylyl) = 2\y\. 

L dy J 

18. Una cuenta con masa m se desliza a lo largo de un alam- 
bre delgado, cuya forma puede ser descrita mediante la 
funcion z = fix). Pequenos tramos del alambre actiian 
como piano inclinado y, en mecanica, se supone que 
la magnitud de la fuerza de friction entre la cuenta y 
el alambre es directamente proporcional a mg cos 6. 
Consulte la figura 9.30. 

a) Explique por que la nueva ecuacion diferencial para 
la coordenada x de la cuenta es 

„ _ B ~ /'(•*) _ /3 , 

X g l + [f'(x)] 2 m X 

para alguna constante positiva /x. 

b) Investigue los puntos crfticos del sistema autono¬ 
mo piano correspondiente. ( ;,En que condiciones un 
punto crftico es un punto de equilibrio? ^En que con¬ 
diciones un punto crftico es un punto espiral estable? 


19. Una oscilacion no amortiguada satisface una ecuacion 
diferencial no lineal de segundo orden de la forma x" + 
fix) = 0, donde/(0) = 0 y x/(x) > 0 para x =A 0 y — d < 
x < d. Utilice el metodo del piano fase para investigar si 
es posible que el punto crftico (0, 0) sea un punto espiral 
estable. [Sugerencia: Sea Fix) = fofiu) du y demuestre 
que y 2 + 2 Fix) = c.] 

20. El modelo depredador-presa de Lotka-Volterra supone 
que, en ausencia de depredadores, el numero de presas 
crece en forma exponencial. Si de modo alterno asurni- 
mos que la poblacion de presas aumenta logfsticamente, 
el nuevo sistema es 

x' = —ax + bxy 
r 

y' = ~cxy + —y(K - y ), 
donde a, b, c, r y K son positivos y K > alb. 


a) Demuestre que el sistema tiene puntos crfticos en (0, 

0), (0, K), y (x, y), donde y = alb y cx = — IK — y). 

K 

b) Demuestre que los puntos crfticos en (0, 0) y (0, K) 
son puntos de equilibrio, mientras que el punto crftico 
en (x, y) es un nodo estable o un punto espiral estable. 


c) Demuestre que [x, y) es un punto espiral estable si 
AbK 2 

y < -. 

r + AbK 

Explique por que este caso se presentara cuando la capa- 
cidad de transportacion K de la presa sea grande. 

21. El sistema no lineal 


x 


y 

a - x 

1 + y 

.7 

— -X 

1 + y 


— x 

-y + P 


se presenta en un modelo desarrollado para conocer el 
crecimiento de microorganismos en un quimiostato, un 
dispositivo de laboratorio donde un nutriente que provie- 
ne de una fuente de alimentacion fluye hacia una camara 
de crecimiento. En el sistema, x expresa la concentra- 
cion de microorganismos en la camara de crecimiento, y 
expresa la concentracion de nutrientes, ya>lyj8>0 
son constantes que el experimentador puede ajustar. 
Encuentre las condiciones de a y fi que aseguren que el 
sistema tenga un solo punto crftico (x, y) en el primer cua- 
drante, e investigue la estabilidad de este punto crftico. 


22. Utilice los metodos estudiados en este capftulo junto 
con un metodo numerico para investigar la estabilidad 
del sistema no lineal resorte/masa cuyo modelo se puede 
expresar mediante 

x" + 8x — 6x 3 + x 5 = 0. 


Consulte el problema 8 de los ejercicios 3.10. 
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I Soluciones periodicas, ciclos limite x 

y estabilidad global 

■ Introduction En esta section estudiaremos la existencia de soluciones periodicas de 
sistemas autonomos pianos no lineales y presentaremos las soluciones periodicas espe- 
ciales llamadas ciclos limite. 

En las secciones 9.3 y 9.4 vimos que, utilizando linearization, un analisis de los puntos 
crfticos puede proporcionar information valiosa acerca del comportamiento de soluciones 
cercanas a los puntos crfticos y profundizar en una gran variedad de fenomenos biologi- 
cos y fisicos. Sin embargo, existen limitaciones inherentes a este metodo. Cuando los va- 
lores propios de la matriz jacobiana son imaginarios puros, no podemos concluir que haya 
soluciones periodicas cercanas al punto crftico. En algunos casos pudimos resolver dy/dx 
= Q(x, y)/P(x, v), obtener una representation impritita/(x, y) = c de las curvas solution e 
investigar si cualquiera de dichas soluciones forman curvas cerradas. Con mucha frecuen- 
cia, esta ecuacion diferencial no tendra soluciones en forma cerrada. Por ejemplo, el mo- 
delo de competition de Lotka-Volterra no puede manejarse aplicando este procedimiento. 
El objetivo principal de esta section es determinar condiciones en las cuales podamos 
excluir la posibilidad de que existan soluciones periodicas o afirmar su existencia. 

Al estudiar los modelos de la section 9.3, encontramos un problema adicional. La 
figura 9.39 ilustra la situation comun en que una region R contiene un solo punto crftico 
X! que es estable asintoticamente. Podemos afirmar que lfm, . >00 X(f) = X, cuando la 
position inicial X(0) = X 0 esta “cerca” de X,; sin embargo, 6 en que condiciones lfm ( _ >3C 
X(t) = X, para todas las posiciones iniciales presentes en R1 Tal punto crftico existe y 
se llama estable globalmente en R. Un segundo objetivo aquf es determinar aquellas 
condiciones en las que un punto crltico estable asintoticamente es estable globalmente. 

Para abordar y analizar los metodos de esta section, utilizaremos el hecho de que 
el campo vectorial V(x, y) = (P(x, y), Q(x, y)) puede interpretarse como si definiera el 
flujo de un fluido en una region del piano, y una solution al sistema autonomo puede 
interpretarse como la trayectoria resultante de una partlcula a medida que se desplaza 
por esa region. 

I Criterio negative) Algunas veces, se pueden utilizar varios resultados para estable- 
cer que no existen soluciones periodicas en una region R dada del piano. Supondremos 
que P{x, y) y Q(x, y) tienen primeras derivadas parciales continuas en R y que R esta 
simplemente conectado. Recuerde que en una region simplemente conectada, cualquier 
curva cerrada simple Cenfi contiene solamente los puntos ubicados en R. Por lo tanto, 
si existe una solution periodica X = X(t) en R, entonces R contendra todos los puntos en 
el interior de la curva resultante. 


TEOREMA 9.4 


Ciclos y puntos criticos 


Si un sistema autonomo piano tiene una solution periodica X = X(f) en una region R 
simplemente conectada, entonces el sistema posee al menos un punto crftico dentro de 
la correspondiente curva cerrada simple C. Si existe un solo punto crftico dentro de C, 
entonces dicho punto crftico no puede ser un punto de equilibrio. 


COROLARIO 


Si una region R simplemente conectada no tiene puntos crfticos de un sistema au¬ 
tonomo piano o tiene un solo punto de equilibrio, entonces no existen soluciones 
periodicas en R. 

_ _ J 

9.5 Soluciones periodicas, ciclos limite y estabilidad global 



Figura 9.39 Para cualquier X 0 en 
R, iX se aproxima a X t a medida 
que t —> oo? 
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Ejemplo 1 Soluciones no periodicas 

Demuestre que el sistema autonomo piano 

x' = xy 

y' = -\-x 2 - y 2 


no tiene soluciones periodicas. 

Soludon Si (x, y) es un punto crftico, entonces, a partir de la primera ecuacion, x = 0 
o y = 0. Si x = 0, entonces —1 — y 2 = 0 o y 2 = — 1. De manera similar, y = 0 implica 
que x 2 = —1. Por lo tanto, este sistema autonomo piano no tiene puntos crfticos, y de 
acuerdo con el corolario, posee soluciones no periodicas en el piano. 


Ejemplo 2 Modelo de competicion de Lotka-Volterra 

Demuestre que el modelo de competicion de Lotka-Volterra 

x' = 0.004x(50 - x - 0.75y) 
y' = 0.00 ly( 100 - y - 3.Ox) 
no tiene soluciones periodicas en el primer cuadrante. 

Soludon En el ejemplo 4 de la seccion 9.4 demostramos que este sistema tiene puntos 
crfticos en (0, 0), (50, 0), (0, 100) y (20, 40), y que (20, 40) es un punto de equilibrio. 
Puesto que solamente (20, 40) esta en el primer cuadrante, de acuerdo con el corolario, 
no existen soluciones periodicas en el primer cuadrante. 


A menudo se puede formular otro resultado de gran utilidad en terminos de la diver¬ 
gence del campo vectorial V(x, y) = (P(x, y), Q(x, y)): 


TEOREMA 9.5 


Criterio negativo de Bendixson 


Si div V = dP/dx + dQ/dy no varfa en signo en una region R simplemente conecta- 
da, entonces el sistema autonomo piano no tiene soluciones en R. 


Demostracion Suponga, por el contrario, que existe una solucion periodica X = X(t) 
en R, y establezca a C como la curva cerrada simple resultante y a R { como la region 
acotada por C. El teorema de Green establece que 


M(x, y) dx + N(x, y) dy = 


dN_ 

dx 




dM 

dy 


dxdy 


siempre y cuando M(x, y) y N(x, y) tengan primeras derivadas parciales continuas en R. 
A1 establecer N = P y M = —Q, obtenemos 


- Q(x, y) dx + P(x, y) dy = 


— - — J dx dy. 
dx dy, 


Ri 


Puesto que X = X(?) es una solucion con periodo p, tenemos x'(t) = P(x(t), y(t)) y y'(t) 
= GW), y(t)), y asf 


— Q(x, y) dx + P{x, y) dy = 


\-Q(x(t),y(t))x'(t) + P(x(t), y(t))y'(t)] dt 


J o 

rP 


[-QP + PQ] dt = 0. 
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Puesto que div V = dP/dx + dQ/dy es continua y no cambia el signo de R, es posible 
deducir que div V > 0 en R o div V < 0 en R, v entonces 




dx dy =£ 0. 


r, 

Esta contradiccion establece que no existen soluciones periodicas en R. 


□ 


Ejemplo 3 Criterio negative) de Bendixson 

Investigue las soluciones periodicas posibles de cada sistema. 

a) x' = x + 2y + 4x 3 - y 2 b ) x' = y + x{2 - x 2 - y 2 ) 

y' = -x + 2y + yx 2 + y 3 y' = -x + y(2 - x 2 - y 2 ) 

Solucion 

a) Tenemos div Y = dP/dx + dQ/dy = 1 + 12x 2 + 2 + x 2 + 3y 2 > 3, por lo que no 
existen soluciones periodicas en el piano. 

b) Para este sistema div Y = (2 — 3x 2 — y 2 ) + (2 — x 2 — 3y 2 ) = 4 — 4(x 2 + y 2 ). 

Por lo tanto, si R es el interior de un circulo x 2 + y 2 = 1, div V > 0, y entonces no 
existen soluciones periodicas en el interior de este disco. Observe que div V < 0 en 
el exterior del circulo. Si R es un subconjunto simplemente conectado del exterior, 
entonces no existen soluciones periodicas en R. Se puede deducir que si hay una 
solucion periodica en el exterior, debe encerrar el circulo x 2 + y 2 = 1. De hecho, el 
lector puede comprobar que X(?) = ( V2 sen t, V2 cos t) es una solucion periodica 
que genera el circulo x~ + y 2 = 2. □ 


Ejemplo 4 Cuenta deslizante y soluciones periodicas 

La cuenta deslizante que se estudio en la seccion 9.4 satisface la ecuacion diferencial 

/'« 


mx = —mg 


i + [/'Ml 2 

Demuestre que no existen soluciones periodicas. 

Solucion El sistema autonomo piano correspondiente es 

x' = y 


fix'. 


y 


-g 


/'(*) P 


i + t/'W ] 2 m ' 


dP dQ P 

por lo que div V =-1-=-< 0. 

dx dy m 


El teorema siguiente es una generalizacion del criterio negativo de Bendixson, y se 
deja al lector la tarea de construir una funcion apropiada S (x, y). 


TEOREMA 9.6 


Criterio negativo de Dulac 


Si 8 (x, y) tiene primeras derivadas parciales continuas en una region R simplemente 
d{8P) d(8Q) 

conectada y-1-no varia el signo de R, entonces el sistema autonomo 

dx dy 

piano tiene soluciones no periodicas en R. 
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a) Region invariante tipo I 



b) Region invariante tipo II 

Figura 9.40 Dos tipos de regiones 
invariantes 


No existen tecnicas generates para construir una funcion apropiada 8 (x, y). En lugar 
de eso, experimentamos con funciones simples de la forma ax 1 + by 2 , e‘“ +6) ’, x a y b , etc., 
y tratamos de determinar las constantes para las que B(8P)/Bx + B(8Q)/dy es diferente de 
cero en determinada region. 


Ejemplo 5 Criterio negativo de Dulac 

Demuestre que la ecuacion diferencial no lineal de segundo orden 

x" = x 2 + (x') 2 - x - x 1 

no tiene soluciones periodicas. 

Solucion El sistema autonomo piano correspondiente es 

*'=y 

y’ = x 2 + y 2 — x — y. 

Si establecemos 8 (x, y) = e“ +i>:y , entonces 

B(SP) d(8Q ) , , 

——- + = e^Cay + 2y - 1) + e^^bQc 2 + y 1 - x - y). 

dx dy 

Si fijamos los valores a = —2 y b = 0, entonces d(8P)/dx + B(8Q)/By = —e ax+by , la cual 

es siempre negativa. Por lo tanto, mediante el criterio negativo de Dulac, la ecuacion 
diferencial de segundo orden no tiene soluciones periodicas. 


Ejemplo 6 Criterio negativo de Dulac 

Utilice 8(x, y) = 1 /(xy) para demostrar que las ecuaciones de competition de Lotka- 
Volterra 

x’ = —x{Ky - x - a l2 y) 

K i 

r 2 

y’ = ~^y ( K 2 ~ y - a nx) 

k 2 

no tienen soluciones periodicas en el primer cuadrante. 


Solucion Si 8 (x, y) = l/(xy), entonces 


r i 

8P = — 
Ky 


K ] x 

r 2 

K 2 y 

- «12 

y 8Q = tt 

- a 21 

L y y \ 

k 2 

X X 


por lo que 


d(SP) + d(SQ) 


dx 


By 


Ky 


-+ 


K , 


Para que ( x , y) este en el primer cuadrante, la ultima expresion siempre debe ser negativa. 
Por lo tanto, no existen soluciones periodicas. 


■ Criterio positivo: teoria de Poincare-Bendixson El teorema de Poincare- 
Bendixson es un resultado avanzado que describe el comportamiento de largo alcance 
de una solucion acotada a un sistema autonomo piano. Mas que presentar el resultado 
con toda su generalidad, nos concentraremos en varios casos especiales que se presentan 
con frecuencia en las aplicaciones. Uno de estos casos nos conducira a un nuevo tipo de 
solucion periodica denominada ciclo lunite. 


DEFIN ICION 9.3 


Region invariante 




Una region R se llama region invariante de un sistema autonomo piano si, siempre 
que X 0 este en R, la solucion X = XU) que satisface X(0) = X 0 permanece en R. 

_ _ _ _ J 


La figura 9.40 muestra dos tipos estandar de regiones invariantes. Una region inva¬ 
riante R tipo I esta acotada por una curva cerrada simple C, y el flujo en el limite defi- 
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nido por el campo vectorial V(x, y) = (P (x, y), Q(x, y)) siempre esta dirigido al interior 
la region. Esto evita que una partfcula atraviese el li'mite. Una region invariante tipo 
II es una region anular acotada por las curvas cerradas simples C', y C 2 , y el flujo en la 
frontera de nuevo esta dirigido hacia el interior de R. El teorema siguiente proporciona 
un metodo para comprobar que una region dada es invariante. 



Comprobacion Si 8 es el angulo entre V(x, y) y n(x, y) entonces, a partir de V • n = ||V|| 
||n|| cos 6, podemos concluir que cos 0 s 0 y asf 8 se encuentra entre 0° y 90°. El flujo esta, 
por lo tanto, dirigido hacia la region (o, en el peor de los casos, a lo largo del limite) para 
cualquier punto (x, y) situado en el limite. Lo anterior evita que una solucion iniciada en R 
abandone R. Asi, R es una region invariante para un sistema autonomo piano. □ 

El problema que representa la busqueda de una region invariante para un sistema no 
lineal dado es extremadamente complejo. Un excelente primer paso es utilizar algun 
programa de computo que pueda graficar el campo vectorial V(x, y) = ( P(x, y), Q(x, y)) 
junto con las curvas P(x, y ) = 0 (a lo largo de las cuales los vectores son verticales) y 
Q(x, y) = 0 (a lo largo de las cuales los vectores son horizontales). Lo anterior puede 
conducirnos a alternativas para R. En los ejemplos siguientes, construiremos regiones 
invariantes acotadas por lineas y circulos. En casos mas complejos, nos conformaremos 
con brindar evidencia empirica de que existe una region invariante. 


Ejemplo 7 Region circular invariante 

Encuentre una region circular con centra en (0, 0) que sirva como region invariante para 
el sistema autonomo piano 


x' = -y - x 3 


y = x — y 


Solucion Para un circulo x 2 + y 2 = r 2 , n = (— 2x, —2y) es un vector normal que apunta 
hacia el interior del circulo. Como 


V ■ n = (-y - x 3 , x - y 3 ) ■ (-2x, -2y) = 2(x 4 + y 4 ), 

podemos concluir que V • n > 0 en el circulo x 2 + y 2 = r 2 . Asi, por el teorema 9.7, la re¬ 
gion circular definida porx 2 + y 2 < r 2 sirve como una region invariante para el sistema 
para toda r > 0. □ 


Ejemplo 8 Region anular invariante 

Encuentre una region anular acotada por circulos que sirva como region invariante para 
el sistema autonomo piano 

x' = x — y — 5x(x 2 + y 2 ) + x 5 
y' = x + y - 5y(x 2 + y 2 ) + y 5 . 

Solucion Asi como en el ejemplo 7, el vector normal n L = (— 2x, — 2y) apunta hacia 
adentro del circulo x 2 + y 2 = r 2 , mientras que el vector normal n 2 = — esta dirigido 
hacia el exterior. Calculando V ■ rij y simplificando, obtenemos 

V n, = —2(r 2 - 5r 4 + x 6 + y 6 ). 
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Observe que r 1 — 5r 4 = r 2 ( 1 ~ 5r 2 ) toma valores tanto positivos como negativos. 

Si r = 1, V • n, = 8 — 20c 6 + y 6 ) > 0, puesto que el valor maximo de x 6 + y 6 sobre 
el clrculo x 2 + y 2 = 1 es 1. El flujo esta, por ende, dirigido hacia el interior de la region 
circular x 2 + y 2 < 1. 

Si r = V • n, < —2(r 2 — 5r 4 ) < 0, entonces V • n 2 = —V ■ rq > 0. Por lo tanto, 
el flujo esta dirigido hacia el exterior del clrculo x 2 + y 2 = ,' 6 , y as! la region anular R 
defmida por < x 2 f y 2 < les una region invariante del sistema. 



V \ \ 

MV ^-H7>o,o>o 
4 4, v L- 
M V -/► 

\ 4 V 

V V > -»• * / > 

V V s- s s 

v ' x / / / 

Tj f t t t ( 

4 — 1—444—4—4t—4— T——y—y—ry—y 

h nu —///// 
m t \ v y- s-s s s * 
t 4 t 4 4 / / s ^ 

(4 4 4 4 - 

4 4 4 4 4 ’*• — ^ ^ 

• » >> 1 V "y 

P<0, Q>oJ ^ P<0,Q<0 



4 4 V v 


-V /f / 


Figura 9.41 Campo vectorial para 
la ecuacion de Van der PoL 


Ejemplo 9 La ecuacion de Van der Pol 

La ecuacion de Van der Pol es una ecuacion diferencial no lineal de segundo orden que 
surge a partir de la electronica y, como sistema autonomo piano, toma la forma 

x'=y 

y' = —fi{x 2 — l)y — x. 

La figura 9.41 muestra el campo vectorial correspondiente para u = I, junto con las 
curvas y = 0 y (x 2 — I )y = — x a lo largo de las cuales los vectores son verticales y hori- 
zontales, respectivamente. (Por conveniencia, trazamos el campo vectorial normalizado 
V/IIVH.) No es factible calcular una region invariante simple cuyo limite consiste en lmeas 
o circulos. La figura no brinda evidencia empirica de que exista una region invariante R, 
con (0, 0) en su interior. Se requiere de metodos avanzados para demostrar lo anterior 
matematicamente. * □ 


A continuation presentamos dos casos especiales de gran importancia del teorema de 
Poincare-Bendixson que garantizan la existencia de soluciones periodicas. 


TEOREMA 9.8 


Poincare-Bendixson I 


"\ 


Sea R una region invariante de un sistema autonomo piano, y suponga que R no 
tiene puntos crfticos en su limite. 


a) Si R es una region tipo I que tiene un solo nodo inestable o un punto espiral 
inestable en su interior, entonces existe al menos una solution periodica en R. 

b) Si R es una region tipo II que no contiene puntos crfticos del sistema, entonces 
existe al menos una solution periodica en R. 

En cualquiera de los dos casos, si X = X(f) es una solution no periodica en R. en¬ 
tonces X(f) realiza una espiral hacia un ciclo que es una solution del sistema. Esta 
solution periodica se llama ciclo limite. 


La interpretation del flujo desplegado en la figura 9.40 puede utilizarse para hacer 
factible el resultado. Si se libera una partlcula en el punto X 0 de una region R invariante 
tipo II, entonces, sin escaparse de la region y sin tener puntos de descanso, la partlcula 
comenzara a girar alrededor del limite C 2 y se establecera en una orbita periodica. No 
es posible que la partlcula regrese a una position anterior a menos que la solution sea 
periodica en si misma. 


*Consulte M. Hirsch y S. Smale, Differential Equations , Dynamical Systems, and Linear Algebra (Nueva 
York: Academic Press, 1974). 


482 


CAPITUL0 9 Sistemas de ecuaciones diferenciaLes no LineaLes 


















Ejemplo 10 Existencia de una solucion periodica 

Utilice el teorema 9.8 para demostrar que el sistema 

x' = — y + x(\ - x 2 - y 2 ) - y{x 2 + y 2 ) 
y' =x + y(l -x 2 - y 2 ) + x(x 2 + /) 
tiene al menos una solucion periodica. 

Solucion Primero construimos una region invariante que este acotada por circulos. 
Si ii] = (— 2jc, ~2y), entonces V ■ iq = —2r 2 (l — r 2 ). Si establecemos r = 2 y despues 
/■ = 2 , podemos concluir que la region anular R definida por \ < x 1 + y 2 < 4 es inva¬ 
riante. Si (x b y,) es un punto critico del sistema, entonces V - n, = (0, 0) • rq = 0. Por lo 
tanto, r = 0 o r = 1. Si r = 0, entonces (jq, y t ) = (0, 0) es un punto critico. Si r = 1, el 
sistema se reduce a— 2y = 0, 2x = 0 y habremos llegado a una contradiction. En con- 
secuencia, (0, 0) es el unico punto critico y no esta en R. De acuerdo con el inciso b) del 
teorema 9.8, el sistema tiene al menos una solucion periodica en R. 

El lector puede comprobar que X(?) = (cos 2 1, sen 2 1) es una solucion periodica. □ 


Ejemplo 11 Ciclo limite de La ecuacion de Van der Pol 

Demuestre que la ecuacion diferencial de Van der Pol 

x" + n(x 2 — l)x' + x = 0 
tiene una solucion periodica cuando u > 0. 

Solucion Supondremos que existe una region invariante R del tipo I para el sistema 
autonomo piano correspondiente, y que esta region contiene (0, 0) en su interior (vea 
el ejemplo 9 y la figura 9.41). El unico punto critico es (0, 0) y la matriz jacobiana esta 
dada por 

g'((o,o)) = ( ° 1 

\-l M 

Por lo tanto, r = ft, A = I y r 2 - 4A = pt — 4. Puesto que u > 0, el punto critico es 
un punto espiral inestable o un nodo inestable. De acuerdo con el inciso a) del teorema 
9.8, el sistema tiene al menos una solucion periodica en R. La figura 9.42 muestra las 
soluciones correspondientes a X(0) = (0.5, 0.5) y X(0) = (3, 3) para ft = \. Cada una de 
estas soluciones forma una espiral alrededor del origen y se aproxima a un ciclo lfmite. 
Es posible demostrar que la ecuacion diferencial de Van der Pol tiene un ciclo limite 
unico para todos los valores del parametro u. 

M Estabilidad global Se puede utilizar otra version del teorema de Poincare- 
Bendixson para mostrar que un punto critico estable localmente es globalmente estable: 


TEOREMA 9.9 




Poincare-Bendixson II 


Sea R una region invariante del tipo I de un sistema autonomo piano que no tenga 
soluciones periodicas en R. 




a) Si R tiene un numero finito de nodos o de puntos en espiral, entonces, dada 
cualquier posicion inicial X 0 en R, lim,^, X(t) = X, para algun punto critico 

X,. 

b) Si R tiene un unico nodo estable o punto espiral estable X, en su interior y no 
tiene puntos criticos en su limite, entonces lim,^, x X(f) = X, para todas las 
posiciones iniciales X 0 en R. 


En el teorema 9.9, la particula no puede escapar de R, no puede regresar a ninguna de 
sus posiciones anteriores y, por lo tanto, en ausencia de ciclos, debe ser atraida por algun 
punto critico estable Xj. 



-3- 


Figura 9.42 Dos soluciones de 
la ecuacion de Van der PoL que se 
aproximan al mismo ciclo limite 
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Ejemplo 12 Punto critico estable globalmente 

Investigue la estabilidad global del sistema del ejemplo 7: 

x' = —y — x 3 
y' =x- y 3 . 


Solucion En el ejemplo 7 demostramos que la region circular definida por x 2 + y 2 < 
r 2 sirve como region invariante para el sistema para cualquier r > 0. Puesto que dP/dx + 
dQldy = —3x 2 - 3y 2 no cambia de signo, no existen soluciones periodicas mediante el 
criterio negativo de Bendixson. No resulta dificil demostrar que (0, 0) es el unico punto 
critico y que la matriz jacobiana es 


g'((0,0)) 



Puesto que r = 0 y A = 1, (0, 0) puede ser una espiral estable o una inestable (no puede 
ser un centra). Sin embargo, el teorema 8.9 garantiza que h'm MOO X(t) = X! para algtin 
punto critico X t . Puesto que (0, 0) es el unico punto critico, debemos tener lfm, _ >x X(t) 
= (0, 0) para cualquier posicion inicial X 0 en el piano. Por lo tanto, el punto critico es 
un punto espiral globalmente estable. La figura 9.43 muestra dos vistas de la solucion 
que satisface X(0) = (4, 4). El inciso b) es una vista aumentada de la curva alrededor de 
(0, 0). Advierta lo lento que se mueve la solucion formando una espiral hacia (0, 0). □ 



a) b) 

Figura 9.43 Vista aumentada de una region alrededor de (0, 0) 


EJERCICIOS 9.5 Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-22. 


En los problemas del 1 al 8, demuestre que el sistema autono- 
mo piano dado (o ecuacion diferencial de segundo orden) no 
tiene soluciones periodicas. 


x' = 2 + xy 

2. 

*_ 

II 

1 

1 

H 

II 


II 

1 

1 

X 

K 

+ 

x' = -X + y 2 

4. 

/ 2 2 
x = xy — x y 

1 

* 

II 


y' = x 2 y - 1 

x' = —fix — y 

6. 

x' = 2x + y 2 

y' = x + y 3 


1 

5“ 

ii 

V, 

para fi< 0 




7. jc" - 2x + (jc ') 4 = 0 

8 . x" + x=[\ + 3(x') 2 ]x' - x 2 

En los problemas 9 y 10, utilice el criterio negativo de Dulac 
para demostrar que el sistema autonomo piano dado no tiene 
soluciones periodicas. Experimente con funciones simples de 
la forma S (x, y) = ax 2 + by 2 , e ax + by , o con j K a y b . 

9. x' = — 2x + xy 10. x' = —x 3 + 4xy 

y' = 2y — x 2 y' = —5x 2 — y 2 
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11. Demuestre que el sistema autonomo piano 


x' = x(l -x 2 - 3y 2 ) 
y' = y(3 - x 2 - 3y 2 ) 

no tiene soluciones periodicas en una region elfptica 
localizada alrededor del origen. 

12. Si dg/dx 1 ^ 0 en una region R, demuestre que x" = 
g(x, x') no tiene soluciones periodicas en R. 

13. Demuestre que el modelo depredador-presa 

x' = — ax + bxy 
r 

y' = -cxy + —y(K - y) 

incluido en el problema 20 de los ejercicios 9.4 no tiene 
soluciones periodicas en el primer cuadrante. 

En los problemas 14 y 15, encuentre una region invariante cir¬ 
cular para el sistema autonomo piano dado. 

14. x’ = -y ~ xe x+y 15. x' = -x + y + xy 

y =x — ye y y=x —y —x~—y 

16. Compruebe que la region acotada por la curva cerrada 
x 6 + 3y 2 = 1 es una region invariante para la ecuacion 
diferencial no lineal de segundo orden x" + x' = — (x') 3 
— x 5 . Consulte la figura 9.44. 



Figura 9.44 Region invariante del problema 16 


17. El sistema autonomo piano del ejemplo 8 tiene solamen- 
te un punto crftico. yPodernos concluir que este sistema 
tiene al menos una solucion periodica? 

18. Utilice el teorema de Poincare-Bendixson para demostrar 
que la ecuacion diferencial no lineal de segundo orden 

x" = x'[l — 3x 2 — 2(x') 2 ] — x 

tiene al menos una solucion periodica. [Sugerencia: 
Encuentre una region anular invariante para el sistema 
autonomo piano correspondiente.] 


19. Sea X = X(t) la solucion del sistema autonomo piano 

x' =y 

y'=-x - (1 - x 2 )y 

que satisface X(0) = (x 0 , Vo). Demuestre que si Xg + 
Vo < 1, entonces lfm M00 X(t) = (0, 0). [Sugerencia: 
Seleccione r < 1 con Xg + yg < r 2 y pruebe primero que 
la region circular R definida por x 2 + y 1 < r 2 es una 
region invariante.] 

20. Investigue la estabilidad global del sistema 

x' = y — x 
y' = -x-y\ 

21. La evidencia empfrica sugiere que el sistema autonomo 
piano 

x' = x 2 y - x + 1 

y = -^ 2 y + k 


tiene una region invariante R tipo I que se encuentra 
dentro del rectangulo 0 < x £ 2, 0<y< 1. 


a) Utilice el criterio negativo de Bendixson para de¬ 
mostrar que no existen soluciones periodicas en R. 

b) Si X 0 esta en R y X = X(t) es la solucion que satis¬ 
face X(t) = X 0 , aplique el teorema 9.9 para encon- 
trar lfm MOO X(f)- 


22. a) Encuentre y clasifique todos los puntos crfticos del 
sistema autonomo piano 


x 



- 1 



2x 

y + 2 



b ) La figura 9.45 muestra el campo vectorial V/||V||, 
tambien proporciona evidencia empirica de que 
existe una region invariante R en el primer cuadrante 
con un punto crftico en su interior. Suponiendo que 
dicha region existe, demuestre que hay al menos 
una solucion periodica. 



Figura 9.45 Campo vectorial del problema 22 
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EJERCICIOS DE REPASO DEL CAPITULO 9 


Las respuestas a los problemas impares 
seleccionados comienzan en la pagina RESP-23. 


Conteste los problemas del 1 al 10 sin remitirse al texto. Llene 
los espacios en bianco o conteste verdadero o falso. 


13. Clasifique el punto crftico (0, 0) del sistema lineal dado 
calculando la traza t y el determinante A. 


1. La ecuacion diferencial de segundo orden x" + f(x') + 

g(x) = 0 puede escribirse como un sistema autonomo 
piano._ 

2. Si X = X(t) es una solucion de un sistema autonomo 

piano y X^) = X(f 2 ) para q ¥= t 2 , entonces X(t) es una 
solucion periodica._ 


a) x' = —3x + 4y b ) x' = —3x + 2y 

y' = —5jc + 3y y' = — 2x + y 

14. Calcule y clasifique (si es posible), los puntos criticos 
del sistema autonomo piano 

x' = x + xy — 3x 2 


3. Si la traza de la matriz A es 0 y establecemos det A =A 0, 

entonces el punto crftico (0, 0) del sistema lineal X' = 
AX puede clasificarse como_. 

4. Si el punto crftico (0, 0) del sistema lineal X' = AX es 

un punto espiral estable, entonces los valores propios de 
A son_. 

5. Si el punto crftico (0, 0) del sistema lineal X' = AX es 

un punto de equilibrio y X = X(t) es una solucion, en¬ 
tonces lfm Moo X(r) no existe._ 

6. Si en un punto crftico de un sistema autonomo piano la 

matriz jacobiana A = g'(Xj) tiene una traza y un deter¬ 
minante positivos, entonces el punto crftico X! es inesta- 
ble._ 


7. Mediante linealizacion, es factible demostrar que un 
sistema autonomo piano no lineal tiene soluciones pe¬ 
riodicas ._ 


d 2 0 g 

8. Todas las soluciones de la ecuacion del pendulo — , + — 


sen 0 = 0 son periodicas._ 


9. Si una region simplemente conectada R no cuenta con 
puntos criticos de un sistema autonomo piano, entonces 
no existen soluciones periodicas en R. _ 

10. Si un sistema autonomo piano no tiene puntos criticos 
en una region invariante anular R, entonces existe al 
menos una solucion periodica en R. _ 


11. Resuelva el siguiente sistema autonomo piano no li¬ 
neal convirtiendolo a coordenadas polares, y describa el 
comportamiento geometrico de la solucion que satisface 
la condicion inicial dada. 

x' = ~y ~ x(Vx 2 + y 2 ) 3 

y' = x - y(Vx 2 + y 2 ) 3 , X(0) = (1, 0) 

12. Analice la naturaleza geometrica de las soluciones del 
sistema lineal X' = AX dada la solucion general. 

a) X(t) = c,^Je ' + c 2 f 2 ' 

b) X(t) = + C Qe 2 ' 


y' = 4y - 2xy - y 2 . 

^Tiene este sistema soluciones periodicas en el primer 
cuadrante? 

15. Clasifique el punto crftico (0, 0) del sistema autonomo 
piano correspondiente a la ecuacion diferencial no lineal 
de segundo orden 

x" + n(x 2 — \)x' + x = 0 
donde u es una constante real. 

16. Sin resolver explfcitamente, clasifique (si es posible) los 
puntos criticos de la ecuacion diferencial autonoma de 
primer orden x' = (x 2 — I )e xa como asintoticamente 
estables o inestables. 

17. Utilice el metodo del piano fase para demostrar que las 
soluciones de la ecuacion diferencial no lineal de segun¬ 
do orden 

x" = — 2x\/(x') 2 + 1 

que satisface x(0)= x 0 y x'(0) = 0 son periodicas. 

18. En la seccion 3.8, supusimos que la fuerza de recupe- 
racion F del resorte satisfacfa la ley de Hooke F = ks, 
donde s es la elongacion del resorte y k es una constante 
positiva de proporcionalidad. Si reemplazamos este su- 
puesto con la ley no lineal F = ks 3 , entonces la nueva 
ecuacion diferencial del movimiento amortiguado se 
convierte en mx" = —fix' — k(s + x) 3 + mg, donde ks 3 
= mg. El sistema se llama sobreamortiguado cuando 
(0, 0) es un nodo estable, y se denomina subamortigua- 
do cuando (0, 0) es un punto espiral estable. Calcule 
los nuevos valores de m, k y /3 que nos llevaran al sobre- 
amortiguamiento y al subamortiguamiento. 

19. Demuestre que el sistema autonomo piano 

x' = 4x + 2y — 2x 2 
y' = 4x — 3y + 4xy 
no tiene soluciones periodicas. 

20. Mediante el teorema de Poincare-Bendixson, demuestre 
que el sistema autonomo piano 
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x' = ex + y — x(x 2 + y 2 ) 
y' = —x + ey — y(x 2 + y 2 ) 

cuenta con al menos una solucion periodica cuando e > 0. 
^Que ocurre cuando e < 0? 

21. La varilla de un pendulo esta conectada a una articula¬ 
tion movil en el punto P y gira a una velocidad angular 
de u> (radianes/s) en su piano perpendicular (vea la figu- 
ra 9.46). Como resultado de lo anterior, la plomada del 
pendulo experimenta una fuerza centripeta adicional y 
la nueva ecuacion diferencial en 0 se convierte en 

d 2 0 . d6 

ml —j = a>~ml sen 0 cos 0 — mg sen 0-/3 —. 


pivote 

a 

d 


3 




Figura 9.46 Pendulo giratorio del probLema 21 


a) Confirme que no existen soluciones periodicas. 

b) Si or < g/l, demuestre que (0, 0) es un punto crftico 
estable y que es el unico punto crftico en el dominio 
— tt <6 < tt. Describa que ocurre ffsicamente cuan¬ 
do 0 (0) = 9 o, 0'(0) = 0 y 6 0 es pequeno. 


c) Si co 2 > g/l, demuestre que (0, 0) es inestable y que 
existen dos puntos crfticos estables adicionales 
(±0, 0) en el dominio —tt<9<tt. Describa lo que 
ocurre ffsicamente cuando 0(0) = 0 O , 0'(O) = 0 y 0 O 
es pequeno. 

d) Determine en que condiciones los puntos crfticos de 
los incisos a) y b) son puntos espirales estables. 

22. La ecuacion diferencial no lineal de segundo orden 

x" — 2 kx' + c(x') 3 + u> 2 x = 0 
surge del modelado del movimiento de una pala con- 
trolada electricamente. Vea la figura 9.47, donde k = c 
= 0.1 y w = 1. Suponga que esta ecuacion diferencial 
posee una region invariante tipo I que contiene al punto 
(0, 0). Demuestre la existencia de al menos una solucion 
periodica. 



Figura 9.47 Curva solucion del problema 22 


CAPITUL0 9 Ejercicios de repaso 
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C A P I T U L 0 


10 

Funciones ortogonales 
y series de Fourier 


Estructura del capi'tulo 

10.1 Funciones ortogonales 

10.2 Series de Fourier 

10.3 Series de Fourier de cosenos y senos 

10.4 Series complejas de Fourier 

10.5 Problema de Sturm-LiouvilLe 

10.6 Series de Bessel y de Legendre 

10.6.1 Serie de Fourier-Bessel 

10.6.2 Serie de Fourier-Legendre 
Ejercicios de repaso del capitulo 10 


En esta parte 4 de nuestro libro el objetivo es resolver cierto tipo de ecuacio- 
nes diferenciales parciales en el contexto de su aplicacion. A pesar de que en 
este capitulo no resolvemos ninguna ecuacion diferencial parcial, el material 
que se estudiara sirve como base para los procedimientos que se analizaran 
despues. 

En calculo, usted pudo observar que una funcion/suficientemente dife- 
renciable podia expandirse en una serie de Taylor, la cual en esencia es una 
serie de potencias de x. El concepto medular que se estudia en este capitulo 
tambien implica la expansion de una funcion en una serie infinita. A principios 
de los arios de 1800, el matematico trances Joseph Fourier promovio la idea de 
expandir una funcion/en una serie de funciones trigonometricas. Sucede que 
las series de Fourier son solamente casos especiales de un tipo mas general 
de representacion en forma de series de una funcion que utiliza un conjunto 
infinito de funciones ortogonales. La nocion de un conjunto de funciones or¬ 
togonales nos lleva de regreso a los valores propios y al correspondiente con¬ 
junto de funciones ortogonales. Puesto que los valores propios y las funciones 
propias son los ejes centrales de los procedimientos planteados en los dos 
capitulos siguientes, se le invita a repasar el ejemplo 2 de la seccion 3.9. 
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10.1 Funciones ortogonales 


■ Introduction En ciertas areas de las matematicas avanzadas, a una funcion se le 
considera como la generalization de un vector. En esta section estudiaremos la forma en 
que los dos conceptos vectoriales de producto intemo, o producto escalar, y la ortogo- 
nalidad de vectores pueden hacerse extensivos a funciones. El resto del capftulo es una 
aplicacion practica de este analisis. 

■ Producto intemo Recuerde: si u = u,i + u 2 j + « 3 k y v = v,i + v 2 j + v 3 k son dos 
vectores en R 2 o en el espacio tridimensional, entonces el producto intemo o producto 
escalar de u y v es un numero real (o escalar) que se define como la suma de los produc- 
tos de sus componentes correspondientes: 

3 

(u, v) = tqvj + u 2 v 2 + M 3 v 3 = 2 u k v k■ 

k= 1 

El producto interno (u, v) tiene las propiedades siguientes: 

0 (u, v) = (v, u) 

ii) ( leu , v) = k(u, v), k es un escalar 
Hi) (u, u) = 0 si u = 0 y (u, u) > 0 si u ¥= 0 
iv) (u + v, w) = (u, w) + (v, w). 

Se espera que cualquier generalization del producto interno tenga estas mismas propie¬ 
dades. 

Suponga que/ y/ 2 son funciones definidas en un intervalo [a, b].* Puesto que una 
integral definida en el intervalo del producto f(x)f 2 (x) tiene las propiedades i) a iv) del 
producto intemo vectorial, siempre que la integral exista sugerimos atender la siguiente 
definition. 



Motivados por el hecho de que dos vectores u y v son 
ortogonales siempre que su producto intemo sea cero, definimos las funciones ortogo¬ 
nales de manera similar. 



Por ejemplo, las funciones/! (x) = x 2 y f 2 (x) = x 3 son ortogonales en el intervalo [—1, 1] 
puesto que 


(/n/ 2 ) 


1 

x 2 • x 3 dx = 

J-i 



-1 


= 0 . 


*E1 intervalo pudo haber sido tambien (—00, 00), [0, 00), etcetera. 
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A diferencia del analisis vectorial, donde la palabra ortogonal es un sinonimo de perpen¬ 
dicular, en el presente contexto el termino ortogonal y la condition (1) no tienen ningun 
significado geometrico. 

■ Conjuntos ortogonales Estamos interesados, principalmente, en los conjuntos 
infinitos de funciones ortogonales. 



■ Conjuntos ortonormales La norma, o longitud ||u||, de un vector u puede expresar- 
se en terminos del producto intemo. La expresion (u, u) = ||u || 2 se llama norma cuadrada, 
por lo que la norma es ||u|| = \/(u, u). De manera similar, la norma cuadrada de una 
funcion <b n es ||d>„(x)|| 2 = (</>„. y entonces la norma, o su longitud generalizada, es 
||<£„(jt)|| = \/(([)„, </>„). En otras palabras, en un conjunto ortogonal { <f> n (x )} la norma cua¬ 
drada y la norma de una funcion cp n son, respectivamente. 


Hn(x )\\ 2 


y 



(3) 


Si {</>„(*)} es un conjunto ortogonal de funciones en el intervalo [a, b\ con la propiedad 
de que ||d>„(x)|| = 1 para n = 0, 1 , 2 ...., entonces se dice que j 4> n (x )) es un conjunto 

ortonormal en el intervalo. 


Ejemplo 1 Conjunto ortogonal de funciones 

Demuestre que el conjunto {1, cos x, cos 2x ,...} es ortogonal en el intervalo [ — tt, 7r|. 


Solution Si hacemos las identificaciones 4> 0 (x) = 1 y <b,,(x) = cos nx, entonces debe- 
mos demostrar que 4> 0 (x)(j) n (x) dx = 0, n =£ 0, y c f> m (x)4>„{x) dx = 0, m 1= n. En el 
primer caso, tenemos 


(<Ao, 


= <fr 0 (x)4> n (x) dx 

7T 

1 

= — sen nx 
n 


cos nx dx 


n 


senmr — sen(— mr)] = 0, 


n A 0, 


y en el segundo, 


{4>m, <l>n) = 


(!>,n(x)<t>n(x) dx = 


cos mx cos nx dx 


1 

2 J 
1 


| b COS (m — «)x] dx<^~ identidad 

„ trigonometrica 

— 77 15 

sen(«j + n)x sen (m — n)x 


m + n 


+ 


= 0, m A n. 


□ 


Ejemplo 2 Normas 

Encuentre las normas de cada funcion en el conjunto ortogonal dado en el ejemplo 1. 
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Solution A partir de (3), para <b n (x) = 1 tenemos 


ll^oWII 


2 _ 


dx = 2i t 


por lo que ||(j> 0 (.r)|| = ■ P ara 4>n( x ) ~ cos nx > n > 0, se deduce que 

1 


K( x )¥ = 


cos ~nx dx = 


2 


[1 + cos 2 nx]dx = 77. 


Por lo tanto, para n > 0, \4> n (x)\\ = \Ti t. 


□ 


Cualquier conjunto ortogonal de funciones diferentes de cero j <b„(x) ( , n = 0, 1, 2, , 

puede normalizarse, esto es, convertirse en un conjunto ortonormal, dividiendo cada 
funcion entre su norma. A partir de los ejemplos 1 y 2 se deduce que el conjunto 

1 cos x cos 2x 
V277 \[tt 

es ortonormal en el intervalo [—77, 77 ], 

I Analogia vectorial Formulemos una analogia mas entre vectores y funciones. 
Suponga que v b v 2 y v 3 son tres vectores mutuamente ortogonales diferentes de cero en 
el espacio tridimensional. Dicho conjunto ortogonal puede utilizarse como base para el 
espacio tridimensional; esto es, cualquier vector en tres dimensiones puede escribirse 
como una combination lineal 




Un conjunto orto¬ 
gonal. puede conver¬ 
tirse en un conjunto 
ortonormal. 


U = C l \ l + C 2 \ 2 + C 3 V 3 , 


(4) 


donde el c, , i = 1, 2, 3, son escalares llamados componentes del vector. Cada compo- 
nente c, puede expresarse en terminos de u y del correspondiente vector v,. Para poder 
apreciar lo anterior, calculamos el producto intemo de (4) con v,: 

(u, V|) = CjlVj, Vi) + c 2 (v 2 , Vj) + c 3 (v 3 , Vj) = CjllVjll 2 + c 2 • 0 + c 3 • 0. 


(u, Vj) 

De modo que, cq = ———. 

Ilviir 

De manera similar, podemos observar que los componentes c 2 y c 3 estan dados por 


Ci = 


(u. v 2 ) 


c 3 = 


(». v s) 


Asi, (4) puede expresarse como 


(u, Vj) (u, v 2 ) (u, v 3 ) 2 (u, v„) 

II N2 Vl + 11 N2 V 2 + V 3 = 2 j II M 2 V » 

Fir h v 3 - ,^1 v„ 2 


(5) 


■ Expansion en series ortogonales Suponga que {<j>„(x)} es un conjunto de fun¬ 
ciones ortogonales infinito en un intervalo [a, b]. Nos preguntamos: si y = f(x ) es una 
funcion definida en el intervalo [a, b], ; posible determinar un conjunto de coeficientes 
c„,n = 0, 1 , 2,... , para el que 

fix) = c o4>o(x) + C|f/>|(x) + • • • + c„(f>„(x ) + • ■ • ? (6) 

Como en el analisis anterior sobre el calculo de los componentes de un vector, podemos 
calcular los coeficientes c„ utilizando el producto intemo. Multiplicando (6) por 4>,„(x) e 
integrando en el intervalo [a, b] obtenemos 


f(x)<f) m (x) dx = c 0 


ffxft’mix) dx + c. 


(bfxyfijx) dx 


+ c„ 


<!>n(x)(f>Jx) dx 


= C 0 (<j)0, (f>m) + ClW>l, </>,„) + • • ' + c„(cj>„, <t>J + • • ■ . 
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Debido a la ortogonalidad, cada termino del lado derecho de la ultima ecuacion es cero, 
excepto cuando m = n. En este caso tenemos 


f(x)4>„(x) dx = c„ 


(£>n (x) dx. 


Se deduce que los coeficientes requeridos son 


dx 

C„ = — b 2 . . . —, n = 0, 1, 2, .... 


J a 4>„(x) dx 


En otras palabras, 


f(x) = 


(7) 


donde 


fJ{x)<l>n{x)dx 


\\U4\ 2 ' 

Mediante la notacion del producto interno, (7) se puede escribir como 

rf \ if' I / \ 

/0) - 2. IIT , \in 

■=o ll^wlr 


( 8 ) 


(9) 


Por lo tanto, (9) es visto como la analogfa funcional del vector resultante dado en (5). 



La suposicion usual es que w{x) > 0 en el intervalo de ortogonalidad [a, b], El conjunto 
{1, cos x, cos 2x,...} del ejemplo 1 es ortogonal respecto a la funcion peso w(x) = 1 en 
el intervalo [—77, tt]. 

Si { <^>„(jc) } es ortogonal respecto a la funcion peso w(x) en el intervalo [a, b], entonces 
multiplicamos (6) por w(x)4> n (x) e integramos para obtener 


fafi x ) w i x )4 > n(x) dx 

UnMf 


( 10 ) 


donde 


II^WII 2 


rh 

w(x)4>l(x) dx. 


( 11 ) 


Se dice que la serie (7) con coeficientes dados por (8) y (10) es un desarrollo en series 
ortogonales de/o una serie generalizada de Fourier. 


H Conjuntos completos El procedimiento bosquejado para determinar los coeficien¬ 
tes c n fue formal, esto es, las preguntas basicas acerca de que si un desarrollo ortogonal 
de una serie como la (7) es en realidad factible o pudiera ser ignorada. Asimismo, para 
desarrollar/en una serie de funciones ortogonales, desde luego es necesario que/no sea 
ortogonal a cada <f> n del conjunto ortogonal {4> n {x}}. (De ser/ortogonal a cada 4> n , en¬ 
tonces c n = 0, n = 0, 1, 2,_) Para evitar este ultimo problema debemos suponer, en lo 

que resta del analisis, que un conjunto ortogonal es completo. Esto significa que la unica 
funcion continua ortogonal a cada miembro del conjunto es la funcion cero. 
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Comentarios 


Suponga que [f 0 (x), f x (x), f 2 (x), ...} es un conjunto infinito de funciones con valores 
reales que son continuas en un intervalo [a, b\. Si este conjunto es linealmente indepen- 
diente en [a, b], entonces siempre se podra convertir en un conjunto ortogonal y, como 
se describio anteriormente en esta section, puede convertirse en un conjunto ortonor- 
mal. Consulte el problema 22 de los ejercicios 10.1. 


EJERCICIOS 10.1 Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-23 


En los problemas del 1 al 6, demuestre que las funciones dadas 
son ortogonales en el intervalo indicado. 

1 . /i(x) = x,/ 2 (x) = x 2 ; [-2,2] 

2. Mx) = X s , f 2 (x) = x 2 + 1; [-1,1] 

3. /,(*) = e*, f 2 (x) = xe x - e x ; [0, 2] 

4. /, (x) = cos x, f 2 (x) = sen 2 *; [0, tt] 

5. /i(x) = x, f 2 (x) = cos 2x; [—7r/2, tt/2] 

6 . fi(x) = e x , f 2 (x) = sen x; [7r/4 , 5tt/4] 

En los problemas del 7 al 12, demuestre que cada conjunto de 
funciones es ortogonal en el intervalo indicado. Encuentre la 
norma de cada funcion del conjunto. 

7. { sen x, sen 3x, sen 5x,...}; [0, 7 t/2 ] 

8 . { cos x, cos 3x, cos 5x,...}; [0, 77/2] 

9. { sen nx}, n = 1, 2, 3,...; [0, tt] 

mr ] 

10 . | sen —xj , n = 1, 2, 3,...; [0, p] 

I H7T ] 

11 . |l, cos—x j , n = 1, 2, 3,...; [0, p] 

f mr imr \ 

12. <1, cos— x, sen- x >, n = 1, 2, 3,..., 

l P P ) 

m = 1, 2, 3,...; [— p, p] 

En los problemas 13 y 14, compruebe por integration directa 
que las funciones son ortogonales respecto a la funcion peso 
indicada en el intervalo dado. 

13. H 0 (x ) = 1, H x {x) = 2x, H 2 (x ) = 4x 2 - 2; w(x) = e~* 2 , 
( — 00, oo) 

14. L 0 (x ) = 1, L x {x) = —x + 1, L 2 (x) = \ x 2 — 2x + 1; 

w(x) = [0, oo) 

15. Sea { 4>„(x )} un conjunto ortogonal de funciones en [a, b] 
tal que 4> 0 (x) = 1. Demuestre que f b a 4>„(x) dx = 0 para 
n = 1,2, .... 

16. Sea I4> n (x)} un conjunto ortogonal de funciones en 
[a, b] tal que <j> 0 (x) = 1 y <f> i(x) = x. Demuestre que 
/* (ax + [3)cp„(x) dx = 0 para n = 2,3,... , y para cual- 
quier constante a y /3. 

17. Sea {<j>„(x)} un conjunto ortogonal de funciones en 
[a, b], Demuestre que \\<j) m (x) + </>„(x)|| 2 = ||<j),„(x)|| 2 + 
||cj>„(x)|| 2 , m + n. 


18. Del problema 1 sabemos que/j(x) = x y / 2 (x) = x 2 son 
ortogonales en [—2, 2]. Determine las constantes c x y c 2 
tales que/ 3 (x) = x + c x x 2 + c 2 x 3 sea ortogonal a/j y f 2 
en el mismo intervalo. 

19. El conjunto de funciones {sen nx], n = 1, 2, 3, ..., es 
ortogonal en el intervalo [—tt, tt], Demuestre que el 
conjunto esta incomplete. 

20. Suponga qu ef u f 2 y/ 3 son funciones continuas en el 
intervalo [a, b], Demuestre que (f x +/ 2 ,/ 3 ) = (/j,/ 3 ) + 
(/ 2 ,/ 3 )- 

21. Se dice que una funcion con valores reales es periodica 
con periodo T si/(x + T) = f(x). Por ejemplo, 4 tt es un 
periodo de sen x ya que sen (x + 4 tt) = sen x. El valor 
mas pequeno de T para el que/(x + T) =/(x) es valida se 
llama periodo fundamental de/. Por ejemplo, el periodo 
fundamental de/(x) = sen x es T = 2tt. 6 Cual es el perio¬ 
do fundamental de cada una de las funciones siguientes? 

a ) f(x) = cos 2irx 

4 

b) f(x) = sen — x 

c) /(x) = sen x + sen 2x 

d) f(x ) = sen 2x + cos 4x 

e) f(x ) = sen 3x + cos 2x 

( iiTT mr 

/) fix) = A 0 + 2j I K cos —x + B„ sen — x 
n = 1 V P P 

A„ y B„ depende solamente de n 

22. El proceso Gram-Schmidt para la construccion de 
un conjunto ortogonal (consulte la seccion 1.7) nos 
lleva a un conjunto linealmente independiente {/ 0 (x), 
f x (x),f 2 (x), ... } de funciones continuas con valores 
reales en el intervalo [a, b]. Con el producto interno 
[fn,([■>„) = /*/,(x)/>„(x)(lx,defma las funciones presentes 
en el conjunto B' = {cf> 0 (x), 4> /x), <f> 2 (x), ... } como 


4> oW =/oW 


4> iW =fi(x) - 
<t> 2 {x) = h(x) - 


(.fu 4>o) 
(4> o> 4>o) 
(/ 2 ; 4 > o) 
(&0- 4> o) 


4> 0 (x) 

4>o( x ) ~ 


Uf 4>i) 

(01- 0i) 


0 iW 


Y asi sucesivamente. 
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a) Escriba <fi 3 (x) perteneciente al conjunto. 

b ) Por construccion, el conjunto B' = {(f> 0 (x). (ffx), 
<t> 2 {x), ... } es ortogonal en [a, b], Demuestre que 
<^>o(jc), 4>y(x) y cj) 2 (x ) son mutuamente ortogonales. 

Problemas de analisis 

23. a) Considere el conjunto de funciones {1, x, x 2 , x 3 , 
...} defmido en el intervalo [—1, 1]. Aplique a este 
conjunto el proceso de Gram-Schmidt que se dio 


en el problema 22 y encuentre 4>o(x), 4>i(x), <f> 2 (x) y 
4> 3 (x) del conjunto ortogonal B'. 

b) Analice: ( ',Reconoce el conjunto ortogonal? 

24. Compruebe que el producto intemo (/j,/ 2 ) de la defini- 
cion 10.1 satisface las propiedades i) a iv) relacionadas 
en la pagina 491. 

25. En K\ de un ejemplo de un conjunto de vectores orto¬ 
gonales que no este completo. Proporcione un conjunto 
completo de vectores ortogonales. 


10.2 Series de Fourier 


■ Introduccion En el capftulo anterior estudiamos que si {<f 0 (x), 4>fx), 4> 2 (x), ...} 
es un conjunto de funciones con valores reales que son ortogonales en el intervalo 
[a, b] y si/es una funcion definida en el mismo intervalo, entonces podemos desarrollar 
formalmente/en una serie ortogonal c 0 4>o(x) + cfifx) + c 2 4> 2 {x) + ... . En esta seccion 
desarrollaremos las funciones en terminos de un conjunto ortogonal especial de funcio¬ 
nes trigonometricas. 



Esta es la razon por 
la que se utiliza aj 2 
en lugar de o 0 . 


I Series trigonometricas En el problema 12 de los ejercicios 10.1, se pidio al lector 
demostrar que el conjunto de funciones trigonometricas 


f 77 277 377 77 277 377 1 

< 1, cos — x, cos — x, cos — x, ..., sen - x, sen- x, sen — x, ... ) (1) 

l P P P P P P ) 


es ortogonal en el intervalo [—p, p]. Este conjunto sera de especial importancia poste- 
riormente en la solucion de ciertos tipos de problemas con valores en el limite que invo- 
lucran ecuaciones diferenciales lineales parciales. En esas aplicaciones, necesitaremos 
desarrollar una funcion/definida sobre [—p, p] en una serie ortogonal que consista en 
las funciones trigonometricas dadas en (1), es decir. 


. , a0 ^ / H77 IITT \ 

f(x) = - 1 - 7 . a,,cos — x + b n sen — x ). ( 2 ) 

’ 2 ^\ n p p J 

Los coeficientes a 0 , a { , a 2 , ..., b u b 2 , ..., pueden determinarse exactamente en la 
misma forma que en el analisis general de las expansiones de series ortogonales de las 
paginas 493 y 494. Antes de continuar, observe que hemos seleccionado escribir el coefi- 
ciente de 1 en el conjunto (1) como c/q/2 en lugar de a 0 ; esto solamente es por convenien- 
cia, pues la formula de a„ se simplificara entonces a a 0 para n = 0. 

Integrar ambos lados de (2) desde —p hasta p nos da 


f(x) dx = 


Oq 

2 J 


dx + 2 ( °n 


HIT 

cos- x dx + b n 


tVTT . 

sen — xdx I. (3) 
P 


“-p "-p ■'-p p 

Puesto que cos,(mrx/p) y sen(mrx/p), n> 1, son ortogonales a 1 en el intervalo, el segun- 
do miembro de (3) se reduce a un solo termino: 


~p 

f{x) dx 

-p 

Despejamos a 0 y obtenemos 



= P«o- 


a 0 


1 

P 


fix) dx. 


(4) 
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Ahora multiplicamos (2) por cos(rmrx/p) e integramos: 


'p 

f(x) cos 


hut 

- x ax 

P 


a 0 


rp 


2 


cos 

p 


miT 

- x dx 

P 


+ 




imr mr 

cos- x cos- x dx + 

P P 


I11TT JITT 

cos- x sen — x 

P P 



(5) 


Mediante la ortogonalidad, tenemos 


rmr 

cos- x dx = 0, m > 0, 

P 


nnr m t 

cos- x sen — x dx = 0 

P P 


rmr mr 

cos- x cos — x dx = 

P P 


{ 0 , 

IP, 


m A n 
p, m = n. 


Por lo tanto, (5) se puede simplificar a 


y asi 


= P J 


mr 

f(x) cos- x dx = a n p , 

-p P 

0 

HIT 

fix) COS-A' dx. 

p 


( 6 ) 


Por ultimo, si multiplicamos (2) por sen (rmrx/p), integramos, y usamos los resultados 


nnr 

sen- x dx = 0, m > 0, 

P 


imr mr 

sen- a sen — a dx = 0 

P P 


y 


mir mr 

sen- a sen- x dx 

P P 


( 0, m n 
Ip, m = n. 


encontramos que 



(7) 


Se dice que la serie trigonometrica (2) con coeficientes a 0 , a n y b n defmidos por (4), (6) 
y (7), respectivamente, se conoce como serie de Fourier de la funcion/. Los coeficientes 
obtenidos a partir de (4), (6) y (7) se conocen como coeficientes de Fourier de/. 

Para calcular los coeficientes a 0 , a n y b n , se supone que/era integrable en el intervalo 
y que (2), as! como la serie obtenida al multiplicar (2) por cos {rmrx/p), convergfa de tal 
manera que permite la integracion termino por termino. Hasta que se demuestre que (2) 
es convergente para una funcion/dada, el signo de igualdad no se tomara en sentido 
estricto o literal. En algunos textos se utiliza el sfmbolo ~ en lugar de =. En vista de que 
la mayorfa de las funciones incluidas en las aplicaciones son de un tipo que garantiza la 
convergencia de la serie, aquf utilizaremos el sfmbolo de igualdad. A continuacion se 
proporciona un resumen de los resultados: 


DEFINICION 10.5 


Series de Fourier 

La serie de Fourier de una funcion/defmida en el intervalo (— p, p) esta dada por 

4 ( 8 ) 


donde 


(9) 

( 10 ) 

( 11 ) 
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Figure 10. Funcion/del 
ejemplo 1 


Ejemplo 1 Desarollo de una serie de Fourier 

. . f 0, — 77 < X < 0 

Expanda f(x) = < (12) 

(7 T ~ X, V < X < TT 

en una serie de Fourier. 

Soludon La grafica de/se proporciona en la figura 10.1. Con p = rr, a partir de (9) y 
(10) tenemos que 


a 0 


a 


n 


1 

f(x) dx = — 


0 dx + 


(77 — x) dx 


1 

xl 

= — 

TTX -— 1 

7 T 

L 2j 


f(x) cos nx dx = — 

77 


, . sen nx 

TT J 

(77 X) 


+ - 


n 

0 »J 

1 cos nx 

7T 



0 dx + 


sen nx dx 


(77 — x) cos nx dx 


7777 77 

- cos 7777 + 1 


0 


<— COS 7277 = (—!)" 


1 -(- 1 )" 


77 

2 


De manera similar, a partir de (11) encontramos que 


b„ = 


1 


, x 1 

(77 — x) sen nx dx = —. 


Por lo tanto. 


, , 77 

/M = 4 + 


00 ( 

n= 1 l 


1 - (-1)" , 1 

---cos nx — sen nx 

n z rr n 


r 


03) □ 


Observe que a n , tal como fue definida en (10), se simplifica al valor a 0 que se dio en 
(9) cuando fijamos n = 0. Sin embargo, como lo muestra el ejemplo 1, este puede no ser 
el caso despues de haber evaluado la integral para a n . 


I Convergencia de una serie de Fourier El teorema siguiente proporciona condi- 
ciones suficientes para la convergencia de una serie de Fourier en un punto. 


TEOREMA 10.1 


Condiciones para la convergencia 


Sean/y/' funciones continuas en el intervalo (— p, p)\ esto es, establezcamos/y/' 
continuas excepto en un numero finito de puntos en el intervalo y con discontinui- 
dades fmitas solo en estos puntos. Entonces, la serie de Fourier de/en el intervalo 
converge a f(x) en un punto de continuidad. En un punto de discontinuidad, la serie 
de Fourier converge al promedio 

/(*+) +/(*-) 


donde/(.r+) y f(x—) denotan el lfmite de/en x de derecha a izquierda, respecti- 
vamente.* 


*En otras palabras, para un punto x en el intervalo y h > 0, 


/(*+) = lim f{x + h), f(x~) 

o 


lfm f{x — h). 
h-> o 
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Para ver la demostracion de este teorema, se recomienda consultar el libro clasico de 
Churchill y Brown.* 


Ejemplo2 Convergencia de un punto de discontinuidad 

La funcion (12) del ejemplo 1 satisface las condiciones del teorema 10.1. En consecuen- 
cia, por cada x en el intervalo ( — 77, 77), excepto en x = 0 , la serie (13) convergira a fix). 
En x = 0 la funcion es discontinua, entonces la serie (13) convergira para 

/(0 + ) +/( 0 -) 77 + O 77 


I Extension periodica Observe que cada una de las funciones incluidas en el con- 
junto basico (1) tiene un periodo fundamental diferente,** es decir, 2 pin, n > 1; sin 
embargo, puesto que un multiplo entero positivo de un periodo es tambien un periodo, 
podemos ver que todas las funciones tienen en comun el periodo 2 p (compruebelo). En 
consecuencia, el lado derecho de (2) tiene periodo 2p: de hecho, 2 p es el periodo funda¬ 
mental de la suma. Concluimos que una serie de Fourier no solo representa la funcion 
en el intervalo (~p, p), sino que tambien proporciona la extension periodica de/fuera 
de este intervalo. Ahora podemos aplicar el teorema 10.1 a la extension periodica de/, 
o suponer desde el principio que la funcion dada es periodica con periodo T = 2p\ esto 
es,/(x + 7j = f{x). Cuando/es una funcion continua y existen las derivadas derecha e 
izquierda en x = —pyx = p, respectivamente, entonces la serie (8) converge al prome- 
dio [f(p—) + /(— p+)]!2 en estos extremos y a este valor extendido periodicamente en 
±3 p, ±5 p, ±lp , etc. La serie de Fourier dada en (13) converge a la extension periodica 
de (12) en todo el eje x. En 0, ±277, ±477,..., y ± 77 , ±377, ±577,..., la serie converge 
a los valores 



Podemos suponer 
que la funcion/dada 
es periodica. 


/( 0+)+/(0 —) 77 /(T 7 + ) +/( 77 -) ^ 

- 2 - = T y - 2 - = °’ 

respectivamente. Los puntos negros de la figura 10.2 representan el valor 77 / 2 . 






-A- 1 


*t- 


-4 n -3 n -In -71 


v 


*1— x 


n 2 n "in 4 n 


Figura 10.2 Las extensiones periodicas de la funcion/se muestran en la figura 10.1 


I Secuencia de sumas parciales Es interesante observar como la secuencia de las 
sumas parciales {Sj/x)} de una serie de Fourier se aproxima a una funcion. Por ejemplo, 
las primeras tres sumas parciales de (13) son 

77 77 2 77 2 1 

S) (x) = —, S 2 (x) =-1-cos x + sen x, Sfx) = -1-cos x + sen x H— sen 2x. 

4 4 77 4 77 2 


En la figura 10.3 hemos utilizado un CAS para graficar las sumas parciales S 5 (x), S 8 (x) 
y S 15 (x) de (13) en el intervalo (— 77 , 77 ). La figura 10.3/) muestra la extension periodica 
utilizando Sj 5 (x) en (—477, 477). 


*Ruel V. Churchill y James Ward Brown, Fourier Series and Boundary Value Problems (Nueva York: McGraw- 
Hill, 2000). 

**Consulte el problema 21 de los ejercicios 10.1. 
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y 



a) S 5 (x) en ( -n , jt) 



-3-2-1 0 1 2 3 

c) Si g (x) en (- n , tf) 


y 



b) S 8 (x) en (-/r, n) 

y 

3 l A | A 

i- - 

1 : 

o;-; x 

-10 -5 0 5 10 

d) S 15 p:) en (-An, An) 


Figura 10.3 Sumas parciales de una serie de Fourier 


| EJERCICIOS 10.2 Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-23. 


En los problemas del 1 al 16, encuentre la serie de Fourier de/ 
en el intervalo dado. 


1- /M 

2 - / 0 ) 

3. f{x) 

4- fix) 

5- fix) 

6. fix) 

7- fix) 
8. fix) 

9- f(x) 

10. fix) 

11. fix) 


ft 


-7T < X < 0 
0 < X < 77 


-1, 

— 77 < X < 0 

2, 

0 < X < 77 


-1 < X < 0 

X, 

0sr< 1 

0, - 

-1 < x < 0 

X, 

0 < x < 1 

o, ■ 

-77 < X < 0 

.x 2 , 

0 ^ X < 77 

7T 2 , 

— 77 < X < 0 

77 2 — 

X 2 , 0SX<77 

+ 77, 

— 77 < X < 77 

— 2x, 

— 77 < X < 77 

0, 

— 77 < X < 0 

sen x, 

0 < X < 77 

0, 

— 77/2 < x < 0 

COS X, 

0 < X < 77/2 

'0, 

—2 < x < — 1 

-2, 

— 1 < x < 0 

1, 

0 < x < 1 

,0, 

1 < x < 2 



0, —2 < x < 0 

x, 0 < x < 1 

1, 1 < x < 2 

1, — 5 < x < 0 

1 + x, 0 < x < 5 

2 + x, — 2 < x < 0 

2, 0 < x < 2 


15. fix) = e x , —tt<x<tt 



— 77 < X < 0 
0 < X < 77 


17. Utilice el resultado del problema 5 para demostrar que 


77 2 1 1 

- = 1 H-7 1-r + 

6 2 2 3 2 



y 



l l 

~ H-— 

2 2 3 2 


I 

4 2 


+ •••. 


18. Utilice el problema 17 para calcular una serie que pro- 
porcione el valor numerico de 77 2 /8. 

19. Utilice el resultado del problema 7 y demuestre que 



1 

-b —. 

7 
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20. Utilice el resultado del problema 9 para demostrar que 

v 1 1 1 1 1 

— — — _l_-—--f - -—--F * * * 

4 2 1-3 3-5 5-7 7-9 


21. El valor cuadratico medio (RMS, por sus siglas en in¬ 
gles) de una funcion/(x) definida en un intervalo (a, b) 
esta dado por 


RMS(/) 


4 


f b f(x)dx 
b — a 


Si la expansion de la serie de Fourier de/esta dada por 
(8), demuestre que el valor RMS de/en el intervalo 
(— p, p) esta dado por 

I OO 

RMS {f)=J\al + \^{al + b% 

V K = 1 

donde a 0 , a n y b„ son los coeficientes de Fourier en (9), 
(10) y (11). 


Series de Fourier de cosenos y senos j 

I Repaso El esfuerzo que se lleva a cabo en la evaluacion de los coeficientes a 0 , a n y 
b n al desarrollar una funcion/en una serie de Fourier se reduce de manera significativa 
cuando/es una funcion par o impar. Se dice que una funcion/es: 

par si /(—*)=/(*) e impar si f(~x) = -fix). 

En un intervalo simetrico tal como i~p, p), la grafica de una funcion par tiene simetrfa 
respecto al eje y, mientras que la grafica de una funcion impar tiene simetrfa en relacion 
con el origen. 

I Funciones par e impar Es probable que el origen de las palabras par e impar pro- 
venga del hecho de que las graficas de las funciones polinomiales que consisten en todas 
las potencias pares de x sean simetricas respecto al eje y, mientras que las graficas de 
polinomios constituidos por todas las potencias impares de x son simetricas en relacion 
con el origen. Por ejemplo, 

i entero par 

/(x) = x 2 es par debido a que/(—x) = (—x) 2 = x 2 =/(x) 

4 entero impar 

/(x) = x 3 es impar debido a que/(—x) = (— x) 3 = — x 3 = - fix). 

Consulte las ftguras 10.4 y 10.5. Las funciones trigonometricas coseno y seno son fun¬ 
ciones pares e impares, respectivamente, ya que cos(—x) = cos x y sen(—x)= —sen x. 
Las funciones exponenciales/(x) = e x y fix) = e x no son pares ni impares. 

■ Propiedades El teorema siguiente relaciona algunas propiedades de las funciones 
pares e impares. 




TEOREMA 10.2 


Propiedades de Las funciones 
pares e impares 


a) El producto de dos funciones pares es par. 

b ) El producto de dos funciones impares es par. 

c ) El producto de una funcion par y una impar es impar. 

d) La suma (resta) de dos funciones pares es par. 

e) La suma (resta) de dos funciones impares es impar. 
/) Si/es par, entonces f° a f(x) dx = 2 J"/'(x) dx. 

g) Si/es impar, entonces f‘ ' fix) dx = 0. 


Demostracion de b) Supongamos que/y g son funciones impares. Entonces, tene- 
mos /(—x) = —fix) y g(—x) = —g(x). Si definimos el producto defy g como F(x) = 
/(x)g(x), entonces 

Fi-x) = fi x)g( x) = (-/(x))(-g(x)) =f(x)g(x) = F(x). 
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Lo anterior muestra que el producto F de dos funciones impares es una funcion impar. 
La demostracion de las propiedades restantes se deja como ejercicio para el lector. 
Consulte el problema 52 de los ejercicios 10.3. □ 


I Series de senos y cosenos Si/es una funcion par de (—p, p) entonces, en vista 
de las propiedades siguientes, los coeficientes (9), (10) y (11) de la seccion 10.2 se con- 
vierten en 


«o = 


-p 

1 r p 


f{x) dx = — 
P 


f(x) dx 


mr 2 r mr 

a„ = — fix) cos — x dx = — fix) cos — x dx 
PJ_„ P PL P 


b„ = 


PJ 


par 

V 

mr 

fix) sen — x dx = 0. 
„ P 


V 

impar 


De manera similar, cuando/es impar en el intervalo (—p, p), 


a n = 0, n = 0, 1, 2,..., b n = 


mr 

fix) sen — x dx. 
P 


En la definicion siguiente resumimos los resultados. 


DEFINICION 10.6 


Series de Fourier de senos y cosenos 

i ) La serie de Fourier de una funcion par en el intervalo ( —p, p) es la serie de cosenos 


f(x) = ^+ cos— x, 


(1) 


donde — ] f[\ ■) ri; (2) 


(3) 


ii) La serie de Fourier de una funcion impar en el intervalo (—p, p) es la serie de 
senos 


fix) = Y b n 


, 


9 [P 


donde 


- x dx. 

PL P 


(4) 

(5) 



Figura 10.6 Funcion impar/ 
del ejemplo 1 


Ejemplo 1 Desarrollo en una serie de senos 

Expanda f(x) = x, — 2 < x < 2, en una serie de Fourier. 


SoLucion La inspeccion de la figura 10.6 muestra que la funcion dada es impar en 
el intervalo (—2, 2), por lo que desarrollamos/en una serie de senos. Con la identidad 
2 p = 4, tenemos p = 2. Por lo tanto (5), despues de la integracion por partes, es 


f 2 

x sen 
■'o 


mr 

— x dx 
2 


4( —1)" +1 

mr 
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Por lo tanto, 


nrr 


( 6 ) □ 


/M 



-sen — x. 

n 2 


La funcion del ejemplo 1 satisface las condiciones del teorema 10.1. De aquf que la 
serie (6) converja a la funcion en (—2, 2) y a la extension periodica (de periodo 4) dada 
en la figura 10.7. 



Figura 10.7 Extension periodica de la funcion/mostrada en la figura 10.6 


Ejemplo 2 Desarrollo en una serie de senos 

— 1, —77 < X < 0 

0SX<7T 

intervalo ( — 77, 77 ). Con el valor de p = 77 tenemos a partir de (5) 


La funcion/(x) 




que se muestra en la figura 10.8 es impar en el 


2 

b n = ~ 
77 


(1) sen nx dx = 


2 1 - (- 1 )" 


y asi 


2 ” 1 - (- 1 )" 

fix) = — > -sennx. 

tt b = i n 


(7) □ 


y 


1- 


-71 

71 


- -1 


Figura 10.8 Funcion impar/ 
del ejemplo 2 


■ Fenomeno de Gibbs Con ayuda de un sistema asistido por computadora, en la 
figura 10.9 se han trazado las graficas Sj(x), S 2 (x), S 3 (x), 5 15 (x) de las sumas parciales 
de los terminos diferentes a cero de (7). Como se puede observar en la figura 1 0.9d), la 
grafica de S l5 (x) tiene picos pronunciados cerca de las discontinuidades en x = 0, x = 77, 
x = — 77 , etc. Este “disparo” por las sumas parciales S N de los valores funcionales cerca 
de un punto de discontinuidad no la empareja sino que permanece constante, aun cuando 
el valor de N se considera elevado. Este comportamiento de una serie de Fourier cerca de 
un punto en el cual/es discontinua se conoce como fenomeno de Gibbs. 


y 



c) S 3 (x) 


y 



d) S 15 (x) 


Figura 10.9 Sumas parciales de la serie seno de (7) en el intervalo (-77, 77) 
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Figura 10.11 Reflexion impar 



Figura 10.12 Reflexion identidad 



Figura 10.13 Funcion/ 
del ejempLo 3 


La extension periodica de/en el ejemplo 2 sobre todo el eje a: es una funcion meandro 
(vea la pagina 226). 

■ DesarroUos en semiintervalos A lo largo del analisis anterior quedo claro que 
una funcion/estaba definida en un intervalo donde el origen era el punto medio, esto es, 
—p <x<p. Sin embargo, en muchos casos nos interesa representar una funcion definida 
solamente para 0 < x < L mediante una serie trigonometrica. Lo anterior se puede llevar 
a cabo de muchas formas diferentes por el suministro de una definition arbitraria de la 
funcion en el intervalo -L<x< 0. Por brevedad, consideramos los tres casos mas impor- 
tantes. Si y = fix) se define en el intervalo 0 <x <L, 

i) refleje la grafica de la funcion respecto al eje y en -L < x < 0; la funcion es ahora par 
en -L < x < L (consulte la figura 10.10); o 

ii) refleje la grafica de la funcion a traves del origen en -L < x < 0; la funcion es ahora 
impar en -L < x < L (vea la figura 10.11); o 

Hi) defina/en -L < x < 0 mediante fix) = fix + L) (consulte la figura 10.12). 

Observe que los coeficientes de las series (1) y (4) utilizan solamente la definicion de 
la funcion en 0 < x < p (esto es, medio intervalo -p < x < p). De modo que, en la practica, 
no existe una necesidad real de hacer las reflexiones descritas en i) y ii). Si/se define en 
0 < x < L, simplemente identificamos la mitad del periodo como la longitud del intervalo 
p = L. El coeficiente en las formulas (2), (3) y (5) y las series correspondientes generan 
una extension periodica par o impar con periodo 2 L de la funcion original. Las series co- 
seno y seno obtenidas de esta manera se conocen como desarrollos en semiintervalos. 
Por ultimo, en el caso iii) estamos definiendo que los valores funcionales en el intervalo 
-L<x< 0 sean los mismos valores presentes en 0 < x < L. Como en los casos anteriores, 
no hay una necesidad real para hacer esto. Se puede demostrar que el conjunto de fun- 
ciones incluidas en (1) de la seccion 10.2 es ortogonal en a < x s a + 2p para cualquier 
numero real a. Seleccionando a = —p, obtenemos los limites de integracion de (9), (10) 
y (11) de esa seccion. Sin embargo, para a = 0 los limites de integracion estan desde 
x = 0 hastax = 2 p. Por lo tanto, si/esta definida en el intervalo 0 < x < L, identificamos 
2p = L o p = LI2. La serie de Fourier resultante proporcionara la extension periodica 
de/con periodo L. De esta forma, los valores hacia los cuales converja la serie seran los 
mismos en -L < x < 0 que en 0 < x < L. 


Ejemplo 3 Desarrollo en tres series 

Desarrollar/(x) = x 2 , 0 < x < L, a) en una serie coseno, b) en una serie seno y c) en una 
serie de Fourier. 


Solucion La grafica de la funcion esta dada en la figura 10.13. 
a) Tenemos 


«o = 


L J 


2 , 2 2 2 
X dx = — L , a., = — 

3 T 

J l J 


2 nv 4L(-1) 

x cos — x dx = -,—~—, 

L nV 


J o J o 

donde, para encontrar el valor de a„, se utilizo la integracion por partes dos veces. 


Por lo tanto. 


/x L 2 ALr ~ (-1)" 7777 

/(•*) = Y + —2 — T~ cos—x. 

■J 77 = i ft L-/ 


b) En este caso, nuevamente debemos integrar por partes dos veces: 


b„ = 


Lj 


xr sen — x dx = 

L 


Asf, 


- 00 f ( 

-S{- 

n= 1 v 


2Lr ((~ 1)" 

/M = —. 


2L 2 (— 1)" 

7777 
2 


4L 2 


+ ^ [(-!)"-!]■ 
n77 


>} 


'[(“I)" - !] ( sen —x. 


c) Con p = L/2, lip = 2IL y mr/p = 2mr/L, tenemos 


L) 


2 , 2 2 2 
x" dx = — L , a„ = — 

3 T 

j X, J 


27777 


- x dx = 


(8) 


(9) 
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2 

K = L) 


2nir 


- x dx = -. 

77 77 


Por lo tanto. 


, . L 2 L 
/M = ~T + ~ 

3 77 


oo f 1 

2 4 

»=i in', 


2/777 

COS-X 

77 L 


1 2/777 

— sen-x 

n L 


} 


( 10 ) 


Las series (8), (9) y (10) convergen a la extension par periodica 2 L At f, a la extension 
impar periodica 2 L def, y a la extension periodica L de/, respectivamente. Las graficas 
de estas extensiones periodicas se muestran en la figura 10.14. 




/ 

/• 


✓ # /# 


-4L -3L -2L -L 


/ 


/ 

/• 


/ 

/• 


/ 

/• 


2L 3L 4L 


c) Serie de Fourier 

Figura 10.14 Diferentes extensiones periodicas de la funcion/ 


I Fuerza impulsora periodica A veces las series de Fourier resultan de utilidad para 
determinar una solution particular de una ecuacion diferencial que describe un sistema 
ffsico, donde la entrada o fuerza conductora f(t) es periodica. En el ejemplo siguiente, 
calculamos una solution particular de la ecuacion diferencial 


m 


d 2 x 
dt 2 


+ kx = f(t) 


( 11 ) 


donde representamos a f en primera instancia, mediante un desarrollo en serie de seno 
en un semiintervalo y suponiendo entonces una solution particular de la forma 

X />M = 2 B n sen - <■ (12) 

n = 1 P 


Ejemplo 4 Solucion particular de una ecuacion diferencial 

Un sistema masa-resorte no amortiguado, donde la masa m = ^ slugs y la constante del 
resorte k = 4 libras/pie, esta manejado mediante la fuerza externa f(t) con periodo 2 ilus- 
trada en la figura 10.15. Aunque la fuerza/(0 actua sobre el sistema para t > 0, observe 
que si la grafica de la funcion se amplfa con periodo 2 al eje t negativo, obtenemos una 
funcion impar. En terminos practicos, esto significa que solamente necesitamos encon- 
trar el desarrollo de senos de semiintervalo d ef(t) = irt, 0 < t < 1. Considerando el valor 
p = 1, a partir de (5) y mediante integration por partes se deduce que 


b„ = 2 


7 rt sen liTTt dt 


2 (— 1 )" + 1 
77 
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m 



Figura 10.15 Funcion periodica 
forzada/del ejemplo 4 
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A partir de (11) puede observarse que la ecuacion diferencial del movimiento es 


1 d 2 x 
16 dt 2 


+ 4x 


s 

« = 1 


2 (— 1 )" + 1 
n 


sen mrt. 


( 13 ) 


Para encontrar la solution particular x p (t) de (13), sustituimos (12) en la ecuacion e igua- 
lamos los coeficientes de sen mrt. Esto nos da 


- tr-rr 2 + 4 \B„ = 

16 


2(-l)" 

n 


o B„ = 


32( — 1)” 


i(64 — n 2 ir 2 ) 


“ 32(—l) n + 1 

Por lo tanto, xJt) = V — -;— z-sen mrt. 

pK ' ^ n(64 - n 2 TT 2 ) 


(14) □ 


En la solution (14), observe que no existe entero alguno n > 1 para el que el deno- 
minador 64 — trrr 2 de B n sea cero. En general, si existe un valor de n, digamos N, para 
el cual Nrr/p = to, donde to = *s/k/m, entonces el sistema descrito en (11) es un estado 
de resonancia pura. En otras palabras, tenemos resonancia pura si el desarrollo en series 
de Fourier de la fuerza conductora/(?) posee un termino sen(A , ir/L)f (o cos(Ntr/L)t) a la 
misma frecuencia que la correspondiente a las vibraciones libres. 

Desde luego, si la extension periodica 2 p de la fuerza conductora/en el eje t negativo 
nos da una funcion par, entonces desarrollamos/en una serie de cosenos. 


EJERCICIOS 10.3 Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-23. 


En los problemas del 1 al 10, determine si la funcion es par, 
impar o de ninguna de las dos formas. 


1. fix) = sen 3x 
3. fix) = x 2 + x 
5- fix) 


= e w 


7 /w ' {-f 
8- /(*) = | _ 


2 . fix) = x cos x 
4. fix) = x 3 - 4x 
6 . fix) = ti- 
-1 < x < 0 
0 < x < 1 
x + 5, —2 < x < 0 

x + 5, 0sx<2 


9. fix) = x 3 , 0 < x ^ 2 


10 . fix) = lx 5 1 


11 . /(x) = 




-7T < X < 0 
0 s X < 7 T 
[1, —2 < X < —1 

12 . /(x) = | 0, — 1 < x < 1 

U, 1 < x < 2 

1 3. fix) = Ixl, — 77 < X < TT 14. fix) = X, — 7T < X < 77 
15. fix) = x 2 , — 1 < x < 1 16. fix) = xlxl, — 1 < X < 1 

17. fix) = TT 2 — X 2 , —TT < X < 7 T 


18. fix) = x 3 , —rr < X < 7T 

— TT < X < 0 

0 S X < IT 


19. f[x) = 


fX — 1 , 
\x + 1, 


20 . f(x ) = 


En los problemas del 11 al 24, desarrolle la funcion dada en 
una serie apropiada de cosenos o senos. 



En los problemas del 25 al 34, determine los desarrollos cose- 
no y seno de semiintervalo para la funcion proporcionada. 


25. fix) = 


26. fix) = 


I 1 ’ ' 

to, | 

f 0, c 

U l 2 


0 < x < \ 
< x < 1 
0 < X < b 


k < x < 1 


27. fix) = cos x, 0 < x < tt/2 

28. fix) = sen x, 0 < x < 77 

29. fix) = 

30. fix) = 


X, 

0 < X < 77 ; 

TT ~ X, 

77/2 < X < 77 

o, 

0 < X < 77 

X — 77, 

77 < X < 277 
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31. 

32. 

33. 

34. 


/(■*) = | 
f(x) = | 

fix) = x 2 


x, 0 < x < 
1, 1 < x < 

1, 0 < 

2 — x, 1 < 

+ x, 0 < x < 1 


1 

2 

x < 1 
x <2 


f(x) = x(2 — x), 0 < x < 2 


a) Desarrolle w(x) en una serie de senos de semintervalo. 

b) Utilice el metodo del ejemplo 4 para calcular una 
solucion particular y(x) de la ecuacion diferencial. 

46. Proceda igual que en el problema 45 para calcular una 
solucion particular yix) cuando la carga por unidad de 
longitud esta dada como indica la figura 10.16. 


En los problemas del 35 al 38, desarrolle la funcion dada en 
una serie de Fourier. 

35. f(x ) = x 2 , 0 < x < 2tt 36. fix) = x, 0 < x < 77 

37. fix) = x+l,0<x<l 38. f(x) = 2— x, 0<x<2 


En los problemas 39 y 40, proceda como en el ejemplo 4 para 
calcular una solucion particular x p (t) de la ecuacion (11) cuan¬ 
do m = 1, k = 10, y la fuerza conductora f(t) es la que se 
proporciona. Suponga que al extenderse//) al eje t negativo en 
forma periodica, la funcion resultante es irnpar. 


39. 



0 < t < 77 
7T < t < 2n T 


f(t + 2t t) = f{t) 


40. fit) = l~t, 0<t<2; fit + 2) =fii) 


En los problemas 41 y 42, proceda como en el ejemplo 4 para 
calcular una solucion particular x p (r) de la ecuacion (11) cuan¬ 
do m = \,k = 12, y la fuerza conductora/(t) es como se indica. 
Suponga que al extenderse/(?) al eje t negativo de manera pe¬ 
riodica, la funcion resultante es par. 

41. fit) = 2TTt — t 2 , 0 < t < 2ir ; fit + 27r) = fit) 

«■ 44-4>+D=4» 

43. a) Resuelva la ecuacion diferencial del problema 39, 

x" + lOx = fit), sujeta a las condiciones iniciales 
x(0) = 0, x'(0) = 0. 

b) Utilice un sistema asistido por computadora para 
trazar la grafica de la solucion x(i) determinada en el 
inciso a). 

44. a) Resuelva la ecuacion diferencial del problema 41, 

lx" + 12x = fit), sujeta a las condiciones iniciales 
x(0) = l,x'(0) = 0. 

b) Utilice un sistema asistido por computadora (CAS) 
para trazar la grafica de la solucion x(t) determinada 
en el inciso a). 

45. Suponga que una viga uniforme de longitud L se encuen- 
tra soportada en x = 0 y en x = L. Si la carga por uni¬ 
dad de longitud esta dada por w(x) = w 0 x/L, 0 < x < L, 
entonces la ecuacion diferencial de la deflexion v(x) es 

eA . 

(lx 4 L 


w{x) 
w 0 - 


-1-1-1-X 

LI 3 2L/3 L 

Figura 10.16 Grafica para el problema 46 

Tareas para el laboratorio de computo 

En los problemas 47 y 48, mediante el uso de un sistema asisti¬ 
do por computadora, grafique las sumas parciales{S JV (x)} de la 
serie trigonometrica dada. Experimente con diferentes valores 
de N y con graficas en intervalos distintos del eje x. Utilice sus 
graficas para formular una expresion de forma cerrada para una 
funcion / definida por 0 < x < L que este representada por las 
series. 


/ \ »1 x. 1 

47- f(x) = ~ - + 2 


(- 1 )" - 1 


cos nx + 


n= 1L n~TT 

1 - 2( — 1)" 


48. fix) 


I 4 00 

4 Tt n= 1 



mr\ mr 

— cos — cos- X 

2 J 2 


Problemas de analisis 

49. ^Su respuesta a los problemas 47 o 48 es unica? Propor- 
cione una funcion / definida en un intervalo simetrico 
respecto al origen -a < x < a que tenga la misma serie 
trigonometrica del problema 47; y del problema 48. 

50. Analice por que el desarrollo de la serie de cosenos de 
Fourier de/(x) = e\ 0 < x < rr converge hacia e 1 en el 
intervalo — 77 < x < 0. 

51. Suponga que/(x) = e x , 0 < x < 77 se desarrolla en una 
serie de cosenos y fix) = e x , 0 < x < 77 en una serie de 
senos. Si las dos series se suman y despues se dividen 
entre 2 (esto es, se obtiene su promedio), tendremos una 
serie de cosenos y senos que tambien representa/(x) = 
e x en el intervalo 0 < x < 77. ^Es esta una serie de Fourier 
completa de/? [Sugerencia: ^Que representa el promedio 
de la serie coseno y seno en el intervalo —tt<x< 0?] 


donde E, I y w 0 son constantes. (Vea (4) en la seccion 52. Demuestre las propiedades a), c), d),f) y g) relaciona- 
3.9.) das en el teorema 10.2. 
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10.4 Series complejas de Fourier 


□ Introduction Tal como hemos podido observar en las dos secciones anteriores, una 
funcion real/puede representarse mediante una serie de senos y cosenos. Las funciones 
cos nx, n = 0, 1,2,... y sen nx, n = 1,2,... son funciones con valores reales de una 
variable real x. Las tres formas reales diferentes de la serie de Fourier proporcionadas en 
las definiciones 10.5 y 10.6 seran de significativa importancia en los capitulos 11 y 12, 
cuando comencemos a resolver ecuaciones diferenciales lineales parciales. Sin embar¬ 
go, en ciertas aplicaciones, por ejemplo, en el analisis de senales periodicas practicado 
en ingenierfa electrica, realmente conviene mas representar una funcion/en una serie 
infmita de funciones con valores complejos de una variable real x como las funciones 
exponenciales e lnx , n = 0, 1 , 2 ,..., y donde i es la unidad imaginaria definida por i 2 = 
— 1. Recuerde que para un numero real x, la formula de Euler es 

e“ = cos x + i sen x nos da e~“ = cos x — i sen x. (1) 

En esta section vamos a utilizar los resultados de (1) para expresar la serie de Fourier de 
la definition 10.5 en forma compleja o forma exponential. Observaremos que es posi- 
ble representar una funcion real mediante una serie compleja; es decir, una serie donde 
los coeficientes sean numeros complejos. Para lograr dicho objetivo, recuerde que un 
numero complejo es un numero z = a + ib , donde ay b son numeros reales e i 2 = — 1. 
El numero z. = a — ib se llama conjugado de z. 

I Series complejas de Fourier Si primero sumamos las dos expresiones de (1) y 
despejamos cos x, y posteriormente sustituimos las dos expresiones y despejamos sen x, 
llegamos al resultado 


cos x = 


e a + e 


2 


senx = 


2 i 


( 2 ) 


Al utilizar (2) para reemplazar cos ( mrx/p) y sen ( mrx/p ) en (8) de la section 10.2, la 
serie de Fourier de una funcion/puede escribirse como 


n 00 

^ n= 1 


gitvrrx/p _j_ g — imrx/p ^imrxjp _ ^ — inirx/p 

-;-F b„— 


2 i 


n ^ 

= y+ 2 

^ n= 1 


\{a n - ib n y™ /p + \{a n + ib n )e~ in ^ 


= Co + 2 C ^ X,P + 2 c- n e~ in ™ lp , (3) 

n =1 n =1 

donde c 0 = i a 0 , c n = \ ( a„ — ib n ) y c_„ = ] 2 (a n + ib n ). Los sfmbolos a 0 , a n y b n son los 
coeficientes (9), (10) y (11) de la definition 10.5. Cuando la funcion/es real, c„ y c_„ 
son complejos conjugados y pueden escribirse tambien en terminos de las funciones 
exponenciales complejas: 


c 0 


c 


n 


1 

2 


1 

P 


'p 

/(x) dx. 


2 


K - ib„) 


2 


'P 

fix) COS 


mr 1 

— x dx — i — 
P P 


m t 

fix) sen — x 
„ P 




llTT 

COS —X 

P 


mr 

i sen — x 
P 


dx 


2 P 


~p 

f(x)e~ innx/p dx. 


(4) 


( 5 ) 
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(6) 


c 


—n 


2 (°n + tin ) 


1 

2 



7277 

cos — x dx 
p 


+ 


1 

i — 
P 



7777 

sen —x 
P 



2 P 


/(*) 


7777 7777 

cos — x + i sen — x 

p p J 


dx 


= U P f( X )e^dx. 

2 PJ-p 

Puesto que los submdices de coeficientes y exponentes se encuentran en el rango de todo 
el conjunto de enteros no negativos... —3, —2, —1,0, 1, 2, 3,..., podemos escribir los 
resultados de (3), (4), (5) y (6) de manera mas compacta al sumar tanto enteros negativos 
como no negativos. En otras palabras, es posible utilizar una suma y una integral que 
defina todos los coeficientes c 0 , c n y c 



Si/satisface la hipotesis del teorema 10.1, una serie compleja de Fourier converge 
hacia/Yx) en un punto de continuidad y hacia el promedio 


/(-*+) +/(*-) 
2 


en un punto de discontinuidad. 


Ejemplo 1 Series complejas de Fourier 

Expandir /Yx) = e x , — 77 < x < 77, en una serie compleja de Fourier. 


Solucion Con p = 77, (8) da 

1 

C " _ 277. 


e~ x e- ,nx dx = — 

277 . 


e~ {in+l)x dx 


277(777 + 1) 


e -(in+l)TT _ e (in+l)TT 


] 


Podemos simplificar los coeficientes c„ de alguna manera utilizando la formula de 
Euler: 

e -(in+l)7T = e -^ (cos n7T _ l sen n7T) = (_ iy e ^ 

y e (ln+ llir = e^fcos 7277 + i sen 7777) = (— lfe 77 , 

puesto que cos 7717 = (— 1)" y sen 7277 = 0. En consecuencia. 


c. - 7 - -(-■r sen _ h,r ‘r" 


2(277 +1)7 


TT n l + 1 


(9) 
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( 10 ) □ 


La serie compleja de Fourier es, por lo tanto, 


fix) 


senh 7 t 

7 T 


2 (-i)' 


1 — in 
n 2 + 1 


e inx . 


La serie (10) converge hacia la extension periodica 2 77 de/. 

Probablemente usted tenga la impresion de que hemos complicado las cosas pre- 
sentando una version compleja de la serie de Fourier. La realidad es que, en areas de 
ingenierfa, la forma (7) proporcionada en la definicion 10.7 a veces resulta mas util que 
la dada en (8) de la definicion 10.5. 


■ Frecuencia fundamental Las series de Fourier de las definiciones 10.5 y 10.7 
explican una funcion periodica, y el periodo fundamental de dicha funcion (esto es, la 
extension periodica de/) es T = 2 p. Puesto que p = 772, (8) de la section 10.2 y (7) se 
convierten, respectivamente, en 

a OO oo 

— + 2 i a n cos nwx + b n sen nwx) y 2 c„e~ m<UJC , (11) 

^ n = 1 n = —oo 

donde el numero u> = 2ttI1' se llama frecuencia angular fundamental. En el ejemplo 
1, la extension periodica de la funcion tiene como periodo T = 2rr\ la frecuencia angular 
fundamental es to = 277/217 = 1. 


I Espectro de frecuencia En el estudio de las senales periodicas de tiempo, los in- 
genieros electricos consideran de mucha utilidad el analisis espectral de diversas formas 
de onda. Si/es periodica y tiene un periodo fundamental T, la grafica de los puntos («to, 
lc„l), donde to es la frecuencia angular fundamental y los c„ son los coeficientes definidos 
en (8), se llama espectro de frecuencia de/. 


Ic„l 



Figura 10.17 Espectro de 
frecuencia de/para el ejemplo 1 


i i 
i i 

-L+L 


I I 
I I 

-J+L- 


I I 
I I 

-LhL- 

-1 


I I I I I I I 
I I I I I I I 
J!|J L+J 


Figura 10.18 PuLso periodico 


Ejemplo 2 Espectro de frecuencia 


En el ejemplo 1, to = 1 de tal forma que «to tome los valores 0, ±1, ±2,.... Utilizando 
la + i]8l = V or + j8 2 , podemos observar que a partir de (9) 

senh 77 1 


c„ = 


77 Vn 2 + r 

La tabla siguiente muestra algunos valores de n y los correspondientes de c n . 


n -3-2-10 1 2 3 

lc„l 1.162 1.644 2.599 3.676 2.599 1.644 1.162 

La grafica de la figura 10.17, lrneas con puntas de flecha terminando en los valores, re- 
presenta una porcion del espectro de frecuencia de/. 


Ejemplo 3 Espectro de frecuencia 

Encuentre el espectro de frecuencia de la onda cuadrada periodica, o pulso periodico, 
ilustrada en la figura 10.18. La onda es la extension periodica de la funcion/: 



-J<x <2 


1 ^ ^ 1 
2 < X <2 


Solution Aquf T = 1 = 2 p, por lo que p = \. Como/es 0 en los intervalos (—— 4 ) y 
(4, ^), la ecuacion (8) se convierte en 


1/2 


f(x)e 2 


dx = 


-'- 1/2 

„2imrx 


1/4 


e 2ilnTX dx 


2imr 


1/4 

-1/4 


-'-1/4 


^ e 'mr/2 _ e -mn/2 

F777 2 i 
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1 mr 

Esto es, c„ = — sen —. 

" hit 2 


Puesto que el ultimo resultado no es valido en n = 0, calculamos ese termino en forma 
separada: 


c 0 = 


•1/4 

-'—1/4 



La tabla siguiente muestra algunos de los valores de IcJ, y la figura 10.19 describe 


n 


N 


-5 

I 

577 


—4 


0 


-3 -2 -1 


377 77 


0 1 

1 1 

2 77 


2 


0 


3 

I 

377 


4 


0 


5 

I 

577 


el espectro de frecuencia de/. Puesto que la frecuencia fundamental es u> = 277 IT = 277, 

en la escala horizontal las unidades na> son ± 277 , ±477, ±677.A la figura 10.19 se le 

anadio una curva en linea discontinua con el fin de enfatizar la presencia de los valores 
iguales a cero de IcJ para el caso en que n sea un entero par diferente de cero. 


IcJ 


0.5/f. 

/ 

0.4 

/ 

4o.3 

/I 

/ 0.2 


^ / 

\ / 


0 . 1 ; 


\ / 
\ / 


\ / 


-5®-4®-3®-2®-® 0 co 2® 3® 4® 5® 

frecuencia 


Figura 10.19 Espectro de frecuencia de/ 


EJERCICIOS 10.4 Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-24. 


En los problemas del 1 al 6, encuentre la serie compleja de 8. Calcule el espectro de frecuencia de la onda periodica 
Fourier de/en el intervalo dado. que es extension periodica de la funcion/del problema 3. 


1- f(x) 

2- f{x) 

3. f(x) 
4- f{x) 



—2 < x < 0 
0 < x < 2 

0 < x < 1 
1 < x < 2 

< x < 0 
0 < x < | 
z < x < \ 

— 77 < X < 0 
0 < X < 77 


5. f(x) = x, 0 < x < 277 6. f(x) = e 1x1 , — 1 < x < 1 

7. Calcule el espectro de frecuencia de la onda periodica 
que es extension periodica de la funcion/del problema 1. 


En los problemas 9 y 10, bosqueje la onda periodica que se 
proporciona. Calcule el espectro de frecuencia de/ 


9. f(x) = 4 sen x, 0 < x < Tr\f(x + 77 ) 
[Sugerencia: Utilice (2).] 

0 < x < 77/2 


, . f COSX, 

10. fix) = | 0 


= fix) 


f{x + 77) = /( x ) 


77/2 < x < 77 
11. a) Demuestre que a n = c n + c_„ y b n = i(c„ — c_„). 


b) Utilice los resultados del inciso a) y la serie comple¬ 
ja de Fourier del ejemplo 1 para obtener la expan¬ 
sion de la serie de Fourier de/ 


12. La funcion/del problema 1 es irnpar. Utilice la serie 
compleja de Fourier para obtener la expansion en series 
seno de Fourier de/ 
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En los capi'tulos 11 y 
12 esta regia sera de 
gran utilidad. 


Problema de Sturm-Liouville ) 

1 Repaso Por conveniencia, presentamos aquf un breve repaso de algunas de las 
ecuaciones diferenciales ordinarias que seran de importancia en las secciones y capi'tulos 
subsecuentes. 

Ecuaciones lineales 

Soluciones generales 

y' + ay = 0, 

y" + a 2 y = 0, a > 0 

y" — a 2 v = 0, a > 0 

y = 

y = c, cos ax + c 2 sen ax 
(y = + c 2 e“, o 

l.y = Cj cosh ax + c 2 senh ax 

Ecuacion de Cauchy-Euler 

Soluciones generales, x > 0 

x 2 y" + xy' — a 2 y = 0, a > 0 

(y = cpti a + c 2 x a , a + 0 
ly = Ci + c 2 lnv:, a = 0 

Ecuacion parametrica de Bessel ( v — (1) 

Solucion general, x > 0 

xy" + y' + orxy = 0, 

y = c^ax) + c 2 Y 0 {ax ) 

Ecuacion de Legendre 
(n = 0,1,2,...) 

Las soluciones particulares 
son polinomios 

(1 — x 2 )y" — 2xy' + n(n + l)y = 0, 

y = p 0 (x) = i, 
y = p \i x ) = x, 

y = p 2 (x) = \{3x 2 - l), ... 


En relacion con las dos formas de la solucion general de y" — cry = 0, de aquf en ade- 
lante emplearemos la regia informal siguiente: Utilice la forma exponential y = Cie^ ax 
+ c 2 e ax cuando el dominio de x sea un inten’alo infinito o semiinfinito; aplique la forma 
hiperbolica y = rq cosh ax + c 2 senh ax cuando el dominio de x sea un intervalo finito. 

I Valores propios y funciones propias Las funciones ortogonales estan presentes 
en la solucion de ecuaciones diferenciales. Mas aun, se puede generar un conjunto de 
funciones ortogonales mediante la resolution de un problema evaluado en el lfmite de 
dos puntos y que involucre una ecuacion diferencial lineal de segundo orden que con- 
tenga un parametro A. En el ejemplo 2 de la section 3.9 se pudo ver que el problema 
evaluado en el lfmite 


y" + Ay = 0, y(0) = 0, y(L) = 0, (1) 

contenfa soluciones no triviales solamente cuando el parametro A tenia los valores A„ = 
n 2 TT 2 /Lr, n = 1, 2, 3, ... llamados valores propios. Las correspondientes soluciones no 
triviales y = c 2 sen(nvx/L) o simplemente y = sen(«mr/L) se llaman funciones propias 
del problema. Por ejemplo, para (1) tenemos: 

no es un valor propio 

i 

Problemas de valores en la frontera: y" + 5y = 0, y(0) = 0, y{L) = 0 

La solution es trivial: y = 0. 

es un valor propio (n = 2) 

i 

47r 2 

Problemas de valores en la frontera: y H- y = 0, v(0) = 0, y(L) = 0 

La solution es no trivial: y = sen (2itx/L). 
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Para cumplir nuestros propositos en este capltulo, es importante reconocer que el conjun- 
to de funciones generadas por este problema de valores en la frontera, esto es, { sen(mrx/ 
L)} ,n = 1, 2, 3,, es el conjunto de funciones ortogonales en el intervalo [0, L] utili- 
zado como base de la serie seno de Fourier. 


Ejemplo 1 Valores propios y funciones propias 

Se deja como ejercicio para el lector demostrar que, considerando los tres casos posibles 
del parametro A (cero, negativo o positivo; esto es, A = 0, A = —a 2 < 0, a > 0 y A = 
a 2 > 0, a > 0), los valores propios y las funciones propias del problema de valores en la 
frontera 


y" + Ay = 0, y'(0) = 0, y'(L) = 0 (2) 

son, respectivamente, A„ = a 2 = n 2 rr 2 /L 2 , n = 0, 1, 2,..., yy = c l cos {mrx/L), c 1 0. 
En contraste con (1), A 0 = 0 es un valor propio para este problema de valor en la fronte¬ 
ra, y y = 1 es la funcion propia correspondiente. Esta ultima resulta de resolver y" = 0 
sujeta a las mismas condiciones de frontera y'(0) = 0, y'(L) = 0. Observe tambien que 
y = 1 puede incorporate a la familia y = cos (mrx/L) al establecer n = 0. El conjunto 
{cos (mrx/L)}, n = 0, 1, 2, 3,..., es ortogonal en el intervalo [0, L\. Consulte el proble¬ 
ma 3 de los ejercicios 10.5. □ 


■ Problema regular de Sturm-Liouville Los problemas (1) y (2) son casos especia- 
les de un importante problema general de valores en la frontera de dos puntos. Sean p, q, 
r y r' funciones continuas con valores reales en un intervalo [a, b ], y sean r{x) > 0 y p(x) 
> 0 para toda x presente en el intervalo. Entonces 

d 

Resolver: — [r(x)v ] + ( q(x ) + A p(x))v = 0 (3) 

dx 

Sujeta a: A^/a) + B{y'(a) = 0 (4) 

A 2 y(b) + Bjy'(b) = 0 (5) 

se dice que es un problema regular de Sturm-Liouville. Se supone que los coeficientes 
de las condiciones de frontera (4) y (5) son reales e independientes de A. Ademas, A 1 y B x 
no son cero y A 2 y B 2 tampoco lo son. Los problemas (1) y (2) de valores en la frontera 
son problemas regulares de Sturm-Liouville. A partir de (1), podemos identificar r(x) 
= 1, q(x) = 0 y p(x) = 1 en la ecuacion diferencial (3); en la condicion de frontera (4) 
identificamos a = 0, A { = 1, B x = 0, y en (5) b = L, A 2 = 1, B 2 = 0. A partir de (2), las 
identificaciones podran ser a = 0, Aj = 0, B x = 1 en (4), b = L, A 2 = 0, B 2 = 1 en (5). 

La ecuacion diferencial (3) es lineal y homogenea. Las condiciones de frontera en (4) 
y (5) son una combinacion lineal de y y y' igual a cero en un punto, tambien se llaman 
homogeneas. Una condicion de frontera como A 2 y(b) + B 2 y'(b) = C 2 , donde C 2 es una 
constante diferente de cero, es no homogenea. Naturalmente, se dice que un problema 
de valores en la frontera constituido por una ecuacion diferencial lineal homogenea y 
condiciones de frontera homogeneas es homogeneo; de otra forma, es no homogeneo. 

Debido a que un problema regular de Sturm-Liouville es un problema homogeneo de 
valores en la frontera, siempre posee la solucion trivial y = 0. Sin embargo, no nos in- 
teresa esta solucion. De igual manera que en el ejemplo 1, para resolver dicho problema 
buscamos numeros A (valores propios) y soluciones y no triviales y que dependan de A 
(funciones propias). 


■ Propiedades El teorema 10.3 es una lista de algunas de las tantas propiedades im- 
portantes del problema regular de Sturm-Liouville. Demostraremos solamente la ultima 
propiedad. 


10.5 Problema de Sturm-LiouvilLe 
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TEOREMA 10.3 


Propiedades del problema regular 
de Sturm-LiouviLle 

a) Existe un numero infinito de valores propios reales que pueden disponerse en 
orden ascendente A : < A 2 < A 3 < • ■ ■ < A„ < • • • de tal manera que A„ —» oo a me- 
dida que n —> oo. 

b) Para cada valor propio existe solamente una funcion propia (excepto para multi¬ 
ples constantes diferentes de cero). 

c) Las funciones propias correspondientes a los diferentes valores propios son li- 
nealmente independientes. 

d) El conjunto de funciones propias correspondientes al conjunto de valores propios 
es ortogonal respecto a la funcion peso p(x) en el intervalo [a, b\. 


Demostracion de cl Sean y m y y„ funciones propias correspondientes a los valores 
propios A m y A„, respectivamente. Entonces 


d 

dx 


[r(x)y' m ] + iq{x) + A m p{x))y m = 0 


( 6 ) 


dx 


[r(x)y'„] + (q(x) + A n p(x))y n = 0. 


(7) 


Multiplicamos (6) por y n y (7) por y m y al restar las dos ecuaciones obtenemos 

(K - K)p(x)y„d> n = y m ^ [r{ x )yh] ~ y« 

Integramos por partes este ultimo resultado desde x = a hasta x = by resulta 


C^rn 


K) 


b 

P(x)y m y„ dx = r(b)[y m (b)y'„{b) 


a 


y„(b)y' m (b)] 


r(a ) [y,„(fl).v'(fl) - y n (a)y’Ja)\. (8) 


Las funciones propias y m y y„ deben satisfacer las condiciones de frontera (4) y (5). En 
particular, a partir de (4) obtenemos 

Al y m (a) + B x y' m (a ) = 0 


Atfnia) + B|V'(a) = 0. 


Para que y B l satisfagan este sistema, sin que ambos sean iguales a cero, el determi¬ 
nate de los coeficientes debe ser cero: 

ym(a)y'„(a) ~ y n (a)y'Ja) = 0. 

Al aplicar un argumento similar a (5) nos da 

y m (b)y' n (b) - y„{b)y' m (b) = 0 . 

Utilizamos estos dos resultados en (8) para demostrar que ambos miembros del lado de- 
recho son iguales a cero. Por lo tanto, establecimos la relation ortogonal 

rh 

p(x)y m (x)y n (x) dx = 0, A m =f= A„. (9) □ 

K 

Asimismo, se puede demostrar que el conjunto de funciones propias ortogonales 
{y^x), y 2 (x), y 3 (x ),...} de un problema regular de Sturm-Liouville es completo en [a, b], 
Consulte la pagina 494. 
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Ejemplo2 Un problema regular de Sturm-LiouviLLe 

Resolver el problema de valor en la frontera 

y" + Ay = 0, y(0) = 0, y(l) + y'(l) = 0. (10) 

Solucion Debe demostrarse que para A = 0 y A = —a 2 < 0, donde a > 0, el problema 
(10) de valor en la frontera tiene solamente la solucion trivial y = 0. Para A = or > 0, 
a > 0, la solucion general de la ecuacion diferencial y" + a 2 y = 0 es y = cq cos a x + c 2 
sen a x. Ahora la condicion y(0) = 0 implica cq = 0 en esta solucion, por ello solamente 
nos queda y = c 2 sen a x. La segunda condicion de frontera y(l) + y'(l) = 0 se satisface 
cuando 


c 2 sen a + c 2 a cos a = 0. 

Establecemos c 2 J= 0, y podemos observar que la ultima ecuacion es equivalente a 

tan a = —a. (11) 

Si x = a en (11), entonces la figura 10.20 muestra la plausibilidad de que exista un 
numero infinito de rafces de la ecuacion tan x = — x, es decir, las coordenadas x de los 
puntos donde la grafica de y = —a- interseca las ramas de la grafica de y = tan x. Los 
valores propios del problema (10) son, entonces, A„ = a 2 , donde a n , n = 1, 2, 3, ..., son 
las rafces positivas consecutivas aq, a 2 , a 3 , ... de (11). Con ayuda de un sistema asistido 
por computadora se demuestra facilmente que, redondeando a cuatro cifras decimales, 
aq = 2.0288, a 2 = 4.9132, a 3 = 7.9787 y a 4 = 11.0855, y las soluciones correspondien- 
tes son y! = sen 2.0288.x, y 2 = sen 4.9132x, y 3 = sen 7.9787a y y 4 = sen 11 .0855a. En 
general, las funciones propias del problema son {sen a„x }, n = 1, 2, 3,_ 



Figura 10.20 Raices positivas de tan x = -x 


Con las identificaciones r{x) = 1, q(x ) = 0, p(x) = 1, A l = \,B X = Q,A 2 = 1 y B 2 = 1 
podemos observar que (10) es un problema regular de Sturm-Liouville. Por lo tanto, 
{sen ayx }, n = 1, 2, 3, ... es un conjunto ortogonal respecto a la funcion peso p(x) = 1 
en el intervalo [0, 1], 


En algunas circunstancias, es posible demostrar la ortogonalidad de las soluciones de 
(3) sin necesidad de especificar una condicion de frontera en x = a y en a = b. 


10.5 Problema de Sturm-Liouville 
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I Problema singular de Sturm-Liouville Existen otras condiciones importantes en 
las cuales buscamos soluciones no triviales de la ecuacion diferencial (3): 

r(a) = 0 y una condicion de frontera del tipo dado en (5) especificada en jr = A; (12) 

r(b) = 0 y una condicion de frontera del tipo dado en (4) especificada en x = a; (13) 

r(a) = r(b) = 0 y que no se especifique una condicion de frontera enx = aoenx = b; (14) 

r(a) = r(b) y las condiciones de frontera y(a) = y(b), y'(a) = y'(b). (15) 

Se dice que la ecuacion diferencial (3) junto con una de las condiciones (12) o (13) es un 
problema singular de valor en la frontera. Se afirma tambien que la ecuacion (3) con las 
condiciones especificadas en (5) es un problema periodico de valor en la frontera (y otra 
afirmacion es que las condiciones de frontera son periodicas). Observe que si, digamos, 
r(a) = 0 entonces x = a puede ser un punto singular de la ecuacion diferencial y, en con- 
secuencia, una solution de (3) puede hacerse infinita a medida que x —> a. Sin embargo, 
a partir de (8) vemos que si r(a) = 0, entonces no se requiere de una condicion de fron¬ 
tera en x = a para demostrar la ortogonalidad de las funciones propias siempre y cuando 
estas soluciones esten acotadas en ese punto. Este ultimo requisito garantiza la existencia 
de las integrales involucradas. Suponiendo que las soluciones de (3) estan acotadas en el 
intervalo cerrado [a, b], por simple inspection de la ecuacion (8) advertimos que: 

si r(a) = 0, entonces la relacion de ortogonalidad (9) es valida sin ninguna 
condicion de frontera en x = a\ (16) 

si r(b) = 0, entonces la relacion de ortogonalidad (9) es valida sin ninguna 
condicion de frontera em = Ik* (17) 

si r(a) = r(b ) = 0, entonces la relacion de ortogonalidad (9) es valida sin ninguna 
condicion de frontera ya sea en x = a o x = b\ (18) 

si r(a) = r(b), entonces la relacion de ortogonalidad (9) se mantiene con 
las condiciones de frontera periodicas v(fl) = y(b), y\a) = y'(b). (19) 


Si efectuamos la diferenciacion — [r(x)v'l , la ecua- 

dx 

cion diferencial (3) es lo mismo que 


r{x)y" + r'(x)y' + ( q(x ) + \p(x))y = 0. (20) 

Porejemplo, la ecuacion diferencial de Legendre (1 — x 2 )y" — 2 xy' + n(n + l)y = 0 
es exactamente de la forma dada en (20) con r(x) = 1 — x 2 y r'(x) = —2x. En otras 
palabras, otra forma de escribir la ecuacion diferencial de Legendre es 

^[(1 - x 2 )y'] + n(n + l)y = 0. (21) 

Sin embargo, si usted comparara otras ecuaciones diferenciales de segundo orden (diga¬ 
mos, la ecuacion de Bessel, las ecuaciones de Cauchy-Euler y ecuaciones diferenciales 
con coeficientes constantes) podrfa pensar, puesto que el coeficiente de y' es la derivada 
del coeficiente de y", que algunas otras ecuaciones diferenciales de segundo orden tienen 
la forma dada en (3). Por el contrario, si los coeficientes son continuos y a(x) =h 0 para 
toda x en algun intervalo, entonces cualquier ecuacion diferencial de segundo orden 

a(x)y" + b(x)y' + (c(yc) + A d(x))y = 0 (22) 

puede escribirse nuevamente de la manera llamada formulacion autoadjunta (3). Para 
apreciar esto, procedemos igual que en la seccion 2.3, donde volvimos a escribir una 
ecuacion 


*Las condiciones (16) y (17) equivalen a seleccionar A x = 0, = 0 en (4), y A 2 = 0, B 2 = 0 en (5), res- 

pectivamente. 
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lineal de primer orden ai(x)y' + a 0 {x)y = Oen la forma — \fxy] = 0 dividiendo la ecua- 

dx 

cion entre a , (x) y, despues, multiplicando por el factor integrante p. = e^ x>,lx donde, 
suponiendo que no existen factores comunes, P(x) = a (l (x)/a ] (x). Asf, primero dividi- 

b{x) 

mos (22) entre a(x). Los primeros dos terminos son entonces Y' H—— Y + • • • donde, 

a(x) 

para enfatizar, escribimos Y = y’. En segundo lugar, multiplicamos esta ecuacion por el 
factor integrador donde se supone que a(x) y b(x ) no tienen factores comunes 


e f(b(x)/a(x))d.XY’ _|_ e f(b(x)/a(x))dxy 4. . . . = -^_r g J(K*)/«(*))* : y] + ... = —r e /( 6 WM^))*y'J + . 

a{x) dx 1 dx 1 

_ . _ ) 

v 

derivada de un producto 

En resumen, dividiendo (22) entre a(x ) y multiplicando entonces por e jW*)M*))* obte- 
nemos 

e j(b/a)dXy" _|_ b{ x ) e J(b/a)dXyi _|_ ( C ( X \ j(b/a)dx + e J(b/a)dx 

a(x) \a(x) a(x) 

La ecuacion (23) es la forma deseada proporcionada en (20) y es lo mismo que (3): 



d 

dx 


e f(b/a)dxy 


r(x) 


f c ( x ) 


j(b/a)dx 



J 


\ ^ X \ J(b/a)dx 

a{x) 





p(x) 


J 


Por ejemplo, para expresar 3y" = 6v' + Ay = 0 en la formulacion autoadjunta, escribimos 
y" + 2y' + A|y = 0 y despues multiplicamos por e^ 2dx = e 2x . La ecuacion resultante es. 


dx) r'(x) p(x) 

y" + 2e y’ + A y = 0 o ~[e 2 *y'] + A—e^y = 0. 

Desde luego, no es necesario expresar una segunda ecuacion diferencial (22) en la 
formulacion autoadjunta (3) con el fin de resolver la ecuacion diferencial. Para cumplir 
nuestros propositos utilizamos la formula dada en (3) para determinar la funcion peso p(x) 
necesaria en la relacion de ortogonalidad (9). Los dos ejemplos siguientes muestran las 
relaciones de ortogonalidad para las funciones de Bessel y los polinomios de Legendre. 


Ejemplo 3 Ecuacion parametrica de Bessel 

En la seccion 5.3 vimos que la solucion general de la ecuacion diferencial parametrica de 
Bessel x 2 y" + xy' + (a 2 * 2 — n 2 )y = 0, n = 0, 1,2,... es y = C\J n (ax) + c 2 Y n (ax). Luego 
de dividir la ecuacion parametrica de Bessel entre el coeficiente de mayor grado x 2 y mul- 
tiplicar la ecuacion resultante por el factor de integracion e S(l/x)dx = e lnx = X)X> 0, 
obtenemos la formulacion autoadjunta 

xy" + y' + ^orx —— ^y = 0 o — [xy'] (^ a2x - = 0, 

donde identificamos r(x) = x, qix) = —n 2 /x, p(x) = x y A = a 2 . Ahora r(0) = 0, y de las 
dos soluciones J n (ax) y YJax) solo J„(ax) esta acotada en x = 0. Por lo tanto, en vista 
de la ecuacion (16), el conjunto {/„(a,x)}, r = 1,2,3,..., es ortogonal respecto a la 
funcion peso p(x) = x en un intervalo [0, b\. La relacion de ortogonalidad es 

rb 

xJ n (ctiX)J n (o(jX) dx = 0, A ; A /, (24) 

■’o 
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dada a h y por lo tanto los valores propios A, = a], i = 1, 2, 3, ..., sean definidos me- 
diante una condition de frontera en x = b del tipo proporcionado en la ecuacion (5): 

A 2 J„{\b) + B 2 aJ' n (ab) = 0.* (25) □ 

Para cualquier valor de A 2 y B 2 , no siendo ambos iguales a cero, se sabe que (25) tiene 
un numero infinito de ralces x,- = a t b. Los valores propios son entonces A, = a] = ( xjb ) 2 . 
En el capitulo siguiente se comentara mas acerca de los valores propios. 


Ejemplo 4 Ecuacion de Legendre 

A partir del resultado proporcionado por (21) podemos identificar q(x) = 0, p(x) = 1 
y A = n(n + 1). De la section 5.3, recuerde que cuando n = 0, 1, 2, ... la ecuacion de 
Legendre tiene soluciones polinomiales P n (x). Ahora podemos hacer la observation de 
que r(— 1) = r( I) = 0 junto con el hecho de que los polinomios de Legendre P n (x) son 
las unicas soluciones de (21) que estan acotadas en el intervalo cerrado [—1, 1], para 
concluir de (18) que el conjunto [P n (x)} , n = 0, 1, 2, ..., es ortogonal respecto a la 
funcion peso p(x) = 1 en [— 1, 1]. La relation de ortogonalidad es 


r 1 

P m (x)P n (x) dx = 0, m A n. 

•'-l 


Comentarios 


i) Un problema de Sturm-Liouville se considera singular cuando el intervalo en que se 
trabaja es infinito. Consulte los problemas 11 y 12 de los ejercicios 10.5. 

ii) Aun cuando las condiciones de los coeficientes p, q, r y r' sean las supuestas en el 
problema regular de Sturm-Liouville, si las condiciones de frontera son periodicas, 
entonces la propiedad b ) del teorema 10.3 no es valida. Se le pide al lector demostrar, 
en el problema 4 de los ejercicios 10.5 los correspondientes a cada valor propio del 
problema de valores en la frontera 

y" + Ay = 0, y{-L) = y(L), y\~L) = y'(L). 

existen dos funciones propias linealmente independientes. 


*E1 factor extra de a en (25) proviene de la regia de la cadena: 

d . \ . . d . . 

— J„(ax) — J n (ax) — ooc = aJ n (ax). 
dx dx 


EJERCICIOS 10.5 Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-24. 


En los problemas 1 y 2, determine las funciones propias y la 
ecuacion que define los valores propios para el problema de va¬ 
lores en la frontera. Utilice un sistema asistido por computadora 
para aproximar los cuatro primeros valores propios A h A 2 , A, y 
A 4 . Proporcione las funciones propias correspondientes a estas 
aproximaciones. 

1. y" + Ay = 0, y'(0) = 0, y(l) + y'(l) = 0 

2. y" + Ay = 0, y(0) + y'(0) = 0, y(l) = 0 


3. Considere la ecuacion y" + Ay = 0 sujeta a y'(0) = 0, 
y'(L) = 0. Demuestre que las funciones propias son 

f tt 2tt \ 

I L L J 

Este conjunto, que es ortogonal en [0, L], es la base de la 
serie coseno de Fourier. 
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4. Considere la ecuacion y" + Ay = 0 sujeta a las condi- 
ciones de frontera periodicas y(—L) = y(L), y'(—L) = 
y'(L). Demuestre que las funciones propias son 

77 277 77 277 377 

1, cos — x, cos — x, .... sen — x, sen — x, sen — x, ... 
L L L L L 

Este conjunto, que es ortogonal en [— L, L\, es la base de 
las series de Fourier. 

5. Encuentre la norma cuadrada para cada funcion propia 
del problema 1. 

6. Demuestre que para las funciones propias del ejemplo 2, 

||sena„x|| I 2 = — [1 + cos 2 ®,,]. 

7. a) Encuentre los valores propios y las funciones pro¬ 

pias del problema de valor en la frontera 
x 2 y" + xy' + Ay = 0, y(l) = 0, y(5) = 0. 

b) Exprese la ecuacion diferencial como una formula- 
cion autoadjunta. 

c) Proporcione una relacion de ortogonalidad. 

8. a) Encuentre los valores propios y las funciones pro¬ 

pias del problema de valor en la frontera 

y" + y' + Ay = 0, y(0) = 0, y(2) = 0. 

b) Exprese la ecuacion diferencial como una formula- 
cion autoadjunta. 

c) Proporcione una relacion de ortogonalidad. 

9. La ecuacion diferencial de Laguerre 

xy" + (1 — x)y' + ny = 0, n = 0, 1 , 2, ..., 

tiene soluciones polinomiales L„(x). Exprese la ecuacion 
como una formulacion autoadjunta y proporcione una 
relacion de ortogonalidad. 

10. La ecuacion diferencial de Hermite 

y" — 2xy' + 2 ny = 0, n = 0, 1, 2, ..., 

tiene soluciones polinomiales H n (x). Exprese la ecua¬ 
cion como una formulacion autoadjunta y proporcione 
una relacion de ortogonalidad. 


11. Considere el problema regular de Sturm-Liouville: 

f x [(1 + *V] + YT^y = °* 3<°) = 0, y(l) = 0. 

a) Encuentre los valores propios y las funciones pro¬ 
pias del problema de valor en la frontera. 
[Sugerencia: Establezca x = tan 0 y despues utilice 
la regia de la cadena.] 

b) Proporcione una relacion de ortogonalidad. 

12. a) Encuentre las funciones propias y la ecuacion que 

defina los valores propios para el problema de valor 
en la frontera 

x 2 y" + xy' + (Ax 2 — l)y = 0, 
y esta acotada en x = 0, y(3) = 0. 
b) Utilice la tabla 5.1 de la seccion 5.3 para calcular 
los valores aproximados de los primeros cuatro va¬ 
lores propios A b A 2 , A 3 y A 4 . 

Problemas de analisis 

13. Considere el caso especial del problema regular de 
Sturm-Liouville en el intervalo [a, b\. 

Y~ x I/M/] + A ,p(x)y = 0, y'(fl) = 0, y'(b) = 0. 

^Es A = 0 un valor propio del problema? Proporcione 
soporte a su respuesta. 

Tareas para el laboratorio de computo 

14. a) Proporcione una relacion de ortogonalidad para el 

problema de Sturm-Liouville del ejercicio 1. 

b) Utilice como apoyo un sistema asistido por compu- 
tadora para demostrar la relacion de ortogonalidad de 
las funciones propias y, y y 2 que correspondan a los 
primeros dos valores propios A 3 y A 2 , respectivamente. 

15. a ) Proporcione una relacion de ortogonalidad para el 

problema de Sturm-Liouville del ejercicio 2. 
b) Mediante un sistema asistido por computadora, de¬ 
muestre la relacion de ortogonalidad de las funcio¬ 
nes propias y, y y 2 que correspondan a los primeros 
dos valores propios A 3 y A 2 , respectivamente. 


Series de Bessel y de Legendre 


I Introduction Las series de Fourier, las series coseno de Fourier, y las series seno 
de Fourier son tres formas utiles para expandir una funcion en terminos de un conjun¬ 
to ortogonal de funciones. Sin embargo, dichas expansiones de ninguna manera estan 
limitadas a conjuntos ortogonales de funciones trigonometricas. En la seccion 10.1 
estudiamos que una funcion/definida en un intervalo ( a , b) podia expandirse, al menos 
formalmente, en terminos de cualquier conjunto de funciones {</<„(x)) que sea ortogonal 
respecto a una funcion peso en [a, b], Muchas de estas expansiones de series ortogonales 
o series de Fourier generalizadas provienen de problemas de Sturm-Liouville los cuales, 

a su vez, surgen de intentos de resolver las ecuaciones diferenciales lineales parciales 
que sirven como modelos para sistemas fisicos. Las expansiones en series de Fourier y 
ortogonales (las ultimas incluyen las dos series consideradas en esta seccion) apareceran 
en la consideracion subsecuente de estas aplicaciones en los capitulos 11 y 12. 
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10 . 6.1 


Serie de Fourier-Bessel 

En el ejemplo 3 de la section 10.5 estudiamos que para un valor constante de n el con- 

junto de funciones de Bessel {J n (a t x )}, i = 1, 2, 3.es ortogonal respecto a la fun- 

cion peso p(x) = x en un intervalo [0, b] cuando a, se define mediante una condition de 
frontera de la forma 


A 2 J„(ab ) + B 2 aJ' l (ab) = 0. (1) 

Los valores propios del problema correspondiente de Sturm-Liouville son A, = a 2 . A 
partir de (7) y (8) de la section 10.1, la expansion en series ortogonales o las series de 
Fourier generalizadas de una funcion/definida en el intervalo (0, b) en terminos de este 
conjunto ortogonal es 


donde 


f(x) = 2 C - J n( a i X )’ 

i = 1 

Io Xj n( a i X )f( X ) dx 


C, = 




( 2 ) 


(3) 


La norma cuadrada de la funcion J„(a ,x) esta defmida por la expresion (11) de la section 
10 . 1 : 


II/„(£*,.x)|| 2 = x/ 2 (a,-x) dx. 

-*0 

A la serie (2) con coeficientes (3) se le conoce como serie de Fourier-Bessel. 


(4) 


■ Relaciones de recurrencia diferenciales Las relaciones de recurrencia diferencia- 
les que se proporcionaron en (20) y (21) de la section 5.3 a menudo resultan de utilidad 
en la evaluation de los coeficientes (3). Por conveniencia, a continuation reproducimos 
dichas relaciones: 


ii 

i 

(5) 

^[x v„(x)] = -X '7„ + i(x). 

(6) 


I Norma cuadrada El valor de la norma cuadrada (4) depende de como se definan los 
valores propios A, = aj. Si y = J„(ax), entonces sabemos, con base en el ejemplo 3 de la 
section 10.5, que 

d f 2 n 2 \ 

— [xy 1 + I a 2 x -y = 0. 

dx y / 

Despues de multiplicar por 2xy’, esta ecuacion puede escribirse como 

± wfHaV - n y± bf = 0. 


Integramos por partes el ultimo resultado en [0, /;] y obtenemos 


2a 2 


xy 2 dx = [ [xy'] 2 + (a 2 r — n 2 )y 


J o ' / o 

Puesto que y = J„(ax), el limite inferior es cero para n > 0 ya que J,,(()) = 0. Para n = 0, 
la cantidad [xy'] 2 + a 2 x 2 y 2 es cero en x = 0. Por lo tanto. 


2cr 2 


xJ 2 (ax)dx = a 2 b 2 [J’(ab )] 2 + (a 2 b 2 — n 2 )[J„(aZ?)] 2 , 


J o 


donde hemos utilizado la regia de la cadena para escribir y' = aJ’ n (ax). 


( 7 ) 
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Ahora consideraremos tres casos de la condicion de frontera (1). 


Caso I: Si seleccionamos A 2 = 1 y B 2 = 0, entonces (1) es 


Uotb) = 0. (8) 

Existe un numero infinito de rafces positivas x t = a t b de (8) (consulte la figu- 
ra 5.3), que definen la a, como a t = x-Jb. Los valores propios son positivos y, 
por lo tanto, son A ,■ = af = xf/b 2 . Las rafces negativas de (8) no proporcio- 
nan nuevos valores propios ya que J n (—x) = ( -1 ) n JJx). (Consulte la pagina 
264.) El numero 0 no es un valor propio para cualquier valor de n puesto que 
/„(0) = 0 para n = 1, 2, 3, ... y J 0 (0) = 1. En otras palabras, si A = 0, obte- 
nemos la funcion trivial (la cual nunca es una funcion propia) para n = 1,2, 
3, ..., y para n = 0, A= 0 (o, de manera equivalente, a = 0) no satisface la 
ecuacion (8). Cuando (6) se escribe en la forma xJ'„(x) = nJ„(x ) — xJ n+l (x), 
a partir de (7) y (8) se deduce que la norma cuadrada de J n {a t x) es 

yi 

: y4+i («/*)• (9) 


Caso II: Si seleccionamos A 2 = h > 0, B 2 = b, entonces (1) es 

hJ„(ab) + abJ',(ab) = 0. (10) 


La ecuacion (10) tiene un numero infinito de rafces positivas x ; = a t b para 

cada entero positivo n = 1, 2, 3,_Como antes, los valores propios se ob- 

tienen a partir de A,- = a 2 = xf/b 2 . A = 0 no es un valor propio para n = 1, 

2, 3,_Sustituyendo = —/?/ ;l (a,i>) en (7), se puede ver que la 

norma cuadrada de 7„(a,x) es ahora 


4(«a) IP = 


2 / 2 

a,b 


+ h 2 


2a 2 


-fn{a,b). 


( 11 ) 


Caso III: Si h = 0 y n = 0 en (10), a, se define a partir de las rafces de 

Udb) = 0 . ( 12 ) 

A pesar de que (12) es solamente un caso especial de (10), es la unica situa- 
cion para la cual A = 0 es un valor propio. Para entender esto, observe que 
para n = 0, el resultado en (6) implica que J' 0 {ab) = 0 es equivalente a J\(ab) 
= 0. Como I', = a : b = 0 es una rafz de la ultima ecuacion, «, =0, y debido 
a que J 0 ( 0) = 1 es no trivial, de A[ = a 2 = x\/b 2 concluimos que A t = 0 es 
un valor propio. Sin embargo, evidentemente no podemos utilizar (11) cuando 
a | = 0, h = 0, n = 0 y n = 0. No obstante, a partir de la norma cuadrada (4) 
tenemos 




6 b 2 

. 

2 


Para a i > 0 podemos utilizar (11) con h = 0 y n = 0: 


lko(«;*)H 2 = brJo( a ib)- 


(13) 


(14) 


La definicion siguiente resume las tres formas de la serie (2) correspondientes a las 
normas cuadradas de los tres casos. 
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DEFINICION 10.8 


Serie de Fourier-Bessel 

La serie de Fourier-Bessel de una formacion / definida en el intervalo (0, b) esta 
dada por 



donde a, esta definido por J„(ab) = 0. 


(15) 

(16) 


ii) 

i= 1 



donde a, esta definido por hJ n (ab) + abJ' n (ab) = 0. 
iii) 



donde a, esta definido por J' Q (ab) = 0. 


(17) 

(18) 

(19) 

( 20 ) 


J 


■ Convergencia de una serie de Fourier-Bessel Las condiciones suficientes para la 
convergencia de una serie de Fourier-Bessel no estan particularmente restringidas. 


TEOREMA 10.4 


Condiciones para la convergencia 


Si/y/' son continuas en un intervalo abierto (0, b), entonces una expansion Fourier- 
Bessel de/converge hacia/Cr) en cualquier punto donde/es continua, y converge 
hacia el promedio \f(x+) + f(x—)]/2 en un punto donde/es discontinua. 

_____ J 


Ejemplo 1 Expansion en una serie de Fourier-Bessel 

Expandir/(x) = x, 0 < x < 3, en una serie de Fourier-Bessel, utilizando las funciones 
Bessel de orden uno que satisfagan la condicion de frontera J t (3a) = 0. 


Solucion Utilizamos (15) donde los coeficientes c, estan dados por (16) con b = 3: 


2 

3 2 -/i(3a,-) 


3 

x 2 J ] (a j x) dx. 

-*0 


Para evaluar esta integral establecemos t = a,x, dx = dt!a b x = t Icq, y utilizamos (5) 


en la forma — [? 2 /,(?)] = t 2 J l (t ): 
dt 


Ci = 


9afy|(3a,-) J 0 dt 

Por lo tanto, la expansion buscada es 


d , 2 

— [t J 2 {i)} dt = 


UiH 3 «,)' 


fix) = 2 S 77 / J ii a i x )- 
itl a,J 2 (3a,) 
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En el problema 1 de los ejercicios 10.6, se solicita calcular los primeros cuatro valo- 
res de a, para la serie de Bessel precedente. 


Ejemplo 2 Expansion en una serie de Fourier-BesseL 

Si en el ejemplo 1 a, se define mediante 7, (3a) + aJ[{3a) = 0, entonces lo unico que 
cambia en la expansion es el valor de la norma cuadrada. Multiplicando la condition 
de frontera por 3 obtenemos 3J x {3a) + 3aJ[(3a) = 0, la cual es igual a (10) cuando 
h = 3, b = 3 y n = 1. Por lo tanto, (18) y (17) nos dan, a su vez, 


y 


fix) = 18 2 


18q,-/ 2 (3q;,) 

(9+ 8)7? (3a,) 
otjJii 3 «,) 
ft (9«? + 8)7?(3a,) 


JfoL'X). 


□ 


I Uso de computadoras Puesto que las funciones de Bessel son funciones “inte- 
gradas” en un sistema asistido por computadora, calcular los valores aproximados de 
a.i y de los coeficientes c, de una serie de Fourier-Bessel es tarea sencilla. Por ejemplo, 
en (9) podemos pensar que x ; = a,/; es una rafz positiva de la ecuacion hJ n (x ) + x7, \(x) 
= 0. Por lo tanto, en el ejemplo 2 hemos utilizado un sistema asistido por computadora 
para encontrar las primeras cinco rafces positivas x, de 37, (x) + xJ[(x) = 0 y a partir de 
estas rafces obtenemos los primeros cinco valores propios de a,: ag = x,/3 = 0.98320, 
a 2 = x 2 /3 = 1.94704, a 3 = x 3 /3 = 2.95758, a 4 = x 4 /3 = 3.98538 y a 5 = x s /3 = 5.02078. 
Conociendo las rafces x t = 3a,- ya ; ,y a b utilizamos de nuevo un sistema computacional 
para calcular los valores numericos de J 2 ( 3a,), J | 2 (3a,), y, por ultimo, los coeficientes c b 
De esta forma encontramos que la quinta suma parcial S 5 (x ) para la representation de la 
serie de Fourier-Bessel de/(x) = x, 0 < x < 3 en el ejemplo 2 es 


5 s (x) = 4.01844 / 1 (0.98320x) - 1.86937 7 1 (1.94704x) 

+ 1.07106 7 1 (2.95758x) - 0.70306 7!(3.98538x) + 0.50343 7K5.02078X). 


Fa grafica de S 5 (x) en el intervalo 0 < x < 3 se muestra en la figura 10.21a). En la figura 
10.21 b) hemos graficado .Sjofx) en el intervalo 0 < x < 50. Note que fuera del intervalo de 
definition 0 < x < 3, la serie no converge hacia una extension periodica de/debido a que las 
funciones de Bessel no son periodicas. Vea los problemas 11 y 12 de los ejercicios 10.6. 


10 . 6.2 


Serie de Fourier-Legendre 


A partir del ejemplo 4 de la section 10.5 sabemos que el conjunto de polinomios de 
Legendre (P„(x)}, n = 0, 1, 2, ..., es ortogonal respecto a la funcion peso p(x) = 1 en 
el intervalo [—1. 1], Ademas, se puede probar que la norma cuadrada de un polinomio 
P„(x) depende de n en la forma siguiente: 


2.5 
2 

1.5 
1 

0.5 
0 

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 

a) S 5 (x), 0<x<3 

y 

3 ---------n 

2 (I 

i; 

0 ^ \ /\ i\r \i\/\ x 

-i; 

0 10 20 30 40 50 

b) 5 10 (x), 0 < x < 50 

Figura 10.21 Sumas parciales 
de una serie de Fourier-Bessel 



\\ p n{x)\f = P 2 n {x ) dx = 


2n + 1 


La expansion en series ortogonales de una funcion en terminos de los polinomios de 
Legendre se sintetiza en la definition siguiente: 
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■ Convergencia de una serie de Fourier-Legendre En el teorema siguiente se 
proporcionan condiciones suficientes para la convergencia de una serie de Fourier- 
Legendre. 


TEOREMA 10.5 


Condiciones para la convergencia 


Si/y/' son continuas en (—1, 1), entonces la serie de Fourier-Legendre (21) con¬ 
verge hacia/(x) en un punto de continuidad, y converge hacia el promedio [/(x+) 
+ /(x—)]/2 en un punto de discontinuidad. 


Ejemplo 3 Expansion de una serie de Fourier-Legendre 

Escribir nuevamente los primeros cuatro terminos diferentes de cero en la expansion 
Fourier-Legendre de 

< x < 0 

0 < x < 1. 

Solucion En la pagina 269 se muestra una relation con algunos de los primeros poli- 
nomios de Legendre. A partir de estos y de (22) tenemos 


/M = 


|°, -1 
U, o 


l 


Co = 


2 j_; 


f(x)P 0 (x ) dx = -- 


2 J 


Cl 


2 U 


, 1 
1 • 1 dx = — 
2 


/(x)Pi(x) dx = - 


2 Jo 


1 • x dx = — 

4 


2 Jr 


5 r i 

f(x)P 2 (x) dx = — 1 • (3X 2 — 1) dx = 0 


21 


c 3 


c 4 


2J-i 


f(x)P 3 (x) dx = — 


2 J 


1 7 

1 • — (5x 3 — 3x) dx = - 

2 v ' 16 


9 f 1 . 1 


f(x)P 4 (x) dx = — 1 • - (35x 4 - 3Ox 2 + 3) dx = 0 


c 5 = 


2 2 
11 f' , , 11 

7T f{x)P 5 {x) dx = — 

z J-i z 


8 


1 


11 


1 • — (63x 5 — 70x 3 + 15x) dx = 


32 


De modo que, f(x) = ^ P 0 (x) + ^ P { (x ) - P 3 (x) + ^ P 5 (x) + ■■■. 


1 

0.8 

0.6 

0.4 

0.2 


-1 -0.5 0 0.5 1 

Figura 10.22 Suma parcial S 5 (x) de La 
serie de Fourier-Legendre 



De manera similar a las funciones de Bessel, los polinomios de Legendre son funciones 
incluidas en sistemas algebraicos de computo como Maple y Mathematica, por lo que cada 
uno de los coeficientes relacionados lrneas arriba puede encontrarse mediante la aplicacion 
de integracion de dichos programas. De hecho, utilizando un sistema asistido por compu- 
tadora, podemos encontrar que c 6 = 0 y c 7 = La quinta suma parcial de la representa- 
cion de la serie de Fourier-Legendre para la funcion/defmida en el ejemplo 3 es entonces 

«*> -\ PM + i - i,™ + 

La grafica de 5 s (x) en el intervalo — 1 < x < 1 se proporciona en la figura 10.22. 

I Forma alterna de la serie En algunas aplicaciones, la serie de Fourier-Legendre 
aparece de una forma alterna. Si establecemos x = cos 6, entonces x = 1 implica que 0 = 0, 
mientras x = — 1 implica que 0 = tt. Como dx = —sen 0 <70, (21) y (22) se convierten, 
respectivamente, en 


K®) = 2c„P„( c °s0) 

2 _j_ ^ "IF 

F{0)P n { cos 0) sen 0 dO, 

donde/(cos 0) se ha reemplazado por F(0). 


(23) 

(24) 
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EJERCICIOS 10.6 Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-24. 


US Serie de Fourier-Bessel 

En los problemas 1 y 2, utilice la tabla 5.1 de la section 5.3. 

1. Encuentre los primeros cuatro a,- > 0 definidos por 

(3a) = 0. 

2. Encuentre los primeros cuatro a, > 0 definidos por 
J' 0 (2a) = 0. 

En los problemas del 3 al 6, expanda/(x) = 1, 0 < x < 2, en la 
serie de Fourier-Bessel utilizando las funciones de Bessel de 
orden cero que satisfagan la condition de frontera proporcionada. 

3. J 0 (2a) = 0 4. J' 0 {2a) = 0 

5. J 0 (2a) + 2aJ' 0 (2a) = 0 6. 7 0 (2a) + aj' 0 (2a) = 0 

En los problemas del 7 al 10, expanda la funcion dada en una 
serie de Fourier-Bessel utilizando las funciones Bessel del 
mismo orden que en la condition de frontera indicada. 

7. fix) = 5x, 0 < x < 4 8. fix) = x 2 , 0 < x < 1 

37! (4a) + 4a7j(4a) = 0 7 2 (a) = 0 

9. fix) = x 2 , 0 < x < 3 10. fix) = 1 — x 2 , 0 < x < 1 

7o(3a) = 0 ^ 7 0 (a) = 0 

[Sugerencia: f 3 = t 2 ■ 7] 

Tareas para el laboratorio de computo 

11. a) Utilice un sistema asistido por computadora para 

graficar y = 3Jfx) + x7j(x) en un intervalo de tal 
forma que se desplieguen las primeras cinco inter- 
cepciones positivas de x en la grafica. 

b) Utilice la capacidad de busqueda de rafces de su 
sistema asistido por computadora para aproximar 
las cinco primeras rafces positivas x, de la ecuacion 
37! (x) + x7[(x) = 0. 

c) Utilice los datos del inciso b) para calcular los pri¬ 
meros cinco valores positivos de a, que satisfagan 

37[(4a) + 4a7j(4a) = 0. 

(Consulte el problema 7.) 

d) Si se le pide hacerlo, encuentre los primeros diez 
valores positivos de a,. 

12. a) Utilice los valores de a, obtenidos en el inciso c) del 

problema 11 y un sistema asistido por computadora 
para aproximar los valores de los cinco primeros 
coeficientes de c, en la serie de Fourier-Bessel que 
se obtuvo en el problema 7. 

b) Mediante un sistema asistido por computadora, gra- 
fique las sumas parciales ,S\fx), N = 1,2, 3, 4, 5, de 
la serie de Fourier-Bessel del problema 7. 

c) Si se le pide hacerlo, grafique la suma parcial 5j 0 (x) 
en 0 < x < 4 y en 0 < x < 50. 

Problemas de analisis 

13. Si se graficaran las sumas parciales del problema 12 en 
un intervalo simetrico tal que — 30 < x < 30, ,4as grafi- 
cas tendrfan alguna simetrfa? Explique su respuesta. 


14. a) Bosqueje, a mano, una grafica de hacia donde pien- 
sa usted que converge la serie de Fourier-Bessel del 
problema 3 en el intervalo — 2 < x < 2. 

b) Bosqueje, a mano, una grafica de hacia donde pien- 
sa usted que converge la serie de Fourier-Bessel en 
el intervalo —4 < x < 4 si los valores a, del problema 
7 estuvieran definidos por 37 2 (4a) + 4a7 2 (4a) = 0. 


10.6.2 


Serie de Fourier-Legendre 


En los problemas 15 y 16, escriba nuevamente los primeros 
cinco terminos diferentes de cero presentes en la expansion de 
Fourier-Legendre de la funcion dada. Si se le pide hacerlo, utili¬ 
ce un sistema asistido por computadora como soporte en la eva¬ 
luation de los coeficientes y para graficar la suma parcial S s (x). 



-1 < x < 0 

0 < x < 1 


16. fix) = e x , — 1 < x < 1 


17. Los primeros tres polinomios de Legendre son P 0 (x) = 
1, Pfx) = x y P 2 (x) = \ (3x 2 — 1). Si x = cos 0, enton- 
ces P 0 i cos 0) = 1 y //(cos 0) = cos 0. Demuestre que 
P 2 i cos 0) = \ (3 cos 20 + 1). 


18. Utilice los resultados del problema 17 para calcular la ex¬ 
pansion de Fourier-Legendre (23) de Fi0) = 1 — cos 20. 


19. El polinomio de Legendre P n ix) es una funcion par o 
impar, dependiendo de si n es par o impar. Demuestre 
que si/es una funcion par en el intervalo (—1, 1), enton- 
ces (21) y (22) se convierten, respectivamente, en 


OO 


fix) = 2 c 2n PJx) (25) 

n = 0 


1 


C 2n 


(4 n + 1) 


f(x)p 2n (x) dx. 


(26) 


J o 

20. Demuestre que si/es una funcion impar en el intervalo 
(—1, 1), entonces (21) y (22) se convierten, respectiva¬ 
mente, en 


fix ) = 2 C 2»+l P 2«+lM 


c 2 n + i = (4n + 3) fix)P 2n+ i(x) dx. 
^0 


(27) 

(28) 


Las series (25) y (27) pueden utilizarse tambien cuando 
/se defina solamente en el intervalo (0, 1). Ambas series 
representan a/en (0, 1); sin embargo, en el intervalo 
(—1, 0), (25) representa una extension par, mientras que 
(27) representa una extension impar. En los problemas 
21 y 22, escriba nuevamente los primeros cuatro termi- 
nos diferentes de cero en la expansion indicada de la fun¬ 
cion dada. ( ;,Que funcion representa la serie en el intervalo 
(—1, 1)? Mediante un sistema asistido por computadora, 
grafique la suma parcial S 4 (x). 
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24. Aplique su conclusion del problema 23 para calcular 
la serie de Fourier-Legendre de fix) = x 2 . La serie de 
fix ) = x 3 . No utilice las ecuaciones (21) y (22). 

23. ^Por que una expansion de Fourier-Legendre de una 
funcion polinomica definida en el intervalo ( — 1, 1) es 
necesariamente una serie finita? 


21. fix) = x, 0 < x < 1; (25) 

22. f(x) = 1, 0<x< 1; (27) 

Problemas de analisis 


EJERCICIOS DE REPASO DEL CAPITULO 10 Las respuestas a los problemas impares 

seleccionados comienzan en la pagina RESP-24. 


En los problemas del 1 al 10, llene los espacios o responda 
verdadero o falso sin consultar el libro. 


1 . 

2 . 

3. 

4. 

5. 

6 . 


7. 


8 . 


9. 


10 . 


11 . 


Las funciones/(x) = r- 1 y g(x) = x 5 son ortogonales 
en el intervalo [— 77, ^ r]. _ 

El producto de una funcion impar/con una funcion 
impar g es una funcion_. 

Para expandir f(x) = Id + 1, — 77 < x < 77, en una serie 

trigonometrica apropiada utilizanamos una serie_. 

y = 0 nunca es una funcion propia de un problema de 
Sturm-Liouville._ 


A = 0 nunca es un valor propio de un problema de 

Sturm-Liouville_. 

Si la funcion 



x + 1, 
— x. 


— 1 < x < 0 

0 < x < 1 


se expande en una serie de Fourier, la serie convergira 

hacia_en x = — 1 , hacia_en x = 0, y hacia 

_eni= 1. 

Suponga que la funcion/(x) = x 2 + 1, 0 < x < 3, se ex¬ 
pande en una serie de Fourier, en una serie coseno y en 
una serie seno. En x = 0, la serie de Fourier convergira 

hacia_, la serie coseno convergira hacia_y la 

serie seno convergira hacia_. 

La funcion propia correspondiente para el problema de 
valor en la frontera 

y" + Ay = 0, y'(0) = 0, y(n/2) = 0 


para A = 25 es_. 

El conjunto [P 2 „(x)}, n = 0, 1,2,... de polinomios de 
Legendre de grado par es ortogonal respecto a la fun¬ 
cion peso p(x) = 1 en el intervalo [0, 1]._ 

El conjunto {P„(x)}, « = 0, 1, 2, ... de polinomios 
de Legendre es ortogonal respecto a la funcion peso 
p(x) = 1 en el intervalo [—1, 1]. Asf, para n > 0, 
dx =_. 

Sin realizar ningun calculo, explique por que la serie co¬ 
seno d e f(x) = cos 2 x, 0 < x < it, es la serie finita/(x) = 
\ + \ cos 2x. 


12. a) Demuestre que el conjunto 
77 377 


577 


\ sen—x, sen — x, sen — x, . 
2 L 2 L 2 L 

es ortogonal en el intervalo 0 <x£L. 


} 


b) Encuentre la norma de cada funcion del inciso a). 
Construya un conjunto ortonormal. 

13. Expanda/(x) = Ixl — x, — 1 < x < 1, en una serie de Fourier. 

14. Expanda/(x) = 2x 2 — 1,-1 <x< I, en una serie de Fourier. 

15. Expanda/(x) = e x , 0 < x < I. en una serie coseno y en 
una serie seno. 


16. En los problemas 13, 14 y 15, bosqueje la extension 
periodica de/hacia donde converge cada serie. 

17. Encuentre los valores propios y las funciones propias 
del problema de valor en la frontera 

x 2 y" + xy' + 9Ay = 0, y'(l) = 0, y(e) = 0. 


18. Proporcione una relacion de ortogonalidad a las funcio¬ 
nes propias del problema 17. 

19. La ecuacion diferencial de Chebyshev 

(1 — x 2 )y" — xy' + n 2 y = 0 


tiene una solucion polinomica y = T n ix) para n = 0, 1, 
2,_Especifique la funcion peso pix) y el interva¬ 

lo donde es ortogonal el conjunto de polinomios de 
Chebyshev {r„(x)}. Escriba una relacion de ortogonali¬ 
dad. 

20. Expanda la funcion periodica ilustrada en la figura 10.23 
en una serie de Fourier apropiada. 




X 


Figura 10.23 Grafica para el problema 20 

0 < x < 2 


21. Expanda/(x) 


-{i 


en una serie de Fou- 


2 < x < 4 

rier-Bessel, utilizando las funciones de Bessel de orden 
cero que satisfacen la condicion de frontera 7 0 (4a) = 0. 
22. Expanda/(x) = x 4 , — 1 < x < 1, en una serie de Fourier- 
Legendre. 
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CAPITULO 10 Funciones ortogonales y series de Fourier 






















C A P I T U L 0 


11 

Problemas de valores en la 
frontera en coordenadas 
rectangulares 


Estructura del capitulo 

11.1 Ecuaciones diferendales pardales separables 

11.2 Ecuadones dasicas y problemas de valores en la frontera 

11.3 La ecuadon de caLor 

11.4 La ecuadon de onda 

1 5 La ecuadon de Laplace 

1 6 Problemas de valores en la frontera no homogeneos 

11.7 Desarrollos en series ortogonales 

11.8 Serie de Fourier con dos variables 
Ejercicios de repaso del capitulo 11 


En este capitulo, y en los dos siguientes, se enfatizan dos proce- 
dimientos utilizados a menudo para resolver problemas que invo- 
lucran temperaturas, desplazamientos oscilatorios y potenciales. 
Tales problemas, llamados problemas de valores en la frontera 
(PVF), se pueden describir mediante ecuaciones diferenciales par- 
dales (EDP) lineales de segundo orden relativamente sencillas. La 
finalidad de ambos procedimientos es encontrar soluciones particu- 
lares de una ecuadon diferencial parcial reduciendola a una o mas 
ecuaciones diferenciales ordinarias (EDO). 

Comenzamos con el metodo de separacion de variables para las 
EDP. La aplicacion de este metodo a un problema de valores en 
la frontera nos lleva de manera natural a los importantes temas 
estudiados en el capitulo 10, como son los problemas de Sturm- 
Liouville, los valores propios, las funciones propias, y el desarrollo 
de una funcion en una serie de funciones ortogonales. 
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I 


Solo nos interesan las 
soluciones particulares 
de las EDP. 


Ecuaciones diferenciales parciales 
separables 


I Repaso Las ecuaciones diferenciales parciales (EDP), igual que las ecuaciones dife¬ 
renciales ordinarias (EDO), se clasifican en lineales y no lineales. Asf como en las EDO 
(consulte la ecuacion (6) de la section 1.1), en una EDP lineal la variable dependiente y 
sus derivadas parciales aparecen solo en la primera potencia. En este capitulo, y en los 
subsecuentes, nuestro interes se centrara solamente en ecuaciones diferenciales parciales 
lineales. 


■ Ecuacion diferencial partial lineal Si establecemos que u denota la variable de¬ 
pendiente x y la variable independiente y, entonces la forma general de una ecuacion dife¬ 
rencial parcial lineal de segundo orden esta dada por 



d 2 u 

+ B - 

dxdy 


du du du 

C —7 + D -h E -h Fu 

dy~ dx dy 


= G, 


( 1 ) 


donde los coeficientes A,B,C, ...,G son constantes o funciones de x v de y. Cuando G( x, 
y ) = 0, se dice que la ecuacion (1) es homogenea; de otra forma, es no homogenea. Por 
ejemplo, las ecuaciones lineales 

d 2 u d 2 u d 2 u du 

dx 2 + dy 2 ~ ° Y dx 2 dy ^ 
son homogenea y no homogenea, respectivamente. 


■ Solution de una ecuacidn diferencial parcial La solucion de una ecuacion dife¬ 
rencial parcial lineal (1) es una funcion u(x, y) de dos variables independientes que tienen 
todas las derivadas parciales concurriendo en la ecuacion y que la satisface en alguna 
region del piano xy. 

No es nuestra intention analizar procedimientos para encontrar soluciones generates 
de las ecuaciones diferenciales parciales lineales. A menudo no solamente es dificil 
obtener la solucion general de una EDP lineal de segundo orden, sino que una solucion 
general con frecuencia tampoco resulta muy util en las aplicaciones. Por lo tanto, nos en- 
focaremos en determinar soluciones particulares de algunas EDP lineales importantes, 
es decir, ecuaciones que aparecen en un gran ntimero de aplicaciones. 


■ Separation de variables A pesar de que existen varios metodos que pueden utilizar- 
se para encontrar soluciones particulares de una EDP lineal, con el metodo de separation 
de variables nuestro objetivo es encontrar una solucion particular en forma del producto de 
una funcion de x y una funcion de y. 


u(x, y) = X(x)Y(y). 

Mediante esta suposicion, con frecuencia es factible reducir una EDP lineal de dos varia¬ 
bles en dos EDO. Con este objetivo en mente, podemos observar que 

du , du , d 2 u d 2 u 

— = X'Y, — = XY, —r = X"Y, — = XY", 

dx dy dx 2 dy 2 

donde las primas expresan la diferenciacion ordinaria. 


Ejemplo 1 Uso de la separation de variables 

d 2 u du 

Encuentre las soluciones producto de —r = 4 —. 

dx 2 dy 

Solution A1 sustituir u(x, y) = X(x) Y(y) en la ecuacion diferencial parcial obtenemos 

X"Y = 4XY'. 
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Despues de dividir ambos miembros de la ecuacion entre 4XY. separamos las variables: 


x^_r_ 

4X ~ Y' 

Como el miembro izquierdo de la ultima ecuacion es independiente de y y es igual al 
miembro derecho, que es independiente de x, concluimos que ambos miembros de la 
ecuacion son independientes de x y de y. En otras palabras, cada miembro de la ecuacion 
debe ser constante. Para fines practicos, resulta conveniente escribir esta verdadera cons- 
tante de separation como —A. A partir de las dos igualdades, 

_ 

4X ~ y ~ 


obtenemos las dos ecuaciones diferenciales lineales ordinarias 
X" + 4\X = 0 y r+A7=0. 


( 2 ) 


En los tres casos para A: cero, negativo o positivo; esto es, A = 0, A = —a 2 < 0 y A = or 
> 0, donde a > 0, las EDO en (2) son, respectivamente, 


X' = 0 y Y' = 0, 

X" - 4a 2 X = 0 y Y' - a 2 Y = 0, 
X" + 4 a 2 X =0 y Y' + a 2 Y = 0. 


(3) 

(4) 

(5) 


Caso I (A = 0): 


En (3), las ecuaciones diferenciales pueden resolverse por integra- 
cion. Las soluciones son X = c 3 + c 2 x y L = c 3 . Por lo tanto, una 
solucion producto particular de la EDP dada es 

u = XY = (c t + c 2 x)c 3 = Aj + B^x, (6) 

donde reemplazamos c 3 c 3 y c 2 c 3 por A, y B t , respectivamente. 



Vea el ejempLo 2 de la 
seccion 3.9 y el ejemplo 
1 de la seccion 10.5. 


Caso II (A = —a 2 ): En (4), las soluciones generales de las ED son 

X = c 4 cosh 2ax + c 5 senh 2ax y 


c 6 e 


respectivamente. Por lo tanto, otra solucion producto particular de 
la EDP es 

u = XY = (c 4 cosh 2 ax + c 5 senh 2 ax)c 6 e a) 

o bien u = A 2 e ay cosh 2 ax + B 2 e ay senh 2 ax, (7) 

donde A 2 = c 4 c 6 y B 2 = c 5 c 6 . 


Caso III (A = a 2 ): Por ultimo, en (5) las soluciones generales de las ED son 


X = c 7 cos 2 ax + c 8 sen 2 ax 


Y = c 9 e 


respectivamente. Estos resultados, sin embargo, proporcionan otra 
solucion particular 

u = A 3 e^ a2y cos 2 ax + B 3 e~ a2y sen 2 ax, (8) 

donde A 3 = c 7 c 9 y B 3 = c s c 9 . 


Se deja como ejercicio para el lector demostrar que (6), (7) y (8) satisfacen la ecua¬ 
cion diferencial parcial dada u xx = 4u y . Consulte el problema 29 de los ejercicios 11.1. 


11.1 Ecuaciones diferenciales parciales separables 
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La separation de variables no es un metodo general para encontrar soluciones parti- 
culares; algunas ecuaciones diferenciales parciales lineales simplemente no se pueden 
separar. Usted debera comprobar que el supuesto u = XY no lleva a una solution para 
d 2 u/dx 2 — du/dy = x. 

M Principio de superposition El teorema siguiente es similar al 3.2 y se conoce 
como principio de superposition. 


TEOREMA 11.1 


Principio de superposition 


Si u u u 2 ,..., u k son las soluciones de una ecuacion diferencial partial lineal homo- 
genea, entonces la combination lineal 

u = Cjtq + c 2 u 2 + • • • + c k u k , 

donde las c h i= 1 , 2 ,..., k son constantes, es tambien una solution. 


En lo que resta del capitulo, supondremos que siempre que tengamos un conjunto in- 
finito a |, u 2 , m 3 , ... de soluciones de una ecuacion lineal homogenea, podremos construir 
otra solution u formando la serie infinita 

M = 2 C k U k 
k=l 

donde las c k , k = 1,2,..., son constantes. 

I Gasification de las ecuaciones Una ecuacion diferencial parcial lineal de segun- 

do orden en dos variables independientes con coeficientes constantes puede clasificarse 
como uno de tres tipos. Esta clasificacion depende solamente de los coeficientes de las 
derivadas de segundo orden. Desde luego, suponemos que al menos uno de los coeficien¬ 
tes A, B y C es diferente de cero. 



Ejemplo 2 Clasificacion de EDP LineaLes de segundo orden 

Clasifique las ecuaciones siguientes: 


a) 3 


d 2 u 

dx * 1 


du 

dy 


d 2 ll 


b ) 2 

dx 


d 2 u 

dy 2 


d 2 u 


C ) 2 
dx 


+ 


d 2 u 

dy 2 


= 0 . 


Solution a) Al volver a escribir la ecuacion dada como 


d 2 u du 

3 —7 - 

dx~ dy 
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podemos identificar que A = 3, B = 0 y C = 0. Puesto que B 2 — 4AC = 0, la ecua¬ 
cion es parabolica. 

b ) A1 volver a escribir la ecuacion como 

d 2 u d 2 u 

— - 7 = 0, 

dxr dy 2 

podemos observar que A = l, B = 0, C = — 1 y B 2 — 4AC = ■—4(1)(— 1) > 0. La 
ecuacion es hiperbolica. 

c) Si A = 1, B = 0, C = 1, y B 2 — 4AC = —4(1)(1) < 0, la ecuacion es eliptica. 


Una explication mas detallada de por que desearfamos clasificar una ecuacion diffe¬ 
rencial parcial de segundo orden esta mas alia del alcance de este libro. Sin embargo, la 
respuesta reside en el hecho de que deseamos resolver ecuaciones diferenciales parciales 
sujetas a ciertas condiciones alternas conocidas como condiciones iniciales y de frontera. 
Los tipos apropiados de condiciones alternas para una determinada ecuacion estan en 
funcion de si la ecuacion es hiperbolica, parabolica o eliptica. 


EJERCICIOS 11.1 Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-25. 


En los problemas del 1 al 16, mediante la separation de varia¬ 
bles, encuentre, si es posible, las soluciones producto para la 
ecuacion diferencial parcial que se proporciona. 



du 

du 


du du 

1 . 

- = 

: - 

2 . 

- h 3 — = 


dx 

dy 


dx dy 

3. 

u x + 

Uy = U 

4. 

ll x = Uy 4- U 


du 

du 


du du 

5. 

X — 

= y- 

6 . 

V - X - 


dx 

dy 


dx dy 


7. 


d 2 u 


d 2 li 


dx 


+ 


d 2 u 


2 dxdy dy 2 


d~u 

= 0 8. v-h u = 0 

dxdy 


9. 

d 2 u 

k — t - 

~u = 


dx 2 

2 d 2u 

d 2 U 

11 . 

a - y 

dx 2 

dt 2 


, d 2 u 

d 2 u 

12 . 

a -r 

dx 2 

dt 2 


d 2 u 

d 2 u 

13. 

- 9 

—2 3~ 


dx 2 

9/ 


, d 2 U 

d 2 u 

14. 

X 2 -T 

3- 7 


dx 2 

dy 

16. 

ci 2 u xx - 

- 8 = i 


17 . 


d 2 u 


d 2 u 


d 2 u 


dx 2 dxdy dy 2 


= 0 


18. 3 


d 2 u 


dx 2 


+ 5 


d 2 u 


+ 


d 2 u 


dxdy dy 


= 0 


19. 


20 . 


d 2 U 

dx 2 

d 2 U 

dx 2 


d U du 

3- 6-h 9 —x = 0 


dxdy 

d 2 u 

dxdy 


ay 

d 2 u 

3 — = 0 

dy 2 


d~u 


21. —r = 9 


d 2 u du d 2 u dll 

—r — u = —, k > 0 10 . k —t = —, k > 0 

dx 2 dt dx 2 dt 

du 

+ 2k — , k > 0 
dt 

dll 

2k — , k > 0 
dt 

= 0 15. U xx + Uyy = It 

i tt , g es una constante 

En los problemas del 17 al 26, clasifique la ecuacion diferencial 
parcial que se proporciona en hiperbolica, parabolica o eliptica. 


dx 

* 2 u 
dx 2 

A. 


d 2 U 

dxdy 


22 . 


d~u 


d 2 u 

23. — r + 2 


d 2 u 


+ 


d 2 u 


dxdy dy~ 


dxdy dy 

du du 
+- 6 = 0 


d 2 u du 
—r + 2— = 0 


dx 


dx 


dy 


d~ll d~u 
24. — x 3 - T = u 


dx 


sy 


25. a 2 


d 2 u 

dx 2 


d"u 

dt 2 


d 2 u 


du 


26. k —r = —, k > 0 
dx 2 dt 


En los problemas 27 y 28, demuestre que la ecuacion dife¬ 
rencial parcial que se proporciona tiene la solution producto 
indicada. 


. d 2 u 1 du 

27. k\ —r +- 

, dr 2 r dr 


du 

dt’ 


u = e kcr, {c { J 0 {ar) + c 2 Y Q (ar)) 


28. 


d 2 u 


1 du 1 d 2 u 
H-h 


2 :,z)2 


dr 2 r dr r dQ~ 

u = (cj cos a6 + c 2 sen a0)(c 3 r a + c 4 r~ a ) 


11.1 Ecuaciones diferenciales parciales separables 
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29. Compruebe que cada producto u = XY incluido en (6), 
(7) y (8) satisface las EDP de segundo orden del ejem- 
plo 1. 


30. La definition 11.1 es una generalization de las EDP linea- 
les con coeficientes que son funciones de x y y. Determine 
las regiones del piano xy para las que la ecuacion 


(xy + 1) 


d 2 u 

dx 1 


+ (x + 2y) 


d 2 u 

dxdy 


d 2 u , 

H-y + xyu = 0 

dy~ 


Problemas de analisis 


En los problemas 31 y 32, vea si pueden encontrarse las solu- 
ciones producto u = X(x)Y(y ) para las ecuaciones diferenciales 
parciales que se proporcionan. [Sugerencia: Utilice el princi- 
pio de superposition.] 


d 2 ll 

31. - y - U = 0 


32. 


d 2 u 

dxdy 


du 

+ - 

dx 


= 0 


es hiperbolica, parabolica o elfptica. 


Ecuaciones clasicas y problemas 
de valores en la frontera 


■ Introduction En lo que resta de este capitulo y en el siguiente, nos enfocaremos a 
encontrar las soluciones producto de las ecuaciones diferenciales parciales de segundo 
orden 


d 2 u du 
k~ y = — k> 0 

dx 2 dt 


a~ 


2 c ru 
dx 2 

d 2 ll 


d 2 u 

dt 2 


d 2 u 


= 0 


(1) 

( 2 ) 

(3) 


o ligeras variaciones de estas ecuaciones. Estas ecuaciones clasicas de ffsica-matema- 
ticas se conocen como ecuacion unidimensional de calor, ecuacion unidimensional 
de onda y ecuacion bidimensional de Laplace, respectivamente. “Unidimensional” se 
refiere a que x expresa una dimension espacial mientras t representa el tiempo; en (3), 
“bidimensional” significa que x y y son dimensiones espaciales. La ecuacion de Laplace 
se abrevia como V 2 m = 0, donde 


V 2 m = 


d 2 ll d 2 u 
dx 2 dy 2 


se llama laplaciano bidimensional de la funcion u. En tres dimensiones, el laplaciano 

de u es 


V 2 « 


d 2 u d 2 u d~u 

—y 3-y 3 -y. 

dx 2 dy 2 dz 2 


A1 comparar las ecuaciones de la (1) a la (3) con la EDP lineal de segundo orden pro- 
porcionada en el teorema 11.1, donde t hace las veces de y, podemos observar que la 
ecuacion de calor (1) es parabolica, la ecuacion de onda (2) es hiperbolica y la ecuacion 
de Laplace (3) es elrptica. En el capitulo 14, esta clasificacion resulta particularmente 
import ante. 


I Ecuacion de calor La ecuacion (1) se presenta en la teorfa del flujo de calor, esto es, 
la transferencia de calor por conduction en una varilla o un alambre delgado. La funcion 
u{x, t) es la temperatura. Los problemas acerca de vibraciones mecanicas a menudo llevan 
a la ecuacion de onda (2). Para efectos del presente analisis, una solution u(x, t) de (2) re- 
presentara el desplazamiento de una cuerda idealizada. Por ultimo, una solution uix, y) de 
la ecuacion de Laplace (3) puede interpretarse como la distribution de temperatura de esta- 
do estable (es decir, independiente del tiempo) en una placa delgada de dos dimensiones. 
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Aunque tenemos que hacer muchas suposiciones de simplification, vale la pena ob- 
servar como surgen ecuaciones como la (1) y la (2). 

Suponga que una varilla circular delgada de longitud L tiene area transversal A y co¬ 
incide con el eje v en el intervalo [0, L], Vea la figura 11.1. Supongamos que: 


section transversal del area A 


Q 


-,»i TV 


x + Av 


Dentro de la varilla, el flujo de calor tiene lugar solo en la direction x. Figura 11.1 Flujo de calor 

La superficie lateral, o curva, de la varilla esta aislada; esto es, no escapa calor de su unidimensional 
superficie. 

No se esta generando calor dentro de la varilla. 

La varilla es homogenea; esto es, su masa por unidad de volumen p es constante. 

El calor espetifico y y la conductividad termica K del material de la varilla son constantes. 


Para deducir la ecuacion diferencial partial que se satisface mediante la temperatura 
u(x, t), necesitamos dos leyes empiricas de conduction de calor: 

i) En un elemento de masa m, la cantidad de calor Q es 


Q = ymu, (4) 

donde u representa la temperatura del elemento. 

ii) La velocidad del flujo de calor Q, a traves de la seccion transversal que se indica 
en la figura 11.1 es proporcional al area A de la seccion transversal y a la derivada 
parcial de la temperatura respecto a x: 


Q,= ~KAu x . (5) 

Como el calor fluye en la direction que desciende la temperatura, el signo menos se uti- 
liza en (5) para asegurar que Q, sea positiva para u x < 0 (flujo de calor hacia la derecha) y 
negativa para u x > 0 (flujo de calor hacia la izquierda). Si la seccion circular de la varilla 
ilustrada en la figura 11.1 entre x y x + Av es muy delgada, entonces ufx, t) puede con¬ 
siderate como la temperatura aproximada en cada punto del intervalo. Ahora la masa 
de la seccion circular es m = p(A Av), por ello, a partir de (4), puede deducirse que la 
cantidad de calor en tal masa es. 


Q = ypA Av u. (6) 

Ademas, cuando fluye calor en la direction positiva de x, a partir de (5) observamos que 
el calor se incrementa en la seccion transversal a una velocidad neta de 

—KAufx, t) — [—KAufx + Ax, f)] = KA\u x (x + A x, t) — ufx, /)]. (7) 

Diferenciamos (6) respecto a t y observamos que la velocidad neta esta dada tambien por 

Qt = ypA Av u t . (8) 


Al igualar (7) y (8) obtenemos 

K ufx + Ax, t) — ufx, t) 

--A- = U f 

y p Av 

Calculamos el llmite de (9) como Av —> 0 para finalmente obtener (1) en la forma* * 


(9) 


K 


yp 


u t . 


Es muy comun establecer k = K/yp y llamar a esta constante positiva difusividad ter¬ 
mica. 


ufx + Ax, t) — ufx, t) 

*Recuerde, con base en el calculo, que u xx = 11m --- 

Aj:—>0 A.v 


11.2 Ecuaciones clasicas y problemas de valores en La frontera 
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0 Jt x + Ax X 


b ) amplification del segmento 

Figura 11.2 Cuerda tensada entre 
dos puntos del eje x 


la temperatura como 



Figura 11.3 Temperaturas de 
estado estable en una placa 
rectangular 



en x = 0 en x = L 


Figura 11.4 Cuerda pulsada 
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I Ecuador) de onda Considere una cuerda de longitud L , como la cuerda de una 
guitarra, tensada entre dos puntos localizados en el eje x, digamos, x = 0 y x = L. 
Cuando la cuerda comienza a vibrar, suponga que el movimiento tiene lugar en el piano 
xy de tal manera que cada punto de la cuerda se mueve en direccion perpendicular al eje 
x (vibraciones transversales). Como se muestra en la figura 11.2a), establecemos que 
u(x, t) exprese el desplazamiento vertical de cualquier punto de la cuerda medido a partir 
del eje x para t > 0. Ademas suponemos que: 

La cuerda es perfectamente flexible. 

La cuerda es homogenea; esto es, su masa por unidad de longitud p es constante. 

Los desplazamientos u son pequenos en comparacion con la longitud de la cuerda. 

La pendiente de la curva es pequena en todos los puntos. 

La tension T actua en direccion tangente a la cuerda y su magnitud T es igual en todos 
los puntos. 

La tension es grande en comparacion con la fuerza de gravedad. 

No actuan otras fuerzas extemas sobre la cuerda. 

Ahora, en la figura 11.26), las tensiones Tj y T 2 son tangentes en los extremos de la 
curva en el intervalo [x, x + Ax]. Para valores pequenos de 6 l y d 2 , la fuerza vertical neta 
que actua sobre el elemento correspondiente A s de la cuerda es, por lo tanto, 

T sen d 2 ~ T sen T tan d 2 — T tan 0 l 

= T[u x (x + Ax, 0 — u x (x, ;)], * 

donde T = |T,| = |T 2 |. Ahora p A.v ~ p Ax es la masa de la cuerda en [x, x + Ax], por lo 
que la segunda ley de Newton nos da 

T[u x (x + Ax, t) — u x (x, ()] = p Ax u n 

u x {x + Ax, t ) — u x (x, t) p 

o bien ---= — u„. 

Ax T " 

Si el li'mite se toma como Ax —> 0, la ultima ecuacion se convierte en u xx = (p/T)u„. Lo 
anterior es, desde luego, la ecuacion (2) con a 2 = Tip. 


M Ecuacion de Laplace Aunque no lo demostraremos, la ecuacion de Laplace en dos 
y tres dimensiones se presenta en problemas independientes del tiempo que involucran 
potenciales como el electrostatico, el gravitacional y la velocidad en mecanica de flui- 
dos. Ademas, la solucion de la ecuacion de Laplace tambien puede interpretarse como la 
distribucion de temperatura de estado estable. Como ilustra la figura 11.3, una solucion 
h(x, y) de (3) podn'a representar la temperatura que varfa de un punto a otro (aunque no 
con el tiempo) de una placa rectangular. 

Con frecuencia deseamos encontrar soluciones de ecuaciones como (1), (2) y (3) que 
satisfagan algunas condiciones adicionales. 

■ Condiciones iniciales Puesto que las soluciones de (1) y (2) dependen del tiempo t, 
es posible establecer lo que pasa en t = 0; esto es, podemos proportional' condiciones ini¬ 
ciales (Cl). Si/(x) expresa la distribucion inicial de temperatura a traves de la varilla en la 
figura 11.1, entonces una solucion m(x, t) de (1) debe satisfacer la condition inicial unica u(x, 
0) = /(x), 0 < x < L. Por otro lado, para una cuerda vibratoria, podemos especificar su des¬ 
plazamiento inicial (o forma)/(x) asf como su velocidad inicial g(x). En terminos matemati- 
cos, estamos buscando una funcion u(x, t ) que satisfaga (2) en las dos condiciones iniciales: 

dwl 

L. (10) 

dt |,=o 

Por ejemplo, la cuerda podrfa estarse pulsando, como en la figura 11.4, y liberarse del 
reposo (g(x) = 0). 


*tan d 2 = u x {x + Ax, t ) y tan = u x (x, t ) son expresiones equivalentes para la pendiente. 
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■ Condiciones de frontera La cuerda de la figura 11.4 esta asegurada al eje x en x = 0 
y x = L en todo momento. Interpretamos lo anterior mediante las dos condiciones de 
frontera (CF): 

u( 0, t ) = 0, u(L, t) = 0, t > 0. 

Observe que en este contexto la funcion/es continua en (10) y, en consecuencia,/(0) = 0 
y/(L) = 0. En general, existen tres tipos de condiciones de frontera asociados con las 
ecuaciones (1), (2) y (3). En una frontera, podemos especificar los valores de uno de los 
siguientes formatos: 

du du 

i) u, ii) —, o iii) -I - hu, h es una constante. 

dn dn 

Aquf du/dn expresa la derivada normal de u (la derivada direccional de u en la direc- 
cion perpendicular a la frontera). Una condicion de frontera del primer tipo i) se llama 
condicion de Dirichlet; una condicion de frontera del segundo tipo ii) es la condicion 
de Neumann, y una condicion de frontera del tercer tipo iii ) se conoce como condicion 
de Robin. Por ejemplo, para t > 0, una condicion tfpica en el extremo derecho de la 
varilla de la figure 11.1 puede ser, 


i) ' u{L, t) = Uq, u 0 es una constante, 

, du 

ii) — = 0 , o 

dx 


my 


du 

dx X=L 


—h(u(L, t) 


u m ), h> 0 y u m son constantes. 


La condicion i)' simplemente establece que la frontera x = L se conserva de alguna 
manera a temperatura constante u 0 en todo tiempo t > 0. La condicion ii)' indica que la 
frontera x = L esta aislctda. A partir de la ley emplrica para la transferencia de calor, el 
flujo de calor a traves de una frontera (esto es, la cantidad de calor por unidad de area 
por unidad de tiempo que se transfiere a traves de la frontera) es proporcional al valor de 
la derivada normal du/dn de la temperatura u. Por lo tanto, cuando la frontera x = L esta 
aislada termicamente, no existe ningun flujo de calor desde y hacia la varilla, por lo que 


du 


dx 


x = L 


= 0 . 


Podemos interpretar iii)' como el calor que se pierde en el extremo derecho de la varilla 
por estar en contacto con un medio, como aire o agua, que se encuentra a temperatura 
constante. A partir de la ley de Newton para el enfriamiento, sabemos que el flujo de 
calor hacia fuera de la varilla es proporcional a la diferencia entre la temperatura u(L, t) 
en la frontera y la temperatura u„, del medio circundante. Observemos que si existe per- 
dida de calor desde el extremo izquierdo de la varilla, la condicion de frontera es 


= /j(m(0 , t) — u m ). 

x = 0 

El cambio de signo algebraico es consistente con el supuesto de que la varilla se encuen¬ 
tra a una temperatura mas elevada que el medio circundante en los extremos, por lo que 
u( 0, t) > u m y u(L, t) > u m . En x = 0 y x = L, las pendientes 1 ^.( 0 , t) y u x (L, t) deben ser 
positiva y negativa, respectivamente. 

Desde luego, en los extremos de la varilla podemos especificar diferentes condiciones 
al mismo tiempo. Por ejemplo, podrfamos tener 

du 

— =0 y u(L, t) = u 0 , t> 0. 

dx x=0 


du 

dx 


Observemos que en i)' la condicion de frontera es homogenea si u 0 = 0; cuando u 0 + 
0, la condicion de frontera es no homogenea. La condicion de frontera ii)' es homoge¬ 
nea; iii)' es homogenea si u m = 0 y no homogenea si u m =/= 0 . 


11.2 Ecuaciones clasicas y problemas de valores en La frontera 
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■ Problemas de valores en la frontera Problemas tales como 


, d z u au 

Resolver: —, 0 < x < L, t > 0 

dxr dt 

Sujeta a: (BC) u( 0, t) = 0, u(L, t) = 0, 

du I 

(IC) u(x, 0) = fix), = g(x), 0 <x<L 

dt |,=o 


y 


Resolver: 


Sujeta a: 


d 2 u 

d 2 u 





0 <y <b 


— = o, 


0 < 

x < 

a, 

dx~ 

dy 2 






r du 1 


du 



0 <y < b 


— = 

, 



= o, 

(BC) ' 

dx | A=0 
it(x, 0) = 

0 , 

dx 

u(x 

b) 

= /m. 

0 < x < a 


( 11 ) 


( 12 ) 


se llaman problemas de valores en la frontera. Los problemas (11) y (12) estan clasi- 
ficados como problemas de valores en la frontera homogeneos, porque las ecuaciones 
diferenciales parciales y las condiciones de frontera son homogeneas. 


I Variaciones Las ecuaciones diferenciales parciales (1), (2) y (3) deben modificarse 
con el fin de tomar en consideration las influencias intemas y extemas que actuan en el 
sistema fisico. Formas mas generales de las ecuaciones unidimensionales de calor y de 
onda son, respectivamente. 



d 2 u du 



k —r + Fix, t, u, u.) = — 
dx 1 v dt 

(13) 


2 d 2 u d 2 u 


y 

a — x + F{x, t, u, ua = — x. 
dx 2 v ’ dt 2 

(14) 


Por ejemplo, si existe transferencia de calor desde la superficie lateral de una varilla 
hacia un medio circundante que se mantiene a temperatura constante u m , entonces la 
ecuacion de calor (13) es 


k 


d 2 u 

dx 2 


— h[u — u m ) 


du 

dt’ 


donde h es una constante. En la ecuacion (14), la funcion F podrfa representar las di- 
ferentes fuerzas que actuan en la cuerda. Por ejemplo, cuando las fuerzas externas de 
amortiguamiento y restablecimiento elastico se toman en cuenta, (14) toma la forma 


fuerza externa amortiguamiento fuerza de restablecimiento 


1 

i 

i 

2 d 2 u . 

, du 

d 2 U 

0 ~dF + ^ X,t ' 

- C — 

dt 

— ku = —r. 
dr 


F(x, t, u, u t ) 


(15) 


Comentarios 


El analisis de una amplia gama de fenomenos genera los modelos matematicos (1), 
(2) o (3) o sus generalizaciones, las cuales involucran una mayor cantidad de variables 
espaciales. Por ejemplo, a la ecuacion (1) a veces se le llama la ecuacion de difusion 
porque la difusion de las sustancias disueltas en una solution es analoga al flujo de 
calor en un solido. La funcion c(x, t) que satisface la ecuacion diferencial parcial repre- 
senta, en este caso, la concentration de la sustancia disuelta. De modo similar, la ecua¬ 
cion (2) y su generalizacion (15) aparecen en el analisis del flujo de electricidad en un 
cable largo o en una linea de transmision. En este ambiente, la ecuacion (2) se conoce 
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como la ecuacion telegrafica. Es posible demostrar que, bajo ciertas suposiciones, la 
corriente i(x, t) y el voltaje v(x, t) presentes en la lfnea satisfacen dos ecuaciones dife- 
renciales parciales identicas a (2) (o a (15)). La ecuacion de onda (2) aparece tambien 
en la mecanica de fluidos, en la acustica y en la elasticidad. La ecuacion de Laplace (3) 
se puede observar en la determination del desplazamiento estatico de membranas. 


EJERCICIOS 11.2 Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-25. 


En los problemas del 1 al 6, una varilla de longitud L coincide 
con el intervalo [0, L\ en el eje x. Establezca el problema de 
valores en la frontera para la temperatura n(x, t). 

1. El extremo izquierdo se mantiene a una temperatura de 
cero y el derecho esta aislado. En todo el proceso, la 
temperatura inicial es f(x). 

2. El extremo izquierdo se mantiene a una temperatura u 0 , 
y el derecho tiene la temperatura u x . La temperatura ini¬ 
cial es de cero en todo el proceso. 

3. El extremo izquierdo se mantiene a una temperatura de 
100°, y se presenta transferencia de calor desde el extremo 
derecho hacia el medio circundante que tiene temperatura 
de cero. En todo el proceso, la temperatura inicial es f(x). 

4. Hay transferencia de calor desde el extremo izquierdo 
hacia el medio circundante, que tiene temperatura de 
20°, y el extremo derecho esta aislado. En todo el proce¬ 
so, la temperatura inicial es /(x). 

5. El extremo izquierdo esta a una temperatura de sen( 777 / 
L), el extremo derecho se mantiene en cero, y existe 
transferencia de calor desde la superficie lateral de la 
varilla hacia el medio circundante, que se mantiene a 
temperatura de cero. En todo el proceso, la temperatura 
inicial es /(x). 

6. Los extremos se encuentran aislados y existe transferen¬ 
cia de calor desde la superficie lateral de la varilla hacia el 
medio circundante que se mantiene a temperatura de 50°. 
En todo el proceso, la temperatura inicial es de 100°. 

En los problemas del 7 al 10, una cuerda de longitud L coincide 
con el intervalo [0, L\ sobre el eje x. Establezca el problema de 
valores en la frontera para el desplazamiento u(x, t). 


7. Los extremos estan anclados al eje x. La cuerda se libera a 
partir del reposo desde el desplazamiento inicial x(L — x). 

8. Los extremos estan anclados al eje x. Al inicio la cuer¬ 
da no se ha desplazado, pero tiene velocidad inicial de 
sen(7 tx/L). 

9. El extremo izquierdo esta asegurado al eje x, sin embar¬ 
go, el derecho se mueve transversalmente de acuerdo 
con sen tti. La cuerda se libera a partir del reposo desde 
el desplazamiento inicial/(x). Para t > 0, las vibraciones 
transversales son amortiguadas con una fuerza propor¬ 
tional a la velocidad instantanea. 

10. Los extremos estan anclados al eje x, y la cuerda se en- 
cuentra inicialmente en reposo sobre este eje. Una fuerza 
vertical externa proportional a la distancia horizontal a 
partir del extremo izquierdo actua sobre la cuerda en t > 0. 

En los ejercicios 11 y 12, establezca el problema de valores en 
la frontera para la temperatura constante u(x, y). 

11. Una placa delgada rectangular coincide en el piano xy 
con la region definida por 0 s x < 4, 0 s j < 2. El 
extremo izquierdo y la parte inferior de la placa estan 
aislados. La parte superior de la placa se mantiene a 
temperatura cero y su extremo derecho tiene temperatu¬ 
ra constante/(y). 

12. Una placa semiinfinita coincide con la region definida 
por 0 < x < 77, y > 0. El extremo izquierdo se mantiene 
a una temperatura de e y , y el derecho tiene temperatura 
constante de 100° para 0<ys 1 y temperatura de cero 
para y > 1. La parte inferior de la placa se mantiene a 
temperatura/(x). 


11.3 La ecuacion de calor 


I Introduction Considere una varilla delgada de longitud L con temperatura inicial 
/(x) en toda ella y cuyos extremos se mantienen a una temperatura de cero en todo 
tiempo t > 0. Si la varilla ilustrada en la figura 11.5 satisface los supuestos de la pagina 

533, entonces su temperatura m(x, t) se determina mediante el problema de valores en la 
frontera 


u = 0 

t 


u = 0 


d I 2 u du 

k—r = 
dx 2 dt 

Ll( 0, t ) = 0, 

0 < x < L, 

t > 0 

(1) 

Figura 11.5 Encontrar la 
temperatura u presente en una 
varilla finita 

o, 

t > 0 

(2) 


«(x, 0) =/(x), 

0 < x < L. 


(3) 
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En el analisis que se realizara a continuacion, demostraremos como resolver estos pro- 
blemas de valores en la frontera utilizando el metodo de separacion de variables que se 
presento en la seccion 11.1. 


■ Solucion del problema de valores en la frontera Se utiliza el producto u(x, t) = 
X(x)T(t), y —A como la constante de separacion para llegar a 


y 


x" r 

— — — — —A 

(4) 

X kT 

X" + AX = 0 

(5) 

T + kXT = 0. 

(6) 


Ahora las condiciones de frontera dadas en (2) se convierten en u( 0, t) = X(())T(t) = 0 
y n(L, t) = X(L)T(t) = 0. Puesto que las ultimas igualdades deben ser validas para todo 
tiempo t, debemos tener X(0) = 0 y X(L) = 0. Estas condiciones de frontera homoge- 
neas, junto con la ecuacion diferencial ordinaria homogenea (5), constituyen un proble¬ 
ma habitual de Sturm-Liouville: 

X" + AX = 0, X(0) = 0, X(L) = 0. (7) 

La solucion a este problema de valores en la frontera se estudio en el ejemplo 2 de la sec¬ 
cion 3.9 y en las paginas 512 y 513 de la seccion 10.5. En ese ejemplo consideramos tres 
posibles casos para el parametro A: cero, negativo y positivo. Las soluciones generales 
correspondientes de las ecuaciones diferenciales son 

X(x) = Ci + c 2 x, A = 0 (8) 

X(x) = Ci cosh ax + c 2 senhax, A = —a 2 < 0 (9) 

X(x) = C[ cos ax + c 2 sen ax A = a 2 > 0. (10) 

Recuerde que al aplicar las condiciones de frontera X(0) = 0 y X(L) = 0 a las ecuaciones 

(8) y (9), estas soluciones nos dan solamente X(x) = 0, por ello nos quedamos con el re- 
sultado u = 0. Aplicando la primera condicion de frontera X(0) = 0 a la solucion dada en 
(10), obtenemos c, = 0. Por lo tanto, X(x) = c 2 sen ax. La segunda condicion de frontera 
X(L) = 0 implica ahora 

X(L) = c 2 sen a L = 0. (11) 

Si c 2 = 0, entonces X = 0, por lo que u = 0. Sin embargo, la ecuacion (11) puede satis- 
facerse para c 2 =£ 0 cuando sen aL = 0. Esta ultima ecuacion implica que aL = rrn o 
a = mrlL, donde n = 1, 2, 3, .... , En consecuencia, (7) tiene soluciones no triviales 
cuando A„ = a 2 = irrrlL 1 . n = 1, 2, 3,... ,. Los valores A„ y las soluciones correspon¬ 
dientes 


X(x) = c 2 sen -j- x, n= 1,2,3, ... (12) 

son los valores propios y las funciones propias, respectivamente, del problema plan- 
teado en (7). 

La solucion general de (6) es T = c 3 e~ k ^ n 71 ^, por lo que 

u n = X(x)T(t) = A n e~ k ^‘^^‘ sen ~j~x, (13) 

donde hemos reemplazado la constante c 2 c 3 por A„. Los productos m„(x, t) dados en (13) sa- 
tisfacen la ecuacion diferencial parcial (1) tanto como las condiciones de frontera (2) para 
cada valor del entero positivo n. Sin embargo, con la fmalidad de que las funciones de (13) 
satisfagan la condicion inicial (3), podrfamos seleccionar el coeficiente A„ de tal manera que 

mr 

u n (,x, 0) = fix ) = A„ sen —x. (14) 
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En general, no esperarfamos que la condition (14) quedara satisfecha mediante una 
selection arbitraria, pero razonable, de /. Por lo tanto, estamos obligados a admitir que 
«„(x, t) no es una solution del problema dado en (1), (2) y (3). Ahora, mediante el prin- 
cipio de superposition, la funcion 

OO 00 H IT 

u(x,t)= ^u n = 2 A » e - k{ " V,Ll) ' sen —x (15) 

n = 1 n = 1 *- 


tambien debe satisfacer, aunque formalmente, la ecuacion (1) y las condiciones dadas en 
(2). Si sustituimos t = 0 en (15), entonces 


/ \ / \ v ^ fill 

u{x, 0) = f(x) = 2 j A n sen — x. 

n= 1 L 


Se puede reconocer que esta ultima expresion es la expansion de medio intervalo de / 
en una serie seno. Si hacemos la identification A„ = b n , n = 1, 2, 3, ..., a partir de la 
ecuacion (5) dada en la section 10.3 se deduce que, 


A 


n 



TUT 

sen — x dx. 
L 


(16) 


Concluimos que una solution al problema de valores en la frontera descrito en (1), (2) y 


(3) esta dada por la serie infinita 

, „ 2 ^ 2 ,/ [ L , , rnr \ ,, 2 2 /, 22 , mr 

w(x, t) = — 2 ( /(x) sen — x dx Je k ( nv / L )' sen — 

^ J n=lVJ 0 L J L 

Para el caso especial en que la temperatura initial es u(x, 0) = 100, L 
lector debe comprobar que los coeficientes de (16) esten dados por 

i -(-ir 

n 



y que la serie (17) sea 


u 



a) u(x, t ) graficada como una 
funcion de x para 
diversos tiempos especificos 


u{x, t) 


200 . 


1 -(- 1 )" 


(18) 


■ Uso de la computadora La solution u encontrada para (18) es una funcion de dos 
variables y, como tal, en el espacio tridimensional su grafica es una superficie. Pudimos 
haber utilizado la aplicacion grafica 3D de un sistema algebraico de computo para 
aproximar esta superficie mediante la grafrcacion de las sumas parciales S„(x, t ) sobre 
una region rectangular definida por 0Sjt<t, 0<?<7iDe manera altema, con ayuda 
de la aplicacion grafica 2D de un CAS, graficamos la solution u(x, t) en el intervalo x [0, 
7 r] para valores incrementales de tiempo t. Observe la figura 11.6 a). En la figura 11.6/;), 
la solution u(x, t) se grafica en el intervalo t [0, 6] para valores incrementales de x (x = 0 
es el extremo izquierdo y x = tt/2 es el punto medio de la varilla de longitud L = 77 ). 
Ambos conjuntos de graficas confirman lo que es evidente en (18), a saber: u(x, t) —> 0 
a medida que t —> 00 . 


U 



b) u(x, t) graficada como una 
funcion de t para 
diversos tiempos especificos 


Figura 11.6 Graficas obtenidas 
mediante sumas parciales de (18) 


EJERCICIOS 11.3 Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-25. 


En los problemas 1 y 2, resuelva la ecuacion de calor (1) sujeta 
a las condiciones dadas. Suponga una varilla de longitud L. 


1. m(0, t) = 0, u(L, t) = 0 



0 < x < L/2 
L/ 2 < x < L 


2. w(0, t) = 0, u(L, t) = 0 


u(x, 0) = x(L — x) 


3. Encuentre la temperatura u{x, t) de una varilla de longi¬ 
tud L si la temperatura initial es/(x) en toda su longitud 
y los extremos x = 0 y x = L estan aislados. 


4. Resuelva el problema 3 si L = 2 y 



0 < x < 1 
1 < x < 2. 


5. Suponga que se libera calor desde la superficie lateral de 
una varilla delgada de longitud L hacia el medio circun- 
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dante que tiene temperatura de cero. Si aplicamos la ley 
lineal de transferencia de calor, entonces la ecuacion de 
calor toma la forma 

d 2 u dll 

k —r — hu = —, 0 < x < L, t > 0, 

dx 2 dt 

donde h es una constante. Determine la temperatura u(x, t) 
si la temperatura inicial es f(x) y los extremos x = 0 y x 
= L estan aislados. Vea la figura 11.7. 


aislado 



0° aislado 


i-i—i -' -t- -- 


0 ° 


transferencia de calor 
desde la superfrcie 
lateral de la varilla 


Tareas para el laboratorio de computo 

7. a) Resuelva la ecuacion de calor (1) sujeta a, 
n(0, t ) = 0, w(100, t) = 0, t > 0 

. . [0.8x, 0 < a < 50 

v ’ 10.8(100 ~ x), 50 < a < 100. 

b) Utilice la aplicacion grafica 3D de su CAS para 
graficar la suma parcial S 5 (x, t) que consiste en los 
primeros cinco terminos diferentes de cero de la so¬ 
lution dada en el inciso a) para 0 < x < 100, 0 ^ 
t < 200. Suponga que k = 1.6352. Trate con dife¬ 
rentes perspectivas de vistas tridimensionales de la 
superficie (en Mathematical , es la option llamada 
ViewPoint). 

Problemas de analisis 


Figura 11.7 Varilla deL probLema 5 

6. Resuelva el problema 5 si los extremos x = 0 y x = L se 
mantienen a una temperatura de cero. 


8. En la figura 11.6 b) se tienen las graficas de u{x, t ) en el 
intervalo 0si<6 para x = 0, a = ir/12, x = tt/6, x = 
tt/4 y a = ir/2. Describa o bosqueje las graficas de u(x, t) 
en el mismo intervalo pero para los valores a = 3ir/4, a 
= 577/6, a = 1177/12 y a = 77 . 


11.4 La ecuacion de onda 


■ Introduction Ahora estamos en una position favorable para resolver el problema 
de valores en la frontera (11) analizado en la section 11.2. El desplazamiento vertical 
u(x, t ) de una cuerda de longitud L que se encuentra vibrando libremente en el piano 
vertical ilustrado en la figura 11.2a) esta determinado por 


a 2 = 7TT, 

dx dt 

0 < A < L, 

f > 0 

(1) 

3 

11 

0 

, 

t > 0 

(2) 

p> 

ll 

p. 

du 

dt 

= <?0)> 

t = 0 

0 < A < L. 

(3) 


■ Solution del problema de valores en la frontera Con la suposicion comun de 
que u( a, t) = X(x)T(t), mediante la separation de variables en (1) obtenemos 


X 


a 2 T 


-A 


por lo que X" + AX = 0 (4) 

T" + a 2 XT = 0. (5) 

Tal como en la section 11.3, las condiciones de frontera (2) se traducen en X(0) = 0 y 
X(L) = 0. La ecuacion diferencial ordinaria dada en (4) junto con estas condiciones de 
frontera forman el problema habitual de Sturm-Liouville 

X" + AX = 0, X(0) = 0, X(L) = 0. (6) 

De las tres posibilidades usuales del parametro A:A =0, A = — a 2 < 0 y A = a 2 > 0, 
solamente la ultima nos lleva a soluciones no triviales. La solution general de (4), co- 
rrespondiente a A = a 2 , a > 0, es 

X = cq cos 00 c + c 2 sen ax. 
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X(0) = OyX(L) = 0 indican que tq = 0 y c 2 sen aL = 0. La ultima ecuacion implica de nuevo 
que aL = mr o a = mr/L. Los valores propios y las correspondientes funciones propias 

r> n YITT 

de (6) son A„ = nir/L y X(x) = c 2 sen-j-x, n = 1, 2, 3,... .La solucion general de la 
ecuacion de segundo orden (5) es entonces 

mra mra 

T\t) = c 3 cos t + c 4 sen t. 


A1 volver a escribir c 2 c 3 como A„ y c 2 c 4 como 5„, las soluciones que satisfacen tanto a la 
ecuacion de onda (1) como a las condiciones de frontera (2) son 


u„ = A„ cos ■ 


■ t + B„ sen - 


mra 


t sen - 


Kx 0=2 A n cos " 


— x. 


L 


L 


(7) 

( 8 ) 


En (8) se fija el valor t = 0 y utilizando la condition inicial u(x, 0) = fix) obtenemos 

fJTT 

u(x, 0) = f(x) = ^ A n Sen - X - 

n= 1 L 

Puesto que la ultima serie es un desarrollo de medio intervalo de/en una serie seno, 
podemos escribir A„ = b n : 

- rL 

, , I'llT /r\\ 

f(x) sen — x dx. (9) 

Para determinar B n , diferenciamos (8) respecto ary, despues, fijamos el valor t = 0: 


du 


XI- 2 


at 

du 

dt 


mra mra 


sen 


L 


t + B„ 


mra mra 


L 


t sen- 


. , , mra \ mr 

= 8 M = 21 B "~ J sen ~^ x - 


Con la finalidad de que esta ultima serie sea el desarrollo en serie de senos de medio 
intervalo de la velocidad inicial g presente en el intervalo, el coeficiente total B n mra/L 
debe estar dado mediante la forma b„ en la expresion (5) de la seccion 10.3, esto es: 


B„ 


mra 2 


L L 

J i 


riTT 

g(x) sen —j~ ,r dx 


a partir de la cual obtenemos 


B„ = 


mr 

g{x) sen — .v dx 


( 10 ) 


La solucion del problema de valores en la frontera de la ecuacion (1) a la (3) consta 
de la serie (8) con los coeficientes A n y B n defmidos en las ecuaciones (9) y (10), respec- 
tivamente. 

Podemos observar que, en el momenta que se libera la cuerda a partir del reposo, en¬ 
tonces g(x) = 0 para toda x en el intervalo 0 < v < L y, en consecuencia, B„ = 0. 


■ Cuerda pulsada Un caso especial del problema de valores en la frontera planteado en 
(1), (2) y (3) es un rnodelo de cuerda pulsada. Podemos observar el movimiento de la cuer¬ 
da graftcando la solucion o el desplazamiento u(x, t) para valores incrementales de tiempo 
t y utilizando la herramienta de animacion que proporciona un CAS. En la ftgura 11.8 se 
proporcionan algunos de los cuadros de una peh'cula generados de esta forma. Se le pide al 
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e)t = 1.6 f)t= 1.9 

Figura 11.8 Cuadros de una peb'cula de cuerda pulsada 


lector emular los resultados que se proporcionan en la figura mediante la graficacion de una 
secuencia de sumas parciales de (8). Consulte los problemas 7 y 21 en los ejercicios 11.4. 


I Ondas estadonarias De la deduccion de la ecuacion de onda examinada en la sec- 
cion 11.2, recuerde que la constante a mostrada en la solucion del problema de valores en la 

frontera en (1), (2) y (3) esta dada por \/ T/p, donde p es masa por unidad de longitud 
y T es la magnitud de la tension en la cuerda. Cuando T es lo suficientemente grande, la 
cuerda vibratoria genera un sonido musical como resultado de las ondas permanentes. La 
solucion (5) es una superposicion de las soluciones producto llamadas ondas estadona¬ 
rias o modos normales: 


u(x, t) = u^x, t) + u 2 (x, t) + u 3 (x, ?) + •••. 


En vista de (6) y (7) de la seccion 3.8, las soluciones producto (4) pueden escribirse 
como 


u„(x, t) = C„ sen| 


IITTCI 

L 



sen 


HIT 

— x, 

L 


( 11 ) 


donde C n = VA,^ + y <t>„ se definen como sen 4>„ = AJC n y cos <fi n = B n IC„. Para 
n = 1, 2, 3, ... las ondas estadonarias son, en esencia, las graficas de sen (mrx/L), con 
una amplitud variable en el tiempo dada por 


C n sen 




De manera altema, en (11) podemos observar que en un valor fijo de x, cada funcion 
producto u n (x ., t) representa el movimiento armonico simple de amplitud C„|sen(H7TJt/L)| 
y frecuencia/,, = na/2L. En otras palabras, en una onda estacionaria, cada punto vibra 
con distinta amplitud pero a la misma frecuencia. Cuando n = 1, 


Ui(x, t) = Ci sen| 


7 TCI 

L 



7 T 

sen — x 
L 
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es llamada primera onda estacionaria, primer modo normal o modo fundamental 
de vibracion. Las primeras tres ondas estacionarias, o modos normales, se muestran 
en la figura 11.9. Las lrneas discontinuas representan las ondas estacionarias en diver- 
sos puntos en el tiempo. Los puntos en el intervalo (0, L), para los cuales sen (mr/L)x 
= 0, corresponden a los puntos localizados en una onda estacionaria donde no existe 
movimiento. A estos puntos se les llama nodos. Por ejemplo, en las figuras 11.9£>) y c), 
podemos observar que la segunda onda estacionaria tiene un nodo en LI 2 y la tercera 
tiene dos nodos, en LI 3 y 2L/3. En general, el n-esimo modo normal de vibracion tiene 
n — 1 nodos. 

La frecuencia 

a _ i Ft 

^ ~ 2L ~ 2L\I p 

del primer modo normal se llama frecuencia fundamental, o primer armonico, y esta 
relacionado directamente con el tono generado por un instrumento de cuerdas. Es evi- 
dente que conforme la tension sobre la cuerda sea mayor, el tono del sonido lo sera tam- 
bien. Las frecuencias /„ de los demas modos normales, los cuales son multiplos enteros 
de la frecuencia fundamental, se llaman sobretonos. El segundo armonico es el primer 
sobretono, y asi sucesivamente. 



a) Primera onda estacionaria 


nodo 



b) Segunda onda estacionaria 


x 

3 3 

c) Tercera onda estacionaria 

Figura 11.9 Primeras tres ondas 
estacionarias 



EJERCICIOS 11.4 Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-25. 


En los problemas del 1 al 8, resuelva la ecuacion de onda (1) 
sujeta a las condiciones dadas. 


1. u{ 0, 0 = 0, u(L, t) = 0 


i(x, 0) = \ x(L — x). 


du 

dt 


= 0 


2. u{ 0, t) = 0, u(L, ?) = 0 

= x(L — x) 


, , du 

u(x , 0) = 0, — 
dt 


3. m(0, t) = 0, u(L, ?) = 0 

du 

u(x, 0) =/(*),/mostrada en la figura 11.10, — 

dt 

fix) 

1 


= 0 


,znv 


LI 3 2L/3 L 

Figura 11.10 Desplazamiento para el problema 3 
4. u( 0, t) = 0, u(tt, t) = 0 


i , , du 

U(x, 0 ) = I x(TT- - x 2 ), — 
at 

5. u( 0, t) = 0, u(tt, t) = 0 


= 0 


«(x, 0) = 0, — 
dt 


= senx 


6. m( 0, t) = 0, m(1, t) = 0 

du 

u(x, 0) = 0.01 sen 377x, — 
dt 


= 0 


7. w(0, t) = 0, u(L, t) = 0 
2 hx 

u(x, 0) = 


g du 
dx 


0 < x < Lj 2 


2h\ 1 - - ], L/2 < x < L, 


dll 

dt 


= 0 


du 

= 0, — 
x=0 d X 

du 

u(x, 0) = X, - 

v ' dt 


= 0 


= 0 


Este problema podrfa describir el desplazamiento longitudinal 
m(x, 0 de una barra elastica vibratoria. Las condiciones de fron- 
tera enx = 0yx = Lse llaman condiciones de extremo libre. 
Yea la figura 11.11. 


|-►] u(x, t) 




En, 


—i i i i-r 

_J—L-LJ_u 


0 L 

Figura 11.11 Barra elastica del problema 8 

9. Una cuerda estirada esta anclada en el eje x en x = 0 y 
x = 77 en t > 0. Si las vibraciones transversales tienen 
lugar en un medio que ejerce una resistencia proporcio- 
nal a la velocidad instantanea, entonces la ecuacion de 
onda toma la forma 


d 2 u 

dx 2 


d 2 u 

dt 


+ 2 (3 


du 
dt ’ 


0 < /3 < 1, 1 > 0. 


Encuentre el desplazamiento «(x, t ) si la cuerda parte del 
reposo desde el desplazamiento inicial/(x). 
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10. Demuestre que una solution al problema de valores en 
la frontera 

d 2 u d 2 u 

- 7 = —7 + U, 0 < x < IT, t > 0 

dx 2 dt 2 

u( 0 , t) = 0 , u(tt, t) = 0 , t > 0 

f x, 0 < x < 7 t /2 


u(x, 0) = 


du 

dt 


,tt — x, tt/2 < X < TT 
= 0, 0 < X < 77 


es 


u(x, t) 


(-1 )* 


; 2 ~- ' sen 


(2k - 1)7 cos V(2k - l) 2 + it. 


^^i(2k- l) 2 

11. Considere el problema de valores en la frontera dado en 
(1), (2) y (3) de esta section. Si g(x) = 0 en 0 <x<L, de¬ 
muestre que la solution al problema puede escribirse como 

1 

u(x, t) = — [fix + at) + fix — at)]. 

[,Sugerencia: Utilice la identidad 

2 sen cos 0 2 = sen( 0 , + 0 2 ) + sen( 0 ! — 0 2 ).] 

12. El desplazamiento vertical n(x, t) de una cuerda infmita- 
mente larga se determina por el problema de valor inicial 


d 2 ll 


d 2 u 


a - —r = — 7 , —oo < x < oo, t > 0 
dx 2 dt 2 


u(x, 0) = f(x). 


du 

dt 


= 8{x). 


( 12 ) 


Este problema puede resolverse sin separar variables. 

a) Demuestre que la ecuacion de onda puede expresar- 
se en la forma d 2 u/dr\di; = 0 mediante las sustitu- 
ciones £ = x + at y r\ = x — at. 

b) Integre la ecuacion diferencial partial de la parte a), 
primero respecto a 77 y despues respecto a i, para 
demostrar que w(x, t) = Fix + at) + G(x — at), 
donde F y G son funciones arbitrarias diferencia- 
bles dos veces, es una solution de la ecuacion de 
onda. Utilice esta solution y las condiciones initia¬ 
tes dadas para demostrar que 


F (x) = \f{x) + ^ j 

G(x) = \f(x) - - 1 - 
2 la) 


g(j) ds + c 


g(s) ds - c, 


donde x 0 es arbitraria y c es una constante de integra¬ 
tion. 


c) Utilice los resultados del inciso b) para demostrar que 

x + at 

gU) ds. (13) 


1 1 

m(x, t) = — [fix + at) + fix — at)] - 

2 2 a . 


Observe que cuando la velocidad inicial g(x) = 0 
obtenemos 

1 

i/(x, t) = — [fix + at) + fix — at)], —00 < x < 00 . 

La ultima solution puede interpretarse como una 
superposition de dos ondas viajeras, una movien- 


dose hacia la derecha (esto es, |/(x — at)) y la otra 
moviendose hacia la izquierda (|/(x + at)). Ambas 
ondas tienen velocidad a y la misma forma basica 
que el desplazamiento inicial /(x). La forma de m(x, t) 
dada en (13) se llama solution de d'Alembert. 


En los ejercicios del 13 al 15, utilice la solution de d'Alembert 
(13) para resolver el problema de valor inicial del problema 12 
sujeto a las condiciones iniciales dadas. 


13. fix) = senx, g(x) = 1 

14. fix) = sen x, g(x) = cos x 


15. fix) = 0 , g(x) = sen 2 x 

16. Suponga/(x) = 1/(1 + x 2 ), g(x) = 0 y a = 1 para el 
problema de valor inicial planteado en el problema 12 . 
Grafique la solution de d'Alembert, en este caso en 1 = 0, 
t = 1 y t = 3. 


17. El desplazamiento transversal «(x, t) de una barra vibra- 
toria de longitud L se determina a partir de la ecuacion 
diferencial partial de cuarto orden 


a 


2 


d 4 u d 2 u 
dx A dt 2 


= 0, 0 < x < L, t > 0. 


Si la barra esta simplemente apoyada, como ilustra la 
figura 11 . 12 , las condiciones de frontera e iniciales son 


m(0, t) = 0, u(L, t) = 0, t > 0 


d 2 u 


d 2 lt 

dx 2 

= 0, 

— 

x=0 

dx 2 

u(x. 

0 ) = /(x), 

du 

dt 


= 0, t > 0 
= g(x), 0 < x < L. 


Despeje m(x, t). [Sugerencia: Por comodidad, utilice 
A = a 4 cuando separe las variables.] 



Figura 11.12 Barra simplemente apoyada del problema 17 


Tareas para el laboratorio de computo 

18. Si los extremos de la barra del problema 17 se encuen- 
tran incrustados en x = 0 y x = L, las condiciones de 
frontera se convierten en, para t > 0 , 

m(0, t) = 0, u(L, t) = 0 

du du 

— = 0, — 
dx x=0 dx 

a) Demuestre que los valores propios del problema son 
A = x 2 /L 2 donde x„, n = 1, 2, 3, ..., son las rafces 
positivas de la ecuacion cosh x cos x = 1 . 


= 0. 

x = L 
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b) Muestre graficamente que la ecuacion del inciso a) 
tiene una cantidad infinita de rafces. 

c) Utilice un CAS para encontrar las aproximaciones 
de los primeros cuatro valores propios. Use cuatro 
cifras decimales. 


19. El modelo para una cuerda infinitamente larga que se 
sujeta inicialmente en los tres puntos ( — 1, 0), (1, 0), 
y (0, 1) y despues se libera simultaneamente en dichos 
puntos en el tiempo t = 0, esta dado por (12) con 



W - 1 
M > 1 


y g{x) = o. 


a) Grafique la posicion inicial de la cuerda en el inter- 
valo [—6, 6]. 

b ) Utilice un CAS para graficar la solucion de 
d'Alembert (13) en [—6, 6] para t = 0.2 k, k = 0,1, 
2,..., 25. Suponga que a = 1. 

c) Utilice la herramienta de animacion de su sistema 
algebraico por computadora para realizar un video 
de la solucion. Describa el movimiento de la cuerda 
en el tiempo. 


20. Una cuerda infinitamente larga que coincide con el eje 
x es golpeada en el origen con un martillo cuya cabeza 
mide 0.2 pulgadas de diametro. El modelo del movi¬ 


miento de la cuerda puede expresarse mediante la ecua¬ 
cion (12) donde 


f{x) =0 y 



|x[ < 0.1 

\x\ > 0.1. 


a) Utilice un CAS para graficar la solucion de 
d'Alembert (13) en [—6, 6] para t = 0.2 k, k = 0,1, 
2,..., 25. Suponga que a = 1. 


b ) Utilice la herramienta de animacion de su sistema 
algebraico por computadora para realizar un video 
de la solucion. Describa el movimiento de la cuerda 
en el tiempo. 


21. El modelo de la cuerda vibratoria del problema 7 se 
llama cuerda pulsada. La cuerda esta unida al eje x en 
x = 0 y x = L, yse mantiene en x = LI 2 a h unidades por 
encima del eje x. Observe la figura 11.4. Comenzando 
en t = 0, la cuerda se libera desde el reposo. 


a) Utilice un CAS para graficar la suma parcial S 6 (x, t), 
esto es, los primeros seis terminos diferentes de cero 
de su solucion, para t = Q.\k, k = 0, 1, 2, ..., 20. 
Suponga que a = \,h = \ y L = tt. 

b) Utilice la herramienta de animacion de su sistema 
algebraico por computadora para realizar un video 
de la solucion del problema 7. 


La ecuacion de Laplace 


ILI Introduccion Suponga que deseamos encontrar la temperatura de estado estable 
u(x, y) en una placa rectangular cuyas orillas verticales x = 0 y x = a se encuentran aisla- 
das, mientras las orillas superior e inferior y = b y y = 0 se mantienen a tempcraturas/Oc) 
y 0, respectivamente. Consulte la figura 11.13. Cuando no escapa calor desde las superfi¬ 
cies laterales de la placa, resolvemos el siguiente problema de valores en la frontera: 


aislado 




u = 0 


d u 

dx 2 

3 u 

-1 - 7 = 0 , 0 < x < a, 

dyr 

0 <y <b 

(1) 

Figura 11.13 

temperatura u 

Calculo de la 
en una placa 

du 

dx 

du 

= 0 , 

.v=o dx 

= 0 , 

0 <y <b 

(2) 

rectangular 


3 

ii 

S' 

k 

o 

II 

o 

0 < x < a. 

(3) 




■ Solucion del problema de valores en la frontera Con u(x, y ) = X(x)Y(y), la sepa¬ 
ration de variables en (1) conduce a 


r_ 

X 



-A 


+ AX = 0 

(4) 

1 

>• 

II 

o 

(5) 


En (2) y (3), las tres condiciones de frontera homogeneas se traducen en X'(0) = 0, 
X'(a) = 0 y Y(0) = 0. El problema de Sturm-Liouville asociado con la ecuacion (4) es 
entonces 


X" + AX = 0, X'(0) = 0 ,X'(a) = 0. 


( 6 ) 


11.5 La ecuacion de Laplace 
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4 Por que funciones 
hiperbolicas? ConsuLte 
la pagina 512. 


El analisis de los casos correspondientes a A = 0, A = — a 1 < 0 y A = a 2 > 0, donde a > 
0, ya se llevo a cabo en el ejemplo 1 de la section 10.5. Por comodidad, a continuation 
presentamos una version sintetizada de dicho analisis. 

Para A = 0, (6) se convierte en 

X" = 0, X'(0) = 0, X'(a) = 0. 

La solution de la ecuacion diferencial ordinaria es X = c 1 + c 2 x. La condition de fron- 
tera A"(0) = 0 entonces, implica que c 2 = 0, por lo que X = c,. Observe que para cual- 
quier c b esta solution constante satisface la segunda condition de frontera X'(a) = 0. 
Haciendo que c 3 d= 0, X = C[ es una solucion no trivial del problema de valores en la 
frontera (6). Para A = —a 2 < 0, (6) no tiene una solucion no trivial. Para A = or > 0, (6) 
se convierte en 

X" + orX = 0, X! (0) = 0, X'(a) = 0. 

A1 aplicar la condition de frontera ^'(0) = 0, la solucion X = c 1 cos ax + c 2 sen ax 
implica que c 2 = 0, por lo que X = c, cos ax. La segunda condition de frontera X'(a) 
= 0 aplicada a esta ultima expresion nos da entonces — cqa sen aa = 0. Debido a que 
a > 0, la ultima ecuacion se satisface cuando aa = mr o a = mr/a, n = 1, 2, ... Los 
valores propios de (6) son entonces A 0 y A„ = a 2 = n 2 Tr 2 /a 2 , n = 1,2, ... Por la corres- 
pondiente A 0 = 0 con n = 0, las funciones propias de (6) son 


X = Ci, n = 0 y X = cos — x, n = 1,2, .... 

Ahora debemos resolver la ecuacion (5) sujeta a la unica condition de frontera ho- 
mogenea y(0) = 0. Primero, para A 0 = 0, la ecuacion diferencial en (5) es simplemente 
Y" = 0 y, por lo tanto, su solucion es Y = c 3 + c 4 y. Sin embargo, 7(0) = 0 implica que c 3 = 

0, en consecuencia, Y = c 4 y. Segundo, para A„ = irrrla 2 , la ecuacion diferencial en (5) es 

^ 2 

mr 

Y - —Y = 0. Como 0 < v < b es un intervalo finito, escribimos la solucion general en 

a~ 

terminos de las funciones hiperbolicas: 

Y = c 3 cosh(mry/a) + c 4 senh(ni7T/fl). 

A partir de esta solucion podemos observar que 7(0) = 0 de nuevo implica c 3 = 0, en 
consecuencia 7 = c 4 senh(H7ry/a). 

Las soluciones producto u n = X(x)Y(y) que satisfacen la ecuacion de Laplace (1) y las 
tres condiciones de frontera homogeneas dadas en (2) y (3) son 

mr mr 

A n y, n = 0, y A„ senh — y cos— x, n = 1. 2. .... 

a a 

donde hemos escrito nuevamente c,c 4 como A 0 para n = 0 y como A„ para n = 1,2,.... 
El principio de superposition da otro resultado 


~~ fl'jT flTT 

u(x, y) = A 0 y + ^ sen h — y cos — x. 


(7) 


Por ultimo, sustituyendo y = b en (7) observamos que 


i{x, b) = f{x) = A 0 b + 2) I A„ senh 


— b Icos — x, 
a a 


es el desarrollo de semiintervalo de/en una serie coseno de Fourier. Si establecemos las 
identificaciones A 0 b = a^2 y A„ senh (mrb/a) = a n , n = 1,2,..., a partir de (2) y (3) de 
la section 10.3 es posible deducir que 


2 A 0 b 




2 

a 


f{x) dx 
■’o 


1 

ab 


f{x) dx 

^0 


(8) 
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y 


n7r 

A„ senh — b 
a 



mr 

cos — x dx 
a 


A 


n 


2 


HIT 

a senh — 


'a 

f{x) cos 


b 0 


a 


mr 

a 


x dx. 


(9) 


La solucion de los problemas de valores en la frontera (1), (2) y (3) consta de la serie 
dada en (7) con coeficientes A 0 y A„ defmidos en (8) y (9), respectivamente. 


■ Problema de irichlet Un problema de valores en la frontera en el que buscamos 
una solucion a una ecuacion diferencial parcial elfptica como la de Laplace V 2 m = 0 
dentro de la region R (en el piano o espacio tridimensional), tal que u tome valores pre- 
establecidos en toda la frontera de la region, recibe el nombre de problema de Dirichlet. 
En el problema 1 de los ejercicios 11.5 se le solicita al lector demostrar que la solucion 
del problema de Dirichlet para una region rectangular. 


es 

u(x, y) 


OO 


24 


d 2 U 

d 2 u 



- T + 

— = 0. 

O 

A 

< a. 

dx 2 

9/ 



«( 0, y) 

= o. 

u(a, y) 

= 0 

u(x, 0) 

= o. 

u(x. b) 

= /(*) 


mr mr 

senh — v sen — x donde A„ = 
a a 


0 < y < b 


2 

mrb 
a senh- 


a 


f(x) sen — x dx. 
■'o “ 


( 10 ) 


Para el caso especial en que/(x) = 100, a = 1, b = 1, los coeficientes A„ estan dados por 
1 -(-1)" 

A„ = 200-;-. Con ayuda de un CAS, la grafica de la superficie definida mediante 

mr senh mr 

u(x, y ) sobre la region R: 0Sj< l,0Sy< 1 esta dada en la figura 11.14a). Usted 
puede observar en esta figura que se satisfacen las condiciones de frontera; advierta es- 
pecialmente que a lo largo de y = 1, u = 100 para 0Sj< 1. Las isotermas, o curvas, 
en la region rectangular a lo largo de la cual la temperatura u(x, y) es constante, pueden 
obtenerse utilizando las herramientas de graficacion de contornos de un CAS y se ilustran 
en la figura 11.14£>). Las isotermas tambien pueden visualizarse como las curvas de inter¬ 
section (proyectadas en el piano xy) de los pianos horizontales u = 80, u = 60, etc., con 
la superficie de la figura 11.14a). Observe que en toda la region la temperatura maxima es 
u = 100 y se presenta en la portion de la frontera correspondiente a y = I. Esto no es co- 
incidencia. Existe un principio del maximo que establece que una solucion u de la ecua¬ 
cion de Laplace dentro de una region acotada R con frontera B (tal como un rectangulo, 
un circulo, una esfera, etc.) toma sus valores maximo y mmimo en B. Ademas, es posible 
demostrar que u puede no tener extremo relativo (maximo o mmimo) en el interior de R. 
Este ultimo argumento esta respaldado por la superficie ilustrada en la figura 11.14a). 


u(x. 


a) Superficie 



b) Isotermas 


Figura 11.14 La superficie es una 
grafica de sumas parciales cuando 
/(x) = 100 y a = b = 1 en la 
ecuacion (10) 


EL valor maximo de 
u se encuentra en la 
frontera de la region R. 

— 




M Principio de superposition El problema de Dirichlet para un rectangulo puede 
resolverse facilmente por separation de variables cuando las condiciones homogeneas 
de frontera estan especificadas en dos fronteras paralelas. Sin embargo, el metodo de 
separation de variables no se aplica al problema de Dirichlet cuando las condiciones 
de frontera son no homogeneas en los cuatro lados del rectangulo. Para salvar esta difi- 
cultad, dividimos el problema 


d 2 u 

d 2 u 



0 < y < b 


— = 0, 

O 

A 

* 

< a, 

dx 2 

dy 2 



u{ 0, y) 

= F(y ), 

«(a, y) 

= GOO, 

0 < y < b 

u(x, 0) 

= fix), 

u(x. b) 

= gix), 

0 < x < a 
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en dos problemas, cada uno de los cuales tiene condiciones de frontera homogeneas en 
fronteras paralelas, como se ilustra. 


Problema 1 

( ' 

d 2 Ui d 2 u l 

— rr H- — = 0, 0 < x < a, 0 < y < b 

dx dy 

u { (0, y) = 0, u x (a, y) = 0, 0 < y < b 

u x (x, 0) = f[x), u t (x, b ) = g(x), 0 < x < a 


( 

d 2 u 2 d 2 u-> 

-- H-- = I 

dx 2 dy 2 

m 2 (0, y) = F(y), 

u 2 (x, 0) = 0, 


Problema 2 

-A_ 

0 < x < a, 

u 2 {a,y) = G(y), 
u 2 (x, b) = 0, 


0 < y < b 

0 <y <b 
0 < x < a 


Suponga que u } y u 2 son las soluciones de los problemas 1 y 2, respectivamente. Si 
defmimos u(x, y) = u x (x, y) + u 2 (x, y), vemos que u satisface todas las condiciones de 
frontera del problema original (11). Por ejemplo: 

k(0, y) = u x { 0, y) + u 2 ( 0, y) = 0 + Fty) = F(y ) 
u(x, b ) = M|(x, b) + u 2 (x, b ) = g(x) + 0 = g(x) 

y asf sucesivamente. Ademas, por el teorema 11.1, u es una solucion de la ecuacion de 
Laplace. En otras palabras, hemos resuelto el problema original al resolver los proble¬ 
mas 1 y 2 y sumando sus soluciones. Esta propiedad aditiva de las soluciones se conoce 
como principio de superposicion. Yea la figura 11.15. 



Figura 11.15 La solucion u = solucion iq del problema 1 + solucion u 2 del problema 2 


Se deja al lector como ejercicio (consulte los problemas 13 y 14 de los ejercicios 
11.5) demostrar que una solucion al problema 1 es 


u\{x, y) = 


2 | 

n= 1 l 


nrr nir 

i — y + B n senh — y ^ sen —; 


mT 1 Y17T 

-x, 

a J a 


donde 


A„ = 


f(x) sen — x dx 


B„ = 


nir \a , 
senh — b 0 
a 


a 

“U 

a tiTT nrr . 

g(x) sen — x dx — A n cosh — b j. 


y que una solucion al problema 2 es 


. „ i nir nir \ nir 

V s A n cosh — x + B n senh — x > sen — v, 
1 b b J b 


donde 


2 

A " = ^ 
b 


nir 

F(y) sen- y dy 

b 


B„ = 


1 


nir \b 
senh — a v 0 
b 


nir nir . 

— a . 

b b 
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EJERCICIOS 11.5 Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-26. 


En los problemas del 1 al 10, resuelva la ecuacion de Laplace En los problemas 13 y 14, resuelva la ecuacion de Laplace (1) 
(1) para una placa rectangular sujeta a las condiciones de fron- para una placa rectangular sujeta a las condiciones de frontera 
tera que se proporcionan. que se proporcionan. 


1. u(0, y ) = 0, u(a, y) = 0 
uix, 0) = 0, u(x, b) = f(x ) 

2. u( 0, y) = 0, u(a, y) = 0 


3. 


4. 


5. 


6 . 


7. 

8 . 

9. 

10 . 


du 

dy y = 0 
u( 0, y) 
u(x, 0) 
du 
dx 
u(x, 0) 
m(0, y) 
du 


= 0, u{x, b ) = f{x) 

= 0, uia, y) = 0 
= fix), uQc, b) = 0 
du 

= 0 , — =0 

x = a 

= x, uix, b) = 0 
= 0, m( 1, y) — 1 — y 


dy 


y = 0 


du 

= 0 , — 
dy 


= 0 


y= 1 


du 

“(0, y) = giy), — 
dx 


= 0 


y = 0 


du 
dy 
du 
dx 
uix, 0) 
u(0, y) 
du 
dy 
w(0, y) 
uix, 0 ) 


= 0 , 


du 

dy 


= 0 


y = 0 


= w(0, y), u(i7, y) = 1 

= 0, uix, tt) = 0 
= 0, m( 1, y) = 0 

= u(x, 0), uix, 1) = fix) 

0, u{\,y) = 0 
100, uix, l) = 200 
du 

= lOy, — = -1 


w(0, y) 
uix, 0) = 0, uix, 1) = 0 


dx 


En los problemas 11 y 12, resuelva la ecuacion de Laplace (1) 
para la placa semiinfinita que se extiende en la direction positiva 
de y. En cada caso, suponga que uix, y) esta acotada en y —> oo. 


11 . 


12 . 


y 


u = 0 


u = 0 


0 f n 
u =f{x) 


aislada 




0 / 

u =f{x) 



K 


Figura 11.16 Placa Figura 11.17 PLaca 

semiinfinita para el problema 11 semiinfinita para el probLema 12 


13. ui 0, y) = 0, uia, y) = 0 
uix, 0) = fix), uix, b) = g(.r) 

14. «(0, y) = Fiy), uia, y) = Giy) 
uix, 0) = 0, uix, b) = 0 

En los problemas 15 y 16, utilice el principio de superposition 
para resolver la ecuacion de Laplace (1) para una placa cua- 
drada sujeta a las condiciones de frontera que se proporcionan. 

15. «(0, y) = 1, u(tt, y) = 1 
uix, 0) = 0, uix, 77) = 1 

16. w(0, y) = 0, ui2, y) = y(2 — y) 

. . , N f x, 0 < x < l 

u(x, 0) = 0, u(x, 2) = < 

L 2 — x, 1 < x < 2 

17. En el problema 16, ^cual es el valor maximo de la tem- 

peratura u para 0 s r < 2, 0 s y < 2? 

Tareas para el laboratorio de computo 

18. a) En el problema 1, suponga que a = b = tt y fix) = 

100x(77 — x). Sin utilizar el bosquejo de la solu¬ 
tion uix, y), a mano, ^como se veria la superficie 
sobre la region rectangular definida por 0 < x < tt, 
0 — y — 7r? 

b) ^Cual es el valor maximo de la temperatura u para 0 
<x<77, OSySir? 

c) Utilice la information del inciso a) para calcular los 
coeficientes de su respuesta al problema 1. Despues, 
mediante la aplicacion grafica 3D de su CAS, trace 
la suma parcial S 5 ix, y) consistente en los primeros 
cinco terminos de la solution encontrada en el inci¬ 
so a) para 0 < x < tt, 0 < y < tt. Emplee diferentes 
perspectivas y despues comparelas con el inciso a). 

19. a) Utilice la aplicacion grafica de contorno de su CAS 

para graficar las isotermas u = 170, 140, 110, 80, 
60, 30 para la solution del problema 9. Utilice la 
suma parcial S 5 ix, y) consistente en los primeros 
cinco terminos diferentes de cero de la solution. 

b) Mediante la aplicacion grafica de contorno de su 
CAS, grafique la suma parcial S 5 (x, y). 

20. Utilice la aplicacion grafica de contorno de su CAS para 
graficar las isotermas u = 2, 1, 0.5, 0.2, 0.1, 0.05, 0, 
—0.05 para la solution del problema 10. Emplee la 
suma parcial S 5 ix, y) que consiste en los primeros cinco 
terminos diferentes de cero de la solution. 
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Problemas de analisis 

21. Resuelva el problema de Newmann para un rectangulo: 


d 2 u 

d 2 u 









+ 

- = 

0, 

0 < x < a 

0 

< 

y 

< 

b 

dx 2 


dy 2 







du 


= o. 

du 

= 0, 0 






— 


— 

< X 

< 




dy 

y = 0 


dy 

y = b 






du 



du 

= g(y), 

x = a 






dx 

x = 0 

= 0, 

dx 

0 

< 

y 

< 

b 


Explique por que una condicion necesaria para que la 
solution u exista es que g satisfaga 
b 

g{y)dy = 0. 

Con frecuencia, a esto se le conoce como la condicion 
de compatibilidad. Investigue mas a fondo a este res- 
pecto y explique dicha condicion con fundamentos fisi- 
cos. 


11.6 Problemas de valores en la frontera ] 
no homogeneos 

■ Introduction Se dice que un problema de valores en la frontera es no homogeneo 
cuando la ecuacion diferencial parcial o las condiciones de frontera son no homogeneas. 
Por ejemplo, un problema caracterfstico de valores en la frontera no homogeneo de la 
ecuacion de calor es 

d 2 u , du 

k —, + F(x , t) = —, 0 < x < L, f > 0 
dx 2 dt 

u( 0, t) = u 0 (t), u(L, t) = iq(f), t > 0 (1) 

u(x, 0) = f(x), 0 < x < L. 


Podemos interpretar este problema como un modelo desarrollado para investigar la dis¬ 
tribution de temperatura u dentro de una varilla de longitud L cuando se esta generando 
calor internamente a velocidad F(x, /); la temperatura en los extremos de la varilla varfa 
respecto al tiempo t. El metodo de separation de variables puede no ser aplicable a un 
problema de valores en la frontera si la ecuacion diferencial parcial o las condiciones de 
frontera son no homogeneas. Por ejemplo, cuando se genera calor a velocidad constante 
r dentro de la varilla, la ecuacion de calor dada en (1) toma la forma 


d 2 u 

dx 2 


+ r = —. 


du 

dt' 


( 2 ) 


Se puede observar facilmente que la ecuacion (2) no es separable. Por otro lado, suponga 
que deseamos resolver la ecuacion de calor usual ku xx = u, cuando las fronteras x = 0 y x = 
L se mantienen a las temperaturas u 0 y m, que son diferentes de cero. Aunque la sustitucion 
u(x, t) = X(x)T(t) separa la ecuacion diferencial parcial, nos vemos imposibilitados para 
determinar los valores propios y las funciones propias, ya que no se puede llegar a ninguna 
conclusion respecto a X(0)yX(L) a partir de h( 0, f) = X(0 )T(t) = u 0 yu(L,t) = X(L)T(t) = iq. 


■ Cambio de variable dependiente En esta section consideramos diversos tipos de 
problemas de valores en la frontera no homogeneos que pueden resolverse mediante el 
cambio de la variable dependiente u por una nueva variable dependiente v aplicando la 
sustitucion u = v + if/, donde iji es una funcion por determinar. 


■ Ecuaciones diferenciales parciales y condiciones de frontera independientes 

del tiempo En primera instancia, consideramos un problema de valores en la frontera 
no homogeneo como (1), donde el termino fuente de calor F y las condiciones de fronte¬ 
ra son independientes del tiempo: 

d 2 u , du 

k —r + F(x) = —, 0 < x < L, t > 0 
dx 2 v ' dt 

u( 0, t) = u 0 , u(L, t) = u u t > 0 (3) 

u(x, 0) = f(x), 0 < x < L. 
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En la ecuacion (3), u 0 y u l expresan constantes. Mediante el cambio de la variable depen- 
diente u por una nueva variable dependiente v empleando la sustitucion u(x, t) = v(x, t) 
+ i//(x), (3) puede reducirse a dos problemas: 

Problema 1: {kill" + F(x) = 0, ip(0) = u 0 , ifi(L) = u l 

{ d 2 v _ dv 
dx 2 dt ’ 

v(0, t) = 0, v(L, t) = 0 
v(x, 0) = f(x) - i A(x). 

Observe que la ecuacion diferencial ordinaria del problema 1 puede resolverse mediante 
integracion. Sin embargo, el problema 2 es un problema de valores en la frontera homo- 
genea que puede resolverse directamente por separacion de variables. Una solucion del 
problema original es, por lo tanto, 

Solucion u = Solucion i// del problema 1 + Solucion v del problema 2. 

En los dos problemas anteriores no se proporciona nada que deba ser memorizado, 
sin embargo, lleve a cabo la sustitucion u(x, t) = v{x, t ) + i jj(x) como se indica en el 
ejemplo siguiente. 


Ejemplo 1 Ecuaciones diferenciales parciaLes y condiciones de frontera 
independientes del tiempo 

Resuelva la ecuacion (2) sujeta a 

u( 0, t) = 0, u( 1, t) = u 0 , t> 0 

u(x, 0) = /(x), 0 < x < 1. 


Solucion Tanto la ecuacion diferencial parcial como la condicion en la frontera dere- 
cha x = 1 son no homogeneas. Si establecemos n(x, t) = v(x, t) + ip(x), entonces 


d 2 u 

dx 2 


d 2 v 
dx 2 


+ ^ 


dll dv 
dt dt 


(4) 


puesto que i// ( = 0. Sustituyendo los resultados de (4) en (3) obtenemos 


d 2 v 


dv 


k —^ + kijj" + r = —. 


dx 


dt 


(5) 


La ecuacion (5) se reduce a una ecuacion diferencial parcial homogenea si demandamos 
que >]/ sea una funcion que satisfaga la ecuacion diferencial ordinaria 


h/t" + r = 0 o 

k 

Integrar la ultima ecuacion dos veces da como resultado 

r 2 

<Kx) = - — X + CiX + c 2 . (6) 

2k 

Ademas, n(0, t ) = v(0, t) + i//(0) = 0 

u( 1, t) = v(l, f) + i//(l) = u 0 . 

Tenemos v(0, t) = 0 y v(l, t) = 0, siempre y cuando seleccionemos 

<A( 0) = 0 y <K1) = u 0 . 
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Aplicar las dos ultimas condiciones a (6) nos da, a su vez, c 2 = 0 y cq = r!2k + u 0 . En 
consecuencia, 



Por ultimo, la condicion inicial u(x, 0) = v(x, 0) + i//(x) implica que v(x, 0) = n(x, 0) — 
i ji(x) = fix) — ifi(x). Entonces, para determinar v(x, t ), resolvemos el nuevo problema de 
valores en la frontera homogeneo 



v(0, t) = 0, v( 1, t) = 0, t > 0 



mediante separation de variables. De la manera acostumbrada obtenemos 


CO 


v(x, 0 = 2 kn ^' sen n7TX ’ 


donde la condicion inicial v(x, 0) determina los coeficientes senoidales de Fourier: 



(7) 


A1 sumar ifi(x) y v(x, t) obtenemos una solucion del problema original: 



(8) 


donde los coeficientes A n se encuentran definidos en (7). 


□ 


Observe en (8) que u(x, t) — »i \j{x) conforme t oo. En el contexto del problema de 
valores en la frontera dado, i \i se denomina solucion de estado estable. Puesto que v(x, t ) 
—» 0 cuando t —> oo, v se llama solucion transitoria. 

■ Ecuaciones diferenciales parciales y condiciones de frontera dependientes del 

tiempo Regresemos al problema planteado en (1), donde el termino fuente de calor F 
y las condiciones de frontera dependen del tiempo. De manera intuitiva, esperarfamos 
que el modo de enfrentar este problema fuera una extension natural del procedimiento 
realizado en el ejemplo 1, es decir, la busqueda de una solucion de la forma (x. t) = v(x, 
t) + t). Mientras que esta ultima forma de la solucion es correcta, en general, no es 

posible encontrar una funcion de dos variables i {i(x, t) que reduzca el problema planteado 
en v(x, t) a uno homogeneo. Para comprender por que esto es asf, veamos lo que sucede 
cuando u(x, t) = v(x, t) + <Ji(x, t) se sustituye en (1). Como 


d 2 n d 2 v d 2 ip 
Ax 2 f)x 2 + Ax 2 


d 2 i1/ 



(9) 


y 


(1) se convierte en 



v(0, t) + t//(0, t) = u 0 (t), v(L, t ) + i//(L, t) = u 0 (t) 
v(x, 0) = f(x) ~ i fi(x, 0). 


(10) 
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En (10), las condiciones de frontera de v seran homogeneas si demandamos que 

*A(0, t) = u 0 (t), t) = w 0 (f). (11) 

Si, en este punto, fueramos a seguir los mismos pasos aplicados en el metodo del ejem- 
plo 1, tratarfamos de forzar a que el problema en (10) fuera homogeneo resolviendo kijj xx 
+ F{x, t) = i jj, y, posteriormente, imponiendo las condiciones de (11) en la solucion ip. 
En vista de que la ecuacion definida por ip es, en si misma, una ecuacion diferencial 
parcial no homogenea, ese enfoque serla una expectativa poco realista. Trataremos con 
una tactica diferente por completo disenando simplemente una funcion ip que satisfaga 
ambas condiciones de (11). Una de tales funciones esta dada por 

f//(.r, t) = u 0 (t) + j- [u^t) - u 0 (t)]. (12) 

Volvemos a inspeccionar la ecuacion (10) y observamos que haber seleccionado el valor 
de ip como se hizo, represento alguna simplification adicional ya que i ji xx = 0. Ahora 
comenzamos de nuevo. En esta ocasion, si sustituimos 

X 

u(x, t ) = v(x, t ) + u 0 (t) + — [ u x (t ) — w 0 (f)] (13) 

el problema (1) se convierte en 

d 2 v . . dv 

k —- + G(x, t ) = —, 0 < x < L, f > 0 
dx 2 v ’ dt 

v(0, t) = 0, v(L, i) = 0, t > 0 (14) 

v(x, 0) = f(x) — i (/(x, 0), 0 < x < L, 

donde G{x, t) = F{x, t) — i// f . Mientras el problema (14) aun sea no homogeneo (las 
condiciones de frontera son homogeneas pero la ecuacion diferencial parcial es no ho¬ 
mogenea) resulta factible de resolver. El metodo de solucion de (14) esta ligeramente 
involucrado, por lo que antes de mostrarlo con un ejemplo especlfico, delinearemos 
primero la estrategia basica: 

Suponga que los coeficientes dependientes del tiempo v„(?) y G„(0 pueden ser 
tales que en (14) v(x, t) y Gix, t ) puedan desarrollarse en la serie 

flTT fur 

v 0> 0=2 v n(t) sen , y G(x, f)=2 G n(t) sen f x, (15) 

donde sen(«7ix/L), n = 1, 2, 3,... son las funciones propias de X" + AX = 0, X(0) 
= 0, X(L) = 0 correspondientes a los valores propios A„ = a 2 = n 2 jr/l}. Este 
problema de Sturm-Liouville se habria obtenido de haber aplicado la separacion de 
variables a los problemas de valores en la frontera asociados de (14). En la ecua¬ 
cion (15) observe que la serie supuesta para v(x, t ) ya satisface las condiciones de 
frontera de (14). Ahora sustituya la primera serie de (15) en la ecuacion diferencial 
parcial no homogenea (14), agrupe los terminos, e iguale la serie resultante con el 
desarrollo en serie real calculada para G(x, t). 

Este metodo se ilustra mediante el ejemplo siguiente. 


Ejemplo 2 Ecuaciones diferenciaLes parciaLes y condiciones de frontera 
dependientes deL tiempo 


Resuelva 


d 2 u 


du 


—» = —, 0<x<l, t > 0 
dx 2 dt 

h(0, t) = cos t, w(l, t) = 0, t > 0 
u(x, 0) = 0, 0 < x < 1. 
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Solution Comparamoseste problema con (l)mediante la identification de A = 1 ,L= 1, 
F(x, t) = 0, u 0 (t) = cos t, Ui(t) = 0, y /(x) = 0. Iniciamos con la construction de tfi. A 
partir de (12) obtenemos 

ifi (x, t ) = cos t + x [0 — cos t ] = (1 — x) cos t, 

y despues utilizamos la sustitucion tal como se indica en (13) 

u(x, t) = v{x, t) + (1 — x) cos t (16) 

para obtener el problema de valores en la frontera para v(x, t): 

d 2 v , „ dv 

—x + (1 — x) sen t = —, 0 < x < 1, t > 0 
dx 2 K ’ dt 

v(0, t) = 0, v(l, t) =(),?> 0 (17) 

v{x, 0) = x — 1 , 0 < x < 1 . 

Los valores propios y las funciones propias del problema de Sturm-Liouville 
X" + \X = 0, X(0) = 0, X(l) = 0 

se calculan como A„ = cr n = n 2 ir 2 y sen mrx, n = 1, 2, 3, ... . Con G(x, t ) = 
(1 — x) sen t suponemos que para un valor fijo de t, a partir de (15), v y G pueden escri- 
birse como la serie seno de Fourier: 

OO 

v(x, t) = ^ v n (t) sen nirx, (18) 

n= 1 

OO 

y (1 — ,r)senr = ^ G n (t) senmrx. (19) 

n= 1 


A1 manejar a t como un parametro, los coeficientes G„ de (19) pueden ser calculados: 

r 1 r 1 , 


2 

G n (t) = ~ 

1 


(1 — x) sen t sen mrx dx = 2 sen t (1 — x) sen mrx dx = — sen t. 

mr 

o J o 


Por lo tanto. 


(1 — x)senf = Y — sent senmrx. 

v ' yi'Tr 


( 20 ) 


Podemos determinar los coeficientes v„(0 sustituyendo (19) y (20) en la ecuacion dife- 
rencial partial (17). Con este objetivo en mente, las derivadas parciales de v son 


OO 

TT = yv„(t)(-nV) sen, 
dx „ = , 


5v ^ U x 

y — = 2j v >M senmrx. 

dt n= i 


( 21 ) 


Escribimos la ecuacion diferencial partial como v, — v n = (1 — x) sen t y utilizamos las 
ecuaciones (20) y (21) para obtener 

2 sen t 

y [v,[(f) + n 2 Tr 2 v„(t)] sen mrx = y -senn7rx. 

n = I n = 1 ,l7T 

Enseguida igualamos los coeficientes de sen mrx en cada miembro de la igualdad y 
resulta 


v„'(r) + n 2 TT 2 v„{t) = 


2 sent 


Para cada n, la ultima ecuacion es una ecuacion diferencial ordinaria lineal de primer 
orden cuya solution general es 

2 / n 2 Tr 2 sent — cos t 

V„{t) = - - 44| , - 

mr \ n tt + 1 


+ C,e 
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donde C n representa la constante arbitraria. Por lo tanto, la forma supuesta para v(x, t) en 
(18) puede escribirse como 


i/(x, t) = 


“ f n 2 

21 2 - 

1 = 1 l 1 


it 2 2,1 

-+ C n e~ n ^\ 


sen mrx. 


( 22 ) 


mr(n 4 TT 4 +1) 

C„ puede calcularse aplicando la condition inicial v(x, 0) a la ecuacion (22). A partir de 
la serie seno de Fourier 

-2 


1 = 


{ mr(n 4 TT 4 +1) "} 


+ C„ > sen«7rx 


podemos observar que la cantidad entre corchetes representa los coeficientes seno de 
Fourier b n para x — 1. Esto es, 


-2 


«7r(« 4 7r 4 + 1) 

Por lo tanto, 


+ C = 2 


-2 

(x — l)sen nirx dx o -— ; — :- - 

0 v ’ mr{n 4 n 4 + 1) 

2 2 

C„ = 


+ c„ — 


-2 


mr(n 4 7r 4 +1) tin 
Sustituimos el ultimo resultado en (22) para obtener una solucion de la ecuacion (17), 


v(x, t) = — 

7r 


n = 1 l 


n(n 4 TT 4 + 1) 


t + e~ M 

1) n J 


sen/7 nx. 


Por ultimo, a partir de la ecuacion (16) se deduce que la solucion u(x, t) deseada es 

■ sen mrx. □ 


, . . 2 ^ fn 2 n 2 sent - cos t + e e ''‘”"'1 

u{x, t) = (i - x)cosf + — 2j < - 4 4 -— \ si 

77 „ = i l n(n it + 1) n J 


Comentarios 


i) Si el problema de valores en la frontera tiene condiciones de frontera homogeneas y 
un termino dependiente del tiempo Fix, t) en la ecuacion diferencial parcial, entonces 
no es necesario cambiar la variable dependiente sustituyendo w(x, t) = v(x, t) + ip (x, /). 
Por ejemplo, si u 0 y u 4 son 0 en un problema tal como el (1), entonces podemos deducir 
a partir de (12) que <p(x, t ) = 0. El metodo de solucion es basicamente un ataque frontal 
contra la ecuacion diferencial parcial suponiendo los desarrollos en series ortogonales 
apropiadas para u(x, t) y Fix, t). De nuevo, si u n y m, son 0 en (1), la solucion comienza 
con los supuestos dados en (15), donde los slmbolos v y G se reemplazan naturalmente 
por u y F, respectivamente. Consulte los problemas del 13 al 16 de los ejercicios 11.6. 
En los problemas 17 y 18 de los ejercicios 11.6, usted tendra que construir i//(x, 1 ) tal 
como se ilustra en el ejemplo 2. Vea tambien el problema 20 de los ejercicios 11.6. 

ii) No enfatice especialmente el hecho de que utilizamos la ecuacion de calor a lo largo 
del analisis anterior. El metodo examinado en el ejemplo 1 puede aplicarse tanto a la 
ecuacion de onda como a la de Laplace. Consulte los problemas del 1 al 12 de los ejer¬ 
cicios 11.6. El metodo presentado en el ejemplo 2 se fundamenta en la dependencia del 
tiempo en el problema, por ello no es aplicable a problemas de valores en la frontera 
que involucren la ecuacion de Laplace. 


EJERCICIOS 11.6 Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-26. 


Ecuaciones diferenciales parciales 
y condiciones de frontera independientes 
del tiempo 

En los problemas 1 y 2, resuelva la ecuacion de calor ku xx = u„ 
0<x< 1, f > 0 sujeta a las condiciones que se proporcionan. 

1. u( 0, t) = 100, m( 1, t) = 100 


u(x, 0) = 0 

2. uii), t) = u 0 , k(1, t) = 0 
u(x, 0) = f{x) 

En los problemas 3 y 4, resuelva la ecuacion de calor (2) sujeta 
a las condiciones dadas. 

3. u{ 0, t) = u 0 , k(1, f) = u 0 
m(x, 0) = 0 
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4. m(0, t) = u 0 , u(\, t) = U\ 
u{x, 0) = fix) 

5. Resuelva el problema de valores en la frontera 


d 2 u 


du 


+ Ae = —, /3 > 0, 0 < x < 1, f > 0 


d 2 u 

dx 2 


du 

hu =-V 0 <x<tr,t> 0 

dt 


d z u 


du 


d 2 u 


d l u 


dx 


, + AX = , , 

2 dt 2 


u(x, 0) = 0, 


dt 


= 0, 0 < x < 1. 


permite que la cuerda caiga por su propio peso en t > 0, 
el desplazamiento u(x, t) satisface 


d 2 u 


d 2 u 


dx dt 

u(0, t) = 0, m( 1, f) = 0, t>0 
u(x, 0) = f(x), 0 < x < 1, 

donde A es una constante. La ecuacion diferencial par¬ 
tial es una forma de la ecuacion de calor cuando este 
se genera dentro de una varilla delgada debido al decai- 
miento radiactivo del material. 

6. Resuelva el problema de valores en la frontera 


a “ —, — g = —,, 0 < x < 1, t > 0, 
dx dt 

donde g es la aceleracion de la gravedad. Despeje uix, t). 

11. Determine la temperatura constante uix, y) en la placa 
semiinfinita ilustrada en la figura 11.18. Suponga que 
la temperatura se acota cuando x —» oo. [Sugerencia: 
Utilice uix, y) = v(x, y) + i/r(y).] 


y 

l 

u = 0 
0 


U - U Q 


n(0, t) = 0, m(tt, t) = u 0 , t> 0 
m(x, 0) = 0, 0 < x < IT. 

La ecuacion diferencial partial es una forma de la ecua¬ 
cion de calor cuando este se pierde por radiation prove- 
niente de la superficie lateral de una varilla delgada en 
un medio que se encuentra a temperatura de cero. 

7. Encuentre una solution de estado estable ijAx) del pro¬ 
blema de valores en la frontera 


k —r — h(u — u 0 ) = —, 0<x<l,f>0 
<3x“ dt 

m(0, t) = u 0 , k(1, t) = 0, t > 0 

m(x, 0) = fix), 0 < x < 1. 

8. Encuentre una solution de estado estable ijj(x) si la va¬ 
rilla del problema 7 es semiinfinita y se extiende en la 
direction positiva de x, radia desde su cara lateral hacia 
un medio con temperatura de cero, y 

m(0, t) = u 0 , lfm uix, t) = 0, t > 0 

x—>oo 

uix, 0) = fix), x > 0. 

9. Cuando una cuerda vibratoria esta sujeta a una fuerza 
vertical externa que varfa con la distancia horizontal a 
partir del extremo izquierdo, la ecuacion de onda toma 
la forma 


Figura 11.18 Placa semiinfinita del problema 11 

12. La ecuacion diferencial partial 

d 2 u d 2 u 

—y H- y = —h, h > 0, 

dx 2 dv 2 

se presenta en muchos problemas que involucran poten¬ 
tial electrico y es conocida como ecuacion de Poisson. 
Resuelva la ecuacion anterior sujeta a las condiciones 

ui 0, y) = 0, w(i7, y) = 1, y > 0 
uix, 0) = 0, 0 < x < IT. 

Ecuaciones diferenciales parciales 
y condiciones de frontera dependientes 
del tiempo 

En los problemas del 13 al 18, resuelva el problema de valores 
en la frontera dado. 

d 2 u du 

13. —r + xe 3 = —, 0 < x < tt, t > 0 
dx 2 dt 

ui 0, t) = 0, lliTT, 0 = 0, t > 0 

uix, 0) = 0, 0 < X < TT. 


14. 


d u 
dX' 
du 
dx 


+ xe~ M = 


du 


dt 


0 < x < 7 t, r > 0 


du 

= 0, — 
bc = 0 dX 


= 0, t > 0 


uix, 0) = 0, 0 < X < TT. 


donde A es constante. Resuelva esta ecuacion diferen¬ 
cial partial sujeta a 

u( 0, t) = 0, w( 1, t) = 0, t > 0 
du 


15. 


d 2 u 


du 


, 1 + x — xcos t = —, 0<x< 1,?> 0 

dx 2 dt 

ui 0, t) = 0, ui 1, t) = 0, t > 0 

uix, 0) = x(l — x), 0 < x < 1 


16. 


d‘M d u 

—. + senxcosf = —,, 0<x<7r, t > 0 
dx 2 dt 2 


10. Una cuerda inicialmente en reposo sobre el eje x esta 
anclada en los puntos x = 0 y x = 1 en el eje x. Si se 


m(0, t) = 0, n(7r, t) = 0, t > 0 

= 0, 0 < x < TT 


/ , du 

u(x, 0) = 0, — 
dt 
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d~u du 

17. — = —, 0 < x < 1, t > 0 
dx 2 dt 

u( 0, t) = sen t, m(1, t) = 0, t > 0 
«(.r, 0) = 0, 0 < x < 1 


d 2 u 


du 


18. —r + 2t + 3tx = —, 0 < x < 1, t > 0 
dx 2 dt 

u( 0, t) = t 2 , u(l, t) = 1, t > 0 

u(x, 0) = x 2 , 0 < x < 1 


Problemas de analisis 

19. Considere el problema de valores en la frontera 
d 2 u du 

k —^ = —, 0 < x < L, t > 0 
dx 2 dt 

u( 0, t) = u 0 , u(L, t) = u { 
u(x, 0) = f(x). 


este es un modelo para la temperatura u de una varilla de 
longitud L. Si u 0 y u { son constantes diferentes de cero, 
(jcual esperarfa, de manera intuitiva, que fuera la tempera¬ 
tura en el centra de la varilla despues de un largo periodo? 
Demuestre su argumento. 

20. Lea el inciso i ) de los Comentarios incluidos al final de esta 
seccion. Despues, analice como resolver 

d 2 u , du 

k —r + F(x, t ) = —, 0 < x < L, 1 > 0 
dx 2 dt 

du du 

— = o,— 

dx x=0 dx 
u(x, 0) = f{x), 0 < x < L. 

Ponga en practica sus ideas resolviendo el problema de 
valores en la frontera dado en este ejercicio y cuyos valores 
son k = 1, L = 1, F(x, t ) = tx y f(x) = 0. 


= 0, t > 0 

x — L 


Desarrollos en series ortogonales 


HI Introduction Para ciertos tipos de condiciones de frontera, el metodo de separa¬ 
tion de variables y el principio de superposicion conducen al desarrollo de una funcion 
en una serie infmita que no es una serie de Fourier. Para resolver los problemas de esta 
seccion, vamos a utilizar el concepto de desarrollos en series ortogonales o el de series 
de Fourier generalizadas que se desarrollo en la seccion 10.1. 


Ejemplo 1 Uso de desarrollos en series ortogonales 

La temperatura de una varilla de longitud unitaria en la que existe transferencia de calor 
desde su frontera derecha hacia un medio circundante que se mantiene a una temperatura 
constante de cero se determina a partir de 

d 2 u du 

k —r = , 0 < X < 1 , t > 0 

dx 2 dt 


u( 0 , t ) = 0, 


du 


dx 


x= 1 


—hu( 1, t ), h > 0, t > 0 


u(x, 0) = 1 , 0 < x < 1 . 


Despeje u(x, t). 

Solution Procedemos exactamente igual que en la seccion 11.3, con u{x, t) = X(x)T(t ) 
y —A como la constante de separacion, y calculamos las ecuaciones diferenciales ordina- 
rias y las condiciones de frontera, respectivamente, 

X” + AX = 0 (1) 

r + k\T = 0 (2) 

X(0) = 0 y X'(l) =-hX(l). (3) 
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La ecuacion (1) junto con las condiciones de frontera homogeneas (3) conforman un 
problema habitual de Sturm-Liouville: 

X" + \X= 0, X(0) = 0, X'(l) + hX( 1) = 0. (4) 

Excepto por la presencia del sfmbolo h, el problema de valores en la frontera planteado 
en (4) es, en esencia, el problema resuelto en el ejemplo 2 de la section 10.5. Tal como en 
dicho ejemplo, (4) posee las soluciones no triviales solamente en el caso de que A = a 2 
> 0, a > 0. La solution general de la ecuacion diferencial (4) es X(x) = cq cos ax + c 2 
sen ax. La primera condition de frontera de (4) da inmediatamente c, = 0. Aplicando la 
segunda condition de frontera de (4) a X(x) = c 2 sen ax tenemos 


acosa + /rsena = 0 o tana =-. 

h 


( 5 ) 


Debido a que las graficas de y = tan xy y = — x/h , h > 0, tienen un numero infmito de 
puntos de intersection para x > 0 (la figura 10.20 ilustra el caso cuando h = 1), la ultima 
ecuacion dada en (5) tiene un numero infmito de raices. Desde luego, estas rafces depen- 
den del valor de h. Si las rafces positivas consecutivas se expresan mediante a n , n = 1, 
2, 3, ..., entonces los valores propios del problema son A„ = a 2 , y las correspondientes 
funciones propias son X(x) = c 2 sen a n x, n = 1, 2, 3, ... .La solution de la ecuacion 
diferencial de primer orden (2) es T(t) = c 3e ~ ko fo por lo que 

OO 

u n = XT = A„e _i: “"'sena, r r y u(x, t) = ^ A n e~ ka "'sena n x. 

n = 1 


Ahora, en t = 0, u(x, 0)= L0<jc<l,en consecuencia 

OO 

1 = 2 A ». sen “^- (6) 

n= 1 


La serie mostrada en (6) no es una serie seno de Fourier; en vez de eso, es un desarrollo 
de u(x, 0) = 1 en terminos de las funciones ortogonales que surgen a partir del problema de 
Sturm-Liouville (4). Se puede deducir que el conjunto de funciones propias {sena„jt}, n 
= 1, 2, 3,..., donde las a estan definidas por tan a = —alh es ortogonal respecto a la 
funcion peso p(x) = 1 en el intervalo [0, 1]. Con f(x) = 1 y </>„(x) = sena„x, a partir de 
la ecuacion (8) de la section 10.1 es posible deducir que en (6) los coeficientes A„ son 

f 1 sen a n x dx 

K = ° ■ ( 7 ) 

J sen a n xdx 

Para evaluar la norma cuadrada de cada una de las funciones propias utilizamos la iden- 
tidad trigonometrica: 


1 

sen 2 a n x dx 
o 


1 

2 


r 1 

(1 — cos2a n x)dx 

4 



1 

2 a„ 


sen 2a 


( 8 ) 


Con ayuda de la formula del angulo doble sen 2 a n = 2 sen a n cos a„ y la primera ecuacion 
en (5) dada en la forma a n cos a„ = — h sen a„, podemos simplificar (8) hasta llegar a 


Asimismo, 


-'ll 


sen 2 a n xdx = —(h + cos 2 a„). 
2h 


sena„x <£r =-cos a n x 


= — (1 — cosa,,). 
a 


En consecuencia, la ecuacion (7) se convierte en 

2/?(l — cosa,,) 

A = -— 

a„(h + cos 2 a„) 
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Por ultimo, una solucion del problema de valores en la frontera es 


u{x, t) 


2h 2 


1 — cosa„ 
a n (h + cos 2 a„) 


sena„.r. 


□ 


Ejemplo 2 Uso de desarrollos en series ortogonales 

El angulo de torsion d(x, t) de una barra vibratoria torcida de longitud unitaria esta de- 
terminado por 


d 2 e d 2 e 


dx~ 


= —,, 0 < * < 1, t > 0 


dt 


30 

0(0, 0 = 0 ,— 

dx 


0(x, 0) = x. 


30 

dt 


= 0, t > 0 


= 0, 0 < x < 1. 


i 


e 


*~r 


ban'a torcida 


Figura 11.19 Calcule el angulo de 
Vea la figura 11.19. La condicion de frontera presentada en x = 1 se llama condicion de torsion 0 

extremo libre. Despeje 6(x, t). 


Solucion Procedemos igual que en la section 11.4 con 0(x, t) = X(x)T(t ) y utilizando 
—A una vez mas como la constante de separation, las ecuaciones separadas y las condi- 
ciones de frontera son 

X" + \X = 0 (9) 

T" + a 2 XT = 0. (10) 

X(0) = 0 y X'(l) = 0. (11) 

La ecuacion (9), junto con las condiciones de frontera homogeneas dadas en (11), 

X" + \X = 0, X(0) = 0, X’(l) = 0, (12) 


producen un problema habitual de Sturm-Liouville. Se exhorta al lector a comprobar que 
para A = 0 y A = —a 2 , a > 0, la unica solucion de (12) es X = 0. Para A = a 2 > 0, a > 0, 
las condiciones de frontera A"(0) = 0 y X'( l ) = 0 aplicadas a la solucion general X(x) = 
Ci cos ax + c 2 sen ax nos dan, a su vez, cq = 0 y c 2 cos a = 0. Puesto que cos a es cero 
solamente cuando a es un multiplo entero impar de 7r/2, escribimos a„ = (2 n — 1 )tt/2. 
Los valores propios de (12) son A„ = a 2 = (2 n — l) 2 ir 2 /4, y las correspondientes fun- 

(2 n - 1\ 

done* rropias son X(x) = c, sen - e, sen (—)«*, -U!. 

Como la varilla es liberada a partir del reposo, la condicion inicial 6 t (x, 0)= 0 se 
traduce en X{x)T'{ 0) = 0 o T'( 0) = 0. Cuando esta se aplica a la solucion general Tit) 
= c 3 cos aa n t + c 4 sen aa„t de la ecuacion diferencial de segundo orden (10), T'( 0) = 0 

(2n - I', 

implica que c 4 = 0 dejando a T(t) = c 3 cos aa„t = c 3 cos a I —--| Ttt. Por lo tanto, 


9„ = XT = A„cosa 




7rfsen 




Con la finalidad de satisfacer la condicion inicial restante, formamos la superposicion 
de 0,„ 


(2 n - 1 


0(x, t) = 2 A„COSfll 


Cuando t = 0 debemos tener, para 0 < x < 1, 


7rfsen - 


(2 n - 1 


7 TX. 


, s “ (2n - 

0(x, 0) = x = 2 A„sen( —— 
n = 1 V Z 


(13) 


(14) 
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En el ejemplo 1, el conjunto de funciones propias 


■ I ( 2n ~ M 1 

ms \ senl—-- J ttx >, n = 


1,2,3,..., 


In - 1 
2 

es ortogonal con respecto a la funcion peso p{x) = 1 en el intervalo [0, 1]. Aunque 
la serie trigonometrica dada en (14) se parece mas a la serie de Fourier que a (6), no es la 
serie seno de Fourier, pues el argumento de la funcion seno no es un entero multiplo 
de 7 tx/L (donde L = 1). La serie es de nuevo un desarrollo de la serie ortogonal o serie 
generalizada de Fourier. Entonces, a partir de la ecuacion (8) de la seccion 10.1, los 
coeficientes A„ de (14) estan dados por 




A„ — 


2 n - 1 . 

sen l —--) ttx dx 




2 n - 1 


TTX dx 


Realizamos las dos integraciones y llegamos a 

8 (— 1 )" + 1 


A„ = 


” (2 n — 1 ) 2 7 t 2 

Por lo tanto, el angulo de torsion es 

. 8 ^ (-1)" + 1 (2n-\\ (2n-V 

6(x, t ) = ^2 (2 „ _ 1)2 cos a {~^~ Ut S6n| ““““ ]7TX - 


□ 


EJERCICIOS 11.7 


Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-27. 


1. En el ejemplo 1, determine la temperatura u(x, t) cuando 
el extremo de la varilla esta aislado. 

2. Resuelva el problema de valores en la frontera 

d 2 u du 

k —r = , 0 < X < 1 ,t> 0 

dx 2 dt 

du 


m(0, t) = 0, — 
dx 


= —h(u( 1, t) — u 0 ), h > 0, t > 0 

1 |x=l 

u(x, 0) = fix), 0 < x < 1. 

3. Determine la temperatura de estado estable de una placa 
rectangular para la que las condiciones de frontera son 


«(0, y) = 0, — 
dx 


= —hu(a, y), h > 0, 0 < y < b. 


u(x, 0) = 0, u(x, b) = fix), 0 < x < a. 

4. Resuelva el problema de valores en la frontera 


d 2 u 


d 2 u 


dx 2 dy" 


= 0, x>0, 0<y<l 


m(0, v) = u 0 , lfm u(x, y) = 0, 0 < y < 1 

x —>oo 

du 


du 

dy 


= o, 

y=o dy 


= —hu(x, 1), h > 0, x > 0. 


y=l 


5. Determine la temperatura u{x, t) de una varilla de lon- 
gitud L si la temperatura inicial es fix ) a todo lo largo, 
el extremo x = 0 se mantiene a una temperatura de cero 
y el extremo x = L esta aislado. 

6. Resuelva el problema de valores en la frontera 

, d 2 u d 2 u 

'• 2 -= —0 < x < L, t > 0 


dx" 


dt 2 


/ , du 

m( 0, t) = 0, E — 
dx 

du 


fx, 0 ) = 0 , 


dt 


= F 0 , t > 0 


= g(x), 0 < x < L. 


La solucion u(x, t) representa el desplazamiento longitudi¬ 
nal de una barra elastica vibratoria anclada en su extremo 
izquierdo y sujeta a una fuerza constante F 0 en su extre¬ 
mo derecho. Consulte la figura 11.11 en la pagina 543. 
A1 parametro E se le denomina modulo de elasticidad. 

7. Resuelva el problema de valores en la frontera 


d 2 u 


d"u 


+ —r = 0, 0<x< 1, 0 < y < 1 
dx" dy 2 

du 

= 0, u(l,y) = n 0 , 0 < y < 1 
dx 


.t(x, 0) = 0, 


du 

dy 


= 0, 0 < x < 1. 


y=l 


8. La temperatura inicial de una varilla de longitud unita- 
ria es fix). Existe transference de calor desde ambos 
extremos, r = 0yx = 1, hacia un medio circundante 
que se mantiene a una temperatura constante de cero. 
Demuestre que 


%(x,t) = ka "'((x„cosa n x + /?senayr), 


donde 
A„ = 


(a 2 + 2h + h 2 ) J Q 


f{x){a„ cos a lt x + h sen a, r x) dx. 
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Los valores propios son A„ = a 2 , n = 1, 2, 3,..., donde 
las a„ son las ralces positivas consecutivas de tan a = 
2ah/(a 2 — h 1 ). 


9. Utilice el metodo que iniciaen (15) de la section 11.6para 
resolver el problema de valores en la frontera no homogeneo 


d 2 u 

dx 2 


+ xe 


,, du 

- 2 ‘ = 0 < x < 1, t > 0 

dt 


m(0, t) = 0, ^ 
dx 


= —u(l,t),t> 0 


u(x, 0) = 0, 0 < x < 1. 

[Sugerencia: Consulte i) en los Comentarios de la pagi- 
na 555.1 


Tareas para el laboratorio de computo 

10. Una viga vibratoria en voladizo esta empotrada en su 
extremo izquierdo (x = 0) y libre en su extremo derecho 
(x = 1). Vea la figura 11.20. El desplazamiento transver¬ 
sal u(x, t) de la viga se determina a partir de 

d 4 u d 2 u 

—t H-^ =0, 0 < x < 1, t > 0 

dx 4 dt 2 


u( 0, t ) = 0, 
d 2 u 

—T =0, 

dx 2 x=l 

u(x, 0) = /(x), 


du 





— 


= o, 

t > 

0 

dx 

x = 0 




d 3 u 





— 


= o, 

t > 

0 

dx 3 

x = 




du 


= g(x). 



dt 

t= 0 

0 < 

x < 1 


Este problema de valores en la frontera podrfa servir 
como un modelo para los desplazamientos del ala vibra¬ 
toria de un avion. 

a ) Demuestre que los valores propios del problema 
estan determinados a partir de la ecuacion cos a 
cosh a = — 1. 

b) Utilice un CAS para calcular las aproximaciones de 
los dos primeros valores propios positivos del pro¬ 
blema. [Sugerencia: Consulte el problema 11 de los 
ejercicios 11.4.] 



Figura 11.20 Viga en voladizo del problema 10. 


11. a) Determine una ecuacion que defina los valores pro¬ 
pios cuando los extremos de la viga del problema 10 
se encuentren empotrados enx = 0yx = 1. 

b) Utilice un CAS para calcular las aproximaciones de 
los dos primeros valores propios del problema. 

[Sugerencia: Consulte el problema 12 de los ejercicios 

11.4.] 


I 

H Introduction En el capitulo anterior resolvimos formas unidimensionales de 
las ecuaciones de calor y de onda. En esta section vamos a hacer extensivo el metodo 
de separation de variables a ciertos problemas que involucran a ecuaciones de calor y de 
onda en dos dimensiones. 


11.8 Serie de Fourier con dos variables 


■ Ecuaciones de calor y de onda en dos dimensiones Suponga que la region rec¬ 
tangular de la figura 11.21a) es una placa delgada donde la temperatura u es una funcion 
del tiempo t y de la posicion (x, y). Entonces, en las condiciones adecuadas, puede de- 
mostrarse que la expresion w(x, y, t) satisface la ecuacion bidimensional del calor 




dll 

dt' 


( 1 ) 


Por otro lado, suponga que la figura 11.21 b) representa un marco rectangular sobre el 
que se encuentra estirada una delgada membrana flexible (un tambor rectangular). Si la 
membrana se pone en movimiento, entonces su desplazamiento u, medido a partir del 
piano xy (vibraciones transversales), es tambien una funcion del tiempo t v de la posicion 
(x, y). Cuando los desplazamientos son pequenos, libres y no amortiguados, u(x, y, t ) 
satisface la ecuacion bidimensional de onda 


d u d~u\ d ll 

= —. 
\dx 2 dy 2 / dt 2 


( 2 ) 


Tal como ilustra el ejemplo siguiente, las soluciones de problemas de valores en la 
frontera que involucran (1) y (2) nos llevan al concepto de una serie de Fourier en dos 


y 


C 


(b, c) 


a) 


J - x 

b 


u 


y 


b) 

Figura 11.21 a) Determine 
la temperatura u en una pLaca 
rectangular y b) calcule el 
desplazamiento vertical u de una 
membrana rectangular 
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variables. Debido a que los analisis de problemas que involucran (1) y (2) son muy simi 
lares, solamente ilustramos la solucion para el caso de la ecuacion de calor. 


Ejemplo 1 Temperatura de una placa 

Encuentre la temperatura u(x, y, t) de la placa mostrada en la figura 11.21a) si la tempe¬ 
ratura inicial es fix, y) en todo momenta y las fronteras se mantienen a una temperatura 
de cero en el tiempo t > 0. 


Solucion 


sujeta a 


Debemos resolver 


/ d 2 u d 2 u\ du 
Xdr 2 dy 2 ) dt 

, 0 < x < b, 0 

< y < c, t > 

u{ 0, y, t) = 0, 

u(b, y, t) = 0, 

0 < y < c, 

u(x, 0, t ) = 0, 

ufx, c, t) = 0, 

0 <x<b, 

u(x, y, 0) = f(x, y). 

0 < x < b. 

0 < y < c. 


0 

?>0 
t > 0 


Con el fin de separar variables en la ecuacion diferencial parcial en tres variables inde- 
pendientes x,yyt, tratemos de encontrar la solucion producto u(x, y, t) = X(x)Y(y)T(t). 
Sustituyendo, obtenemos 

X" Y n T' 

k(X"YT + XY"T) = XYT' o — =-+ —. (3) 

v ' X Y kT 


Puesto que en (3) el primer miembro de la ultima ecuacion depende solamente de x y el 
segundo miembro depende solamente de y y t, debemos igualar ambos miembros a una 
constante de —A: 


X" 

X 



-A 


y as! 


X" + \X = 0 


r 

Y 


r 

-b 

kT 


A. 


(4) 

(5) 


Por el mismo razonamiento, si introducimos otra constante de separation ~u en (5), 
entonces 


TT_ 

Y 


= 


y 


r 

-h A — 

kT 




Y" + fiY = 0 y r + k( A + n)T = 0. 


( 6 ) 


Ahora las condiciones homogeneas de frontera 

u(0,y, t) = 0, u(b,y, t) = ol . lx(0) = 0, X(b) = 0 

u(x, 0, t) = 0, u{x, c,t) = OJ ^ \f(0) = 0, Y{c) = 0. 


Por lo tanto, tenemos dos problemas de Sturm-Liouville, uno en la variable x, 

X" + \X = 0, X(0) = 0, X(b) = 0 (7) 


y el otro en la variable y, 

Y" + /jlY = 0, 7(0) = 0, Y(c) = 0. (8) 

La consideracion usual de casos (A = 0, A = —a 2 < 0, A = a 2 > 0, fi = 0, A = — f3 2 < 0 y 
asi sucesivamente) nos lleva a dos conjuntos independientes de valores propios definidos 
por sen \b = 0 y sen fie = 0. Estas ecuaciones, a la vez, implican 


2 2 2 2 

m7T n7T 



(9) 
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Las funciones propias correspondientes son 


X(x) = c 2 sen-^— x, m = 1, 2, 3, ... y Y(y) = c 4 sen — y, n = 1,2, 3,.... 

( 10 ) 

Despues de sustituir los valores de (9) en la ecuacion diferencial de primer orden de (6), 
su solucion general es T(t) = c - 5e _ *( m V*) 2 +(Wri 2 1'. pjna solucion producto de la ecuacion 
de calor en dos dimensiones que satisface las cuatro condiciones homogeneas de frontera 
es, por lo tanto, 


ujx,y,t) =A mn e-^l b ^ n ^ 


77Z77 7277 

sen- x sen — v, 

b c ' 


donde A m „ es una constante arbitraria. Debido a que contamos con dos conjuntos de va¬ 
lores propios, ello invita a probar con el principio de superposicion en la forma de una 
doble suma 


/ \ , -AkWfcf+Onr/rfl/ m7T n7T 

r y. (11) 

Se desea que en t = 0 la temperatura f(x, y) este representada por 

~ “ niTT rnr 

u(x,y,0) =f(x,y) = 2 j 2j A n;, sen — x sen — v. (12) 

m = 1 n = 1 0 C 

E1 calculo de los coeficientes A mn incluidos en (12) no representa en realidad problema 
alguno; simplemente multiplicamos la doble suma (12) por el producto sen (imrxlb) sen 
(mry/c) e integramos sobre el rectangulo definido por 0 < v < b, 0 < y s c. Se puede 
deducir que 


niTT 7777 

y dx dy. 

b c 


(13) 


Por lo tanto, la solucion del problema de valores en la frontera consta de (11) con A mn 
definida por (13). 


La serie (11) con coeficientes (13) se llama serie seno en dos variables, o serie 
doble seno. La serie coseno en dos variables de una funcion fix, y) es un poco mas 
compleja. Si la funcion/se define sobre una region rectangular determinada por 
0<r<i),0£y£c, entonces la serie doble coseno esta dada por 

■S, 772 77 ^ 72 77 

f{x, y) = A 00 + 2j A "’° cos ~T X + 2j A 0n cos — y 

177=1 77 = 1 C 


, v V/l rmr mr 

+ 2j 2j A mn C0S , X COS — y, 

m = 1 n = I V C 


donde 


Ann — 


bc l Jo 


f(x,y)dxdy 


A.„n 


2 

be . 


0 J o 


772 77 

f(x, y) cos- xdxdy 

b 


An,, — . 


be 1 J 


b 


A = 


■4 

be . 


0 J o 

rb 


HIT 

f(x, y) cos y dxdy 


0 J o 


nnr mr 
/( x, y) cos —— x cos — y dx dy. 


Consulte el problema 2 de los ejercicios 11.8 para encontrar un problema de valores en 
la frontera que implica el uso de una serie doble coseno. 
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EJERCICIOS 11.8 Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-27. 


En los problemas 1 y 2, resuelva la ecuacion de calor (1) sujeta 
a las condiciones dadas. 


1. m(0, y, t) = 0, n(77, v, t) = 0 
u(x, 0, t) = 0, u(x, 77, /) = 0 
u(x, y, 0) = Uq 
du 


2 . 


x = 0 


= 0, 


dx 
du 
dy 

u(x, y, 0) = xy 


= 0, — 


= 0 


= 0 


7=1 


En los problemas 3 y 4, resuelva la ecuacion de onda (2) sujeta 
a las condiciones dadas. 


En los problemas del 5 al 7, resuelva la ecuacion de Laplace 

(14) 


d z u d z u d z u 

- T H- T H- X = 0 


dx z 


dy 


dz z 


para la temperatura de estado estable u(x, y, z) del paralelepipe- 
do rectangular mostrado en la figura 11.22. 



3. u( 0, y, t) = 0, u(tt, y, t) = 0 

U(X, 0, t ) = 0, U(X, 77, t) = 0 

u(x, y, 0) = xy(x — tt )(y — tt) 
du 


dt 


= 0 


m(0, y, t ) = 0, u(b, y, t) = 0 
u(x, 0, t) = 0, u(x, c,t) = 0 
u(x, y, 0) = f(x, y) 
du 


dt 


= g{x, y) 


Figura 11.22 Paralelepipedo rectangular para los 
problemas del 5 al 7 

5. La parte superior (z = c ) del paralelepipedo se mantiene 
a una temperatura/( jc, y) y los lados restantes conservan 
temperatura de cero. 

6. La parte inferior (z = 0) del paralelepipedo se mantiene 
a una temperatura/( jc, y) y los lados restantes conservan 
temperatura de cero. 

7. El paralelepipedo es un cubo unitario (a = b = c = 1) 
en el que el lado superior (z = 1) y el lado inferior (z = 
0) se mantienen a las temperaturas constantes u 0 y — u 0 , 
respectivamente, y los lados restantes conservan tempe¬ 
ratura de cero. 


EJERCICIOS DE REPASO DEL CAPITULO 11 Las respuestas a los problemas impares 

seleccionados comienzan en la pagina RESP-27. 


En los problemas 1 y 2, mediante separacion de variables, en- 
cuentre las soluciones producto u = X(x)Y(y) de la ecuacion 
diferencial que se proporciona. 

d 2 u 

1. -= u 

dxdy 


2 . 


d 2 u 

d 2 U 

du 

du 

- + - 

+ 2 — 

+ 2 — 

dx~ 

df 

dx 

dy 


3. Encuentre la solucion de estado estable if/(x) del proble- 
ma de valores en la frontera 


d 2 u du 

k -^ = -, 0 < X < 77, t > 0 

dx 2 dt 


n(0, t) = u 0 . 



u(tt, t ) — U\, t > 0 


U(X, 0) = 0, 0 < X < 77. 


4. Proporcione una interpretacion fisica de las condiciones 
de frontera del problema 3. 

5. En t = 0, una cuerda de longitud unitaria se estira sobre 
el eje positivo x. Los extremos de la cuerda, x = 0 y x 
= 1, estan anclados al eje x ent> 0. Calcule el despla- 
zamiento u(x, t) si la velocidad inicial g(x) es la que se 
expresa en la figura 11.23. 

g(x) 


--1-1- I 1- X 

i i 2 1 

4 2 4 

Figura 11.23 Velocidad inicial, probLema 5 

6. La ecuacion diferencial parcial 

d 2 u - d 2 u 

dx 2 dt 2 
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es una forma de la ecuacion de onda cuando, desde el 
extremo izquierdo, se aplica a la cuerda una fuerza verti¬ 
cal externa que es proporcional al cuadrado de la distan- 
cia horizontal. La cuerda se encuentra anclada en x = 0 
una unidad por arriba del eje x y sobre el eje x en x = 1 
en t > 0. Calcule el desplazamiento u(x, t) si la cuerda 
parte del reposo con un desplazamiento initial/(x). 

7. Determine la temperatura de estado estable u(x, y) de la 
placa cuadrada que ilustra la figura 11.24. 


y 

u = 0 

(it, n) 

u = 0 


u = 50 


u = 0 


Figura 11.24 PLaca cuadrada para el problema 7 

8. Determine la temperatura de estado estable u(x, y ) de la 
placa semiinfinita que se muestra en la figura 11.25. 


11. a) Resuelva el problema de valores en la frontera 


d 2 u 


du 


—r = —, 0 < X < 7T, f > 0 

dx 2 dt 


u( 0, t) = 0, u(tt, t) = 0, t> 0 
u(x, 0) = sen x, 0 < x < tt. 

b) ^Cual es la solucion del problema de valores en la 
frontera del inciso a), si la temperatura inicial es 

u(x, 0) = 100 sen 3x — 30 sen 5x? 


12. Resuelva el problema de valores en la frontera 
d 2 u du 

— n + sen x = —, 0<x<7r, t > 0 
dx 2 dt 

u( 0, t) = 400, u(ir, t ) = 200, t > 0 

m(x, 0) = 400 + sen x, 0 < x < tt. 



Figura 11.25 PLaca semiinfinita para el probLema 8 


13 . 


Calcule una solucion en forma de 


d 2 u 


du 

+ 2 — = 


d 2 u 


du 

+ 2 — + 


dx " dx dt dt 
u( 0, t ) = 0, u(tt, t) = 0, t > 0 


du 

dt 


= 0, 0 < X < 7T. 


serie del problema 
u, 0 < x < tt, f>0 


9. Resuelva el problema 8 si las fronteras y = 0 y y = tt se 
mantienen a temperatura de cero en todo momento. 

10. Encuentre la temperatura m(x, t) de la placa infinita de 
ancho 2 L mostrada en la figura 11.26 si la temperatura 
inicial es u 0 en toda la placa. [ Sugerencia: u(x, 0) = u 0 , 
—L < x < L es una funcion par de x.] 



No trate de evaluar los coeficientes de la serie. 


14. La concentration c(x, t) de una sustancia que se difunde 
en un medio y se calienta mediante las corrientes de 
dicho medio satisface la ecuacion diferencial partial 


k 


d 2 c 

dx 2 



—, 0 < x < 1 , t > 0, 
dt 


donde k y h son constantes. Resuelva la ecuacion dife¬ 
rencial partial sujeta a 

c(0, t) = 0, c(l, 0 = 0, t> 0 

c(x, 0) = c 0 , 0 < x < 1, 


donde c 0 es una constante. 
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C A P ( T U L 0 


12 

Problemas de valores 
en la frontera en otros 
sistemas coordenados 


Estructura del capitulo 

12.1 ProbLemas en coordenadas polares 

12.2 Problemas en coordenadas poLares y cih'ndricas: funciones de Bessel 

12.3 Problemas en coordenadas esfericas: polinomios de Legendre 
Ejercicios de repaso del capitulo 12 


En el capitulo anterior utilizamos las series de Fourier para resolver 
problemas de valores en la frontera descritos mediante el sistema 
coordenado cartesiano, o rectangular. En este capitulo, finalmente 
pondremos en practica la teoria de la serie de Fourier-Bessel 
(seccion 12.2) y de la serie de Fourier-Legendre (seccion 12.3) 
para resolver problemas de valores en la frontera descritos en 
coordenadas cilindricas o en coordenadas esfericas. 
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12.1 Problemas en coordenadas polares 


I Introduction Todos los problemas de valores en la frontera estudiados hasta el 
momento se han expresado en terminos de coordenadas rectangulares. Sin embargo, si 
desearamos calcular la temperatura presente en un disco circular, en un disco cilindrico 
o en una esfera, naturalmente que tratarfamos de describir los problemas en coordenadas 
polares, cilindricas o esfericas, respectivamente. 

Como en esta seccion solamente consideramos problemas que involucran temperatu¬ 
res en estado estable en coordenadas polares, lo primero que debemos hacer es convertir 
la ya familiar ecuacion de Laplace dada en coordenadas rectangulares a coordenadas 
polares. 


I Laplaciano en coordenadas polares Las relaciones que existen entre las coorde¬ 
nadas polares en el piano y las coordenadas rectangulares estan dadas por 


x = rc os 9, y = r send y r 2 = x 2 + 


y 


y 

tan 0 = 

x 


Vea la figure 12.1. El primer par de ecuaciones transforma las coordenadas polares (r, 0) 
en coordenadas rectangulares (x, y); el segundo par de ecuaciones nos permite transfor- 
mar coordenadas rectangulares en coordenadas polares. Estas ecuaciones tambien hacen 
posible la conversion del laplaciano bidimensional de la funcion u, V 2 u = i) 2 u/i)x 2 + 
d 2 u/dy 2 , a coordenadas polares. Se invita al lector a desarrollar detalladamente los calcu- 
los de la regia de la cadena y demostrar que 



Figure 12.1 Las coordenadas 
polares de un punto (x, y) son 

M) 


du du dr du d6 du 

— =-1-= cos 9 - 

dx dr dx d9 dx dr 

du du dr du d6 du 

— =-1-= sen 6 -h 

dy dr dy dO dy dr 


send du 
r d9 
cos 6 du 
r d9 


d 2 u 


= cos 2 9 —z 
dr dr 


d 2 u 2 send cos 0 d 2 u sen 2 0 d 2 u sen 2 9 du 2 sen 9 cos 9 du 


drd9 


dO 2 


+ 


dr 


+ 


dO 


(1) 

d 2 u . d 2 u 2 sen 9 cos 9 d 2 u cos 2 9 d 2 u cos 2 9 du 2 sen 9 cos 9 du 

—r = sen 0 —t -1-,-r H-;- 

dy 2 dr 2 r drd9 r 2 d9 2 r dr r 2 d9 

( 2 ) 

Mediante la suma de (1) y (2) y la simplification obtenemos el laplaciano de u en coor¬ 
denadas polares: 


V 2 


d 2 u 1 du 1 d 2 u 
dr 2 r dr r 2 d9 2 


En esta seccion solamente nos enfocaremos en los problemas de valores en la frontera 
que involucren a la ecuacion de Laplace en coordenadas polares: 


d 2 u 1 du 1 d 2 U 
dr 2 r dr r 2 d9 2 


(3) 


Nuestro primer ejemplo es el problema de Dirichlet aplicado a un disco. Deseamos 
resolver la ecuacion de Laplace (3) para encontrar la temperatura de estado estable 
u(r, 9 ) en un disco o placa circular de radio c cuando la temperatura de la circunferencia 
es u (c, 6) = f(9), 0 <9 < 2tt. Consulte la figure 12.2. Se supone que dos lados de la placa 
se encuentran aislados. Este problema aparentemente simple es diferente a cualquiera de 
los ejemplos estudiados en el capftulo anterior. 



Figure 12.2 El probLema de 
Dirichlet aplicado a un circuLo 


Ejemplo 1 Temperaturas estables en una pLaca circular 

Resuelva la ecuacion de Laplace (3) sujeta a u ( c, 9) = f(9), 0 < 9 < 2tt. 
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Solution Antes de intentar la separacion de variables, podemos observar que la unica 
condition de frontera es no homogenea. En otras palabras, no existen condiciones explf- 
citas en el enunciado del problema que nos permitan determinar los coeficientes de las 
soluciones de las ecuaciones diferenciales ordinarias por separado o los valores propios 
requeridos. Sin embargo, hay algunas condiciones implicitas. 

En primera instancia, nuestra intuition nos lleva a esperar que la temperatura u(r, 0) sea 
continua y, por ende, acotada dentro de un cfrculo r = c. Ademas, la temperatura u(r , 6) 
debe tener un solo valor, lo cual significa que el valor de u debe ser el mismo en un punto 
especffico del cfrculo sin importar la descripcion polar de dicho punto. Como (>; 0 + 2 it) 
es una descripcion equivalente del punto (r, 0), debemos tener u(r, 0) = u(r, 0 + 27t). 
Esto es, u(r, 0) debe ser periodica en 0 con periodo de 2 tt. Si estamos buscando una solu¬ 
tion producto u = 7?(r)©(0), entonces es necesario que ©(0) sea periodica en 2tt. 

Con todo lo anterior en mente, optamos por escribir la constante de separacion en la 
separacion de variables como A: 


r 2 R" + rR' 0" 



Las ecuaciones separadas son, por lo tanto, 

r 2 R" + rR' - \R = 0 (4) 

©" + A© = 0 (5) 

Estamos buscando una solution al problema 

©" + A© = 0, ©(0) =0(0 + 2t t). (6) 

A pesar de que (6) no es un problema normal de Sturm-Liouville, el problema genera 
valores propios y funciones propias. Estas ultimas forman un conjunto ortogonal en el 
intervalo [0, 27 t]. 

De las tres soluciones generales posibles de (5), 

©(0) = Cj + c 2 0, A = 0 (7) 

© (0) = Ci cosh a6 + c 2 senh ad, A = — or < 0 (8) 

© (0) = Ci cos a6 + c 2 sen a6, A = a 2 > 0 (9) 

podemos eliminar (8) como inherentemente no periodica a menos que cq = c 2 = 0. De ma- 
nera similar, la solution (7) es no periodica a menos que defmamos c 2 = 0. A la solution 
constante que permanece ©(0) = c h c, A 0, puede asignarsele cualquier periodo; y asf 
A = 0 es un valor propio. Por ultimo, la solution (9) sera periodica en 2tt si tomamos a = 
n, donde n = 1,2,....* Los valores propios de (6) son entonces A 0 = 0 y A„ = n 2 , n = 1, 
2,... .Si hacemos que A 0 = 0 corresponda con n = 0, las funciones propias de (6) son 

@(0)=c 1 ,n = O y ©(0) = Ci cos n0 + c 2 sen «0, n = 1,2, .... 

Cuando A„ = n 2 , n = 0, 1,2, ... las soluciones de la ecuacion diferencial de Cauchy- 
Euler (4) son 

R(r) = c 3 + c 4 lnr, n = 0, (10) 

R{r) = c 3 r n + c 4 r^ n , n = 1,2, .... (11) 

Ahora observe en (11) que r n = Hr". En cualquiera de las soluciones (10) y (11) de¬ 
bemos definir c 4 = 0 con la finalidad de garantizar que la solution u este acotada en el 
centra de la placa (el cual es r = 0). Asf, las soluciones producto u„ = R(r)&(0) para la 
ecuacion de Laplace en coordenadas polares son 

n 0 = A 0 , n = 0 y u„ = r"(A n cos nO + B n sen«0), n = 1, 2, ..., 


*Por ejemplo, observe que cos n(6 + 2tt) = cos (nd + 2mr) = cos n 6. 
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donde hemos sustituido c 3 C] por A 0 para n = 0 y por A„ para n = 1,2, ...; la combination 
c 3 c 2 se ha sustituido por fi„. Por lo tanto, a partir del principio de superposition obtenemos 


r n (A n cos nd + B n sen nO). (12) 

n = 1 

A1 aplicar la condition de frontera en r = c al resultado de (12), es posible reconocer 


OO 

f(0)=A o + ^ c"(A„ cos nO + B„ sen nO) 

n= 1 


como una expansion de/en una serie de Fourier completa. En consecuencia, podemos 
expresar las igualdades 


c”A„ = a n y c' ! B„ = 6„. 


Esto es, 


An “ _ 


f(o) de 


An= — 

C 77 J 


/( 9) cos nO d6 


B„ = - 

c"tt 


f(0) sen d d9. 


(13) 

(14) 

(15) 


La solution al problema consta de la serie dada en (12), donde los coeficientes A 0 , A„ y 
B n se definen en (13), (14) y (15). 

En el ejemplo 1 observe que, correspondiendo a cada valor propio positivo, A„ = n 2 , 
n = 1 , 2 ,..., existen dos funciones propias diferentes, las cuales son cos nd y sen n0. 
En este caso, los valores propios a veces son denominados valores propios dobles. 


Ejemplo 2 Temperaturas estables en una placa semicircular 

Encontrar la temperatura de estado estable u{r, 9) en la placa semicircular que se muestra 

en la figura 12.3. 


Solution El problema de valores en la frontera es 
d 2 u 1 du 1 d 2 u 

—t H-1- 7 — 7 =0, 0 < 0 < tt, 0 < r < c 

dr 2 r dr r 2 d0 2 

u(c, 9) = U 0 , Q <0 <77 

u(r, 0) = 0, u(r, 77) = 0, 0 < r < c. 

Al definir u = R(r)®(9) y separar variables obtenemos 



Figura 12.3 Placa semicircular del 
ejemplo 2 


y 


r 2 R" + rR' 0" 


R © A 


rR" + rR' - \R = 0 

(16) 

0" + A0 = 0. 

(17) 


Las condiciones homogeneas que se especifican en las fronteras 9 = 0 y 0 = 7i se trasla- 
dan a 0(0) = 0 y ©( 17 ) = 0. Estas condiciones junto con la ecuacion (17) constituyen un 
problema normal de Sturm-Liouville: 


0" + A0 = 0, 0(0) = 0, ©(tt) = 0. (18) 
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Este problema tan conocido* tiene valores propios A„ = n 2 y funciones propias ©(0) = 
c 2 sen nO, n = 1,2,... Asimismo, al reemplazar A por ir la solucion de (16) es R(r) = 
c 3 r n + c 4 r En el razonamiento utilizado en el ejemplo 1, esperabamos que una solu¬ 
cion u del problema que estuviera acotada en r = 0 nos sugiriera definir c 4 = 0. Por lo 
tanto, u n = R(r)®(0 ) = A„r n sen «0 y 

OO 

u(r, 6) = ^A n r n sen/70. 

n=i 


La condicion de frontera que permanece en r = c nos da la serie seno 

OO 

Uq = ^ A„c n sen nO. 

n= 1 


En consecuencia, 


y, por lo tanto. 


A,,c n = 


2 

TT 


' 77 

u 0 sen nQdO, 

A) 


2n 0 1 ~ (-1)" 
7re" n 


De modo que la solucion del problema esta dada por 


u(r, 0) 


2 tin 


1 ^ (- 1 )' 


1 — 1 sen n6. 


□ 


*E1 problema (18) es el mismo del ejemplo 2 tratado en la section 3.9 con L = tt. 


EJERCICIOS 12.1 Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-27. 


En los problemas del 1 al 4, encuentre la temperatura de estado 
estable u(r, 0) de una placa circular de radio r = 1 si la tempe¬ 
ratura de la circunferencia es la que se proporciona. 


7. Determine la temperatura de estado estable u(r, 0 ) del 
anillo que muestra la figura 12.4. [Sugerencia: Proceda 
igual que en el ejemplo 1.] 


1 . 

2 . 


m( 1, 0 ) = | 
m( 1, 0 ) = | 


Uq, 0 < 0 < TT 
0 , TT < 0 < 2tt 
0, 0 < 0 < TT 

TT — 0, TT < 0 < 2TT 


3. w(l, 0) = 2 tt 0 - 0 2 , O<0<2rr 

4. m(1, 6 ) = 0, 0 < 6 < 2 tt 

5. Resuelva el problema exterior de Dirichlet de una placa 
circular de radio c si u(c, 0) = /(0), 0 < 0 < 2 tt . En otras 
palabras, encuentre la temperatura de estado estable u(r, 0) 
de una placa que coincide con todo el piano xy en el 
cual se ha recortado un agujero de radio c alrededor del 
origen, y la temperatura en la circunferencia del agujero 
es/(0). [Sugerencia: Suponga que la temperatura u esta 
acotada por r —> oo.] 


6. Resuelva el problema de Neumann para el caso de un 
disco: 


d 2 u 1 du 
H-+ 


dr 


r dr 


1 3~n 

-y — 9 = 0, 0 < 0 < 2tt, 0 < r < c 
r 2 d0 2 


= /(0), 0 < 0 < 277. 

r= c 

Proporcione la condicion de compatibilidad. [Sugeren¬ 
cia: Consulte el problema 21 de los ejercicios 11.5.] 


du 

dr 



Figura 12.4 Anillo del problema 7 


8. Si las condiciones de frontera para el anillo de la figura 
12.4 son u{a, 0) = n 0 , u(b, 0) = jq, 0 < 0 < 2tt, u 0 y iq 
son constantes, demuestre que la temperatura de estado 
estable esta dada por 


u(r, 0) = 


u 0 ln(r/b) — U] In (r/a) 
In (a/b) 


[Sugerencia: Pruebe con una solucion de la forma u(r, 
0) = v(r,0) + (//(©-I 
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9. Encuentre la temperatura de estado estable u(r, 9 ) del 
anillo circular que muestra la figura 12.4 si las condicio- 
nes de frontera son 


du 

dr 



0, u(b, 0) =f(0), 0 < 9 < 2tt. 


10. Encuentre la temperatura de estado estable u(r, 9 ) de la 
placa de cuarto de cfrculo que muestra la figura 12.5. 


11. Si las fronteras 9 = 0 y 9 = 77/2 de la figura 12.5 estan 
aisladas, tenemos entonces 
du 
d9 


= 0 , 


9 = 0 


du 

d9 


= 0 . 


9 = tt/ 2 


Determine la temperatura de estado estable si 


u 



1 , 

0 , 


0 < 9 < 7i/4 

7t/4 < 0 < 77. 



Figura 12.5 PLaca de cuarto de circulo para el problema 10 

12. Encuentre la temperatura de estado estable u(t\ 9) de la 
placa infinita en forma de cuna que muestra la figura 
12.6. [Sugerencia: Suponga que la temperatura esta aco- 
tadaamedidaque nOyr^ oo.] 



Figura 12.6 Placa infinita para eL problema 12 

13. Determine la temperatura de estado estable u(r, 0 ) de un 
anillo semicircular si 

u{a, 9) = 9 (tt — 9), u(b , 9) = 0, 0 < 9 < tt 
u(r, 0) = 0, u(r, 77 ) = 0, a < r < b. 


14. Determine la temperatura de estado estable u(r, 0 ) de 
una placa semicircular de radio r = 1 si 

u( 1, 9) = u 0 , 0 < 0 < 77 

u(t; 0) = 0, u(r, 77 ) = u 0 , 0 < r < 1, 

donde u 0 es una constante. 


15. Encuentre la temperatura de estado estable u(r, 0) de 
una placa semicircular de radio r = 2 si 


u 



u 0 , 

0 , 


0 < 9 < 7r/2 
77/2 < 0 < 77 , 


donde u 0 es una constante y las orillas 9 = 0 y 0 = 77 
estan aisladas. 


Tareas para el laboratorio de computo 

16. a) Determine la solucion de la serie para u{r, 9) del 
ejemplo 1 cuando 


u 



100 , 

0, 


0 < 9 < 77 

77 < 9 < 277. 


(Consulte el problema 1.) 

b) Utilice un CAS, o una herramienta de graficacion, 
para elaborar la grafica de la suma parcial S 5 (r, 9) 
que consta de los primeros cinco terminos diferen- 
tes de cero de la solucion encontrada en el inciso a) 
para r = 0.9, r = 0.7, r = 0.5, r = 0.3 y r = 0.1. 
Sobreponga las graficas en los nrismos ejes coorde- 
nados. 


c) Aproxime las temperaturas u( 0.9, 1.3), m( 0.7, 2), 
w(0.5, 3.5), m( 0.3, 4), «(0.1, 5.5). Despues, aproxime 
w(0.9, 277 - 1.3), «(0.7, 277 - 2), «(0.5, 2 t 7 - 3.5), 
u( 0.3, 277 - 4), k(0.1, 2t7 - 5.5). 

cl) ^Cual es la temperatura en el centra de la placa circu¬ 
lar? pPor que es apropiado llamarle a este valor 
temperatura promedio de la placa? [Sugerencia: 
Considere las graficas del inciso b ) y los numeros 
del inciso c).] 


Problema de analisis 

17. Considere el anillo que muestra la figura 12.4. Analice 
como puede calcularse la temperatura de estado estable 
u(r, 9) cuando las condiciones de frontera son u{a, 9) = 
f(0),u(b,0) = g(0),O<0<2TT. 


12.1 Problemas en coordenadas polares 
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Problemas en coordenadas polares 
y cilindricas: funciones de Bessel 



Figura 12.7 DespLazamiento 
inicial de la membrana circular del 
ejemplo 1 


■ Introduction En esta seccion vamos a considerar problemas de valores en la fron- 
tera que involucran las formas de las ecuaciones de calor y de onda en coordenadas 
polares y una forma de la ecuacion de Laplace en coordenadas cilmdricas. Existe algo 
en comun entre los ejemplos y ejercicios de esta seccion: cada problema de valor en la 
frontera posee simetrfa radial. 


I Simetria radial Las ecuaciones bidimensionales de calor y de onda 


f d 2 u 

d 2 u\ 

du 

,/ d 2 u 

d 2 u\ 

k\ -T + 

— 

= — y 

a 2 \ —r 

H-y I 

\dx 2 

dy) 

dt 

\dx 2 

dy J 


expresadas en coordenadas polares son, a su vez, 


( d 2 u 

1 du 

1 d 2 u\ 

du 

n ( d 2 u 

1 du 

1 d 2 u\ 

I —7 

-+ -r—r 

— - y 

« — T + 

-+ 

\dr 2 

r dr 

r de v 

dt y 

\dr 2 

r dr 

r 2 de 2 ) 


d 2 u 

dr 2 ’ 


( 1 ) 


donde u = u(r, 6 , t). Para resolver un problema de valor en la frontera, donde se involu¬ 
cre cualquiera de estas ecuaciones, mediante la separation de variables debemos definir 
u = R(r)®{6)T(t). Como en la seccion 11.8, este supuesto nos lleva a series infinitas 
multiples. Observe el problema 15 de los ejercicios 12.2. En el analisis desarrollado a 
continuation se consideraran los mas simples, pero tambien importantes, problemas que 
poseen simetria radial, esto es, problemas en los que la funcion desconocida u es inde- 
pendiente de la coordenada angular 0. En este caso, las ecuaciones de calor y de onda 
presentadas en (1) toman a su vez las formas 

f d 2 u 1 du\ du d 2 U 1 du \ d 2 u 

y 0 ~[ —V d-~ ) = — y, (2) 

\dr~ r dr) dt \dr r dr) dr 

donde u = u(r, t). Se dice que las vibraciones descritas mediante la segunda ecuacion de 

(2) son vibraciones radiales. 

El primer ejemplo tiene que ver con las vibraciones radiales no amortiguadas de una 
membrana circular delgada. Suponemos desplazamientos pequenos y el movimiento es 
tal que cada punto de la membrana se mueve en direction perpendicular al piano xy (vi¬ 
braciones transversales), esto es, el eje u es perpendicular al piano xy. Un modelo ffsico a 
tener en mente durante el analisis de este ejemplo es un tambor vibratorio. 


Ejemplo 1 Vibraciones radiaLes de una membrana circular 
Encontrar el desplazamiento u{r, t) de una membrana circular de radio c, sujeta por su 
circunferencia, si el desplazamiento inicial es f(r) y la velocidad inicial g(r). Consulte la 
figura 12.7. 


Solution El problema de valores en la frontera a resolver es 


d 2 u 1 du 


dr 


r dr 


d 2 u 


a \ —r H-I = —y, 0 < r < c, t > 0 


u(c, t) = 0, 
u{r, 0) =/(r), 


dr 
t> o 
du 
dt 


= g{r), 0 < r < c. 


Al sustituir u = R{r)T{t) en la ecuacion diferencial parcial y separando variables obte- 
nemos 


R" +-R' 
r 

R 




a 2 T 


-A. 


(3) 
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Observe en (3) que regresamos a nuestra acostumbrada constante de separation —A. Las 
dos ecuaciones obtenidas a partir de (3) son 

rR" + R' + XrR = 0 (4) 

y T" + a 2 \T = 0. (5) 

Debido a la naturaleza vibratoria del problema, la ecuacion (5) sugiere que usemos sola- 
mente A = a 2 >0, a>0. Ahora (4) no es una ecuacion de Cauchy-Euler, pero es la ecua¬ 
cion diferencial parametrica de Bessel de orden v = 0, esto es, rR" + R' + ocrR = 0. 
A partir de la expresion (13) dada en la section 5.3, la solution general de la ultima 
ecuacion es 

R = c 1 7 0 (ar) + c 2 Y Q (ar). (6) 

La solution general de la ya conocida ecuacion (5) es 

T = c 3 cos aat + c 4 sen aat. 

Recuerde que la funcion de Bessel del segundo tipo de orden cero tiene la propiedad de 
que Y 0 (ar) —» — oo conforme r —» 0 + , por ello el supuesto implfcito de que el desplaza- 
miento u(r, t) debe estar acotado en /• = 0 nos obliga a definir c 2 = 0 en (6). Por lo tanto, 
R = cMar). 

Como la condition de frontera u(c, t) = 0 es equivalente a R(c) = 0, debemos tener 
Cj/far) = 0. Descartamos c, = 0 (porque nos llevarfa a una solution trivial de la ecua¬ 
cion diferencial partial), en consecuencia 

J 0 (ac) = 0. (7) 

Si x„ = a. n c son las raices positivas de (7), entonces a n = xjc y los valores propios del 
problema son A„ = oc n = x 2 Jc 2 y las funciones propias son c 1 7 0 (a, I r). Las soluciones pro- 
ducto que satisfacen la ecuacion diferencial partial y la condition limltrofe son 

u n = R(r)T(t) = ( A n cos aa n t + B n sen aa n t)J 0 (a n r), (8) 

donde se ha llevado a cabo la acostumbrada reasignacion de constantes. Por lo tanto, el 
principio de superposition nos da 

OO 

)J 0 (a„r). (9) 

n=l 

Las condiciones iniciales dadas determinan los coeficientes A„ y B n . 

Fijamos el valor de t = 0 en (9) y utilizando n(r, 0) = f(r) obtenemos 

OO 

f(r) = ^A n J 0 (a n r). (10) 

n= 1 


Este ultimo resultado puede identificarse como el desarrollo de Fourier-Bessel de la 
funcion/en el intervalo (0, c). De modo que mediante una comparacion directa de las 
expresiones (7) y (10) con (7) y (15) de la section 10.6, podemos identificar los coefi¬ 
cientes A n con aquellos proporcionados en (16) de la section 10.6: 


A„ = 


c 2 Jf(a„c) 


rJa{a n r)f{r) dr. 


( 11 ) 


A continuation, diferenciamos (9) respecto a t, fijamos el valor de t = 0 y utilizamos 
u,(r , 0) = g(r): 


g(r) = ^aa n B n J 0 {a„r). 

n= 1 

Este es ahora el desarrollo de Fourier-Bessel de la funcion g. Por identification del coefi- 
ciente total aa„B„ con (16) de la section 10.6 podemos escribir 


B„ = 


aa n c 2 jj(a n c) J Q 


rJo(a„r)g(r) dr. 


( 12 ) 
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a) 



n — 2 

b) 



n = 3 
c ) 


Figura 12.8 Ondas estacionarias 


Por ultimo, la solucion del problema de valores en la frontera dado es la serie (9) con los 
coeficientes A„ y B„ definidos en(ll)y(12). 

I Ondas estacionarias De manera analoga a (8) de la seccion 11.4, las soluciones 
producto (8) se llaman ondas estacionarias. Para n = 1, 2, 3, ..., las ondas estaciona¬ 
rias son, en esencia, la grafica de J 0 (a n r ) con la amplitud variante en el tiempo 

A„ cos aa n t + B n sen aa n t. 

Las ondas estacionarias a distintos valores de tiempo se representan mediante las grafi- 
cas en llnea discontinua de la figura 12.8. En el intervalo (0, c), los ceros de cada onda 
estacionaria son las rafces de J 0 (a n r) = 0 y corresponden al conjunto de puntos de una 
onda estacionaria donde no hay movimiento. A este conjunto de puntos se le llama linea 
nodal. Si (como en el ejemplo 1) las rafces positivas de J 0 (<x„c) = 0 se expresan median¬ 
te x n , entonces x n = a n c que implica x n = ajc y, en consecuencia, los ceros de las ondas 
estacionarias son determinados a partir de 

M a n r ) = /o ("f r ) = °‘ 

Ahora, de la tabla 5.2, los primeros tres ceros positivos de J 0 son (de manera aproxima- 
da) x l = 2.4, x 2 = 5.5 yx 3 = 8.7. Por lo tanto, n = 1, la primera rafz positiva de 

r = 2.4 o r = c. 

Como estamos buscando ceros de las ondas estacionarias en el intervalo abierto (0, c), 
el ultimo resultado significa que la primera onda estacionaria no tiene lfnea nodal. Para 
n = 2, las primeras dos rafces positivas de 

(xn \ 5.5 5.5 

J 0 I -r J = 0 estan determinadas a partir de — r = 2.4 y — r = 5.5. 


*1 


2.4 

7 0 l — r I = 0 es — 


Por lo tanto, la segunda onda estacionaria tiene una lfnea nodal defmida por r = x i clx 2 
= 2.4c/5.5. Observe que r ~ 0.44c < c. Para n = 3, un analisis similar muestra la exis¬ 
tence de dos lfneas nodales defmidas por r = x x dx 3 = 2.4c/8.7 y r = x 2 c/x 3 = 5.5c/8.7. 
En general, la enesima onda estacionaria tiene n — 1 lfneas nodales r = jqc/.r,,, r = x 2 d 
x n ,r = x n t clx n . Como r = constante es la ecuacion de un cfrculo en coordenadas po- 
lares, en la figura 12.8 vemos que las lfneas nodales de una onda estacionaria son cfrculos 
concentricos. 


■ Uso de la computadora En el modelo resuelto en el ejemplo 1, mediante el uso de la 
herramienta de animacion de un CAS, es posible observar el efecto de un solo tambor. En el 
problema 14 de los ejercicios 12.2 se pide al lector calcular la solucion dada en (6) cuando 


c = 1 ,f(r) = 0 


y 



0 < r < b 
b < r < 1 


Algunas tomas de la “pelfcula” del tambor vibrador se muestran en la figura 12.9. 



Figura 12.9 Tomas de "peLicula" en un CAS 
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■ El laplaciano en coordenadas cilindricas En la figura 12.10 podemos observar 
que la relation entre las coordenadas cilindricas de un punto en el espacio y sus coorde¬ 
nadas rectangulares esta dada por 

x = r cos 0, y = r sen d, z = z. 

A partir de la deduction del laplaciano en coordenadas polares (vea la section 12.1), de 
inmediato es posible deducir que el laplaciano de una funcion u en coordenadas cilin¬ 
dricas es 



1 du 1 d 2 u d 2 u 
r dr r 2 dO 2 dz 2 


Ejemplo2 Temperaturas estables en un cilindro circular 
Encontrar la temperatura de estado estable en el cilindro circular que muestra la figura 
12 . 11 . 


Solution Las condiciones de frontera sugieren que la temperatura u posee simetrla 
radial. De acuerdo con eso, u(r, z) se determina a partir de 


d 2 u 1 du d 2 u 
dr~ r dr dz 2 


0 < r< 2, 0 < z< 4 


u(2, z) = 0, 0 < z < 4 


u(r, 0) = 0, u(r, 4) = u 0 , 0 < r < 2. 


(x, y, z) o 



Figura 12.10 Las coordenadas 
cilindricas de un punto (x, y, z ) son 
(r, 0, z ) 



Utilizamos u = R(r)Z(z.) y separamos variables para obtener 


y 


R" + V 

r Z" _ 

R Z 

rR" + R' + A rR = 0 

Z" - AZ = 0. 


Figura 12.11 Cilindro finito del 
ejemplo 2 


(13) 

(14) 

(15) 


Mediante la selection de A = a 2 > 0, a > 0, la solution de (14) es 


R(r) = cMar ) + c 2 Y 0 (ar), 


y, puesto que la solution de (15) esta defmida en el intervalo finito [0, 2], escribimos su 
solution general como 

Z(z) = c 3 cosh az + c 4 senh az. 


Asi como en el ejemplo 1, el supuesto de que la temperatura u esta acotada en r = 0 obli- 
ga a que c 2 = 0. La condition u( 2, z) = 0 implica que R( 2) = 0. Esta ecuacion, 

J 0 {2a) = 0, (16) 

define los valores propios positivos A„ = a \ del problema. Por ultimo, Z(0) = 0 implica 
que c 3 = 0. Entonces tenemos R = c t J 0 (a n r), Z = c 4 senh a n z, 

u n = R(r)Z(z) = A n senh a„zJ 0 {a n r) 


y 


oo 

u(r, z) = 2 A n senh a n zJ 0 (a n r). 

n= 1 


La condicion de frontera restante en z = 4 nos da entonces la serie de Fourier-Bessel 


OO 

«o = 2 K senh 4 a n J 0 (a n r), 

n= 1 
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de tal forma que, en vista de (16), los coeficientes estan definidos por la expresion (16) de 
la seccion 10.6, 

2 M 0 


A„ senh 4a,, = 


" 02 ,2 


2 2 J\{2a n ) Jo 


rJ 0 (a„r) dr. 


Para evaluar la ultima integral, primero utilizamos la sustitucion / = a n r, seguida de 

d r . ._ 

— [tJ l (t) ] = tJ 0 (t). A partir de 


obtenemos 


Uq 

A„ senh 4a„ = —-- 

2a n Jj{2a n ) 


A„ = 


J o 


a n 

J.[tJl(t)]dt = “ Q y 
dt a n J 1 [2a n ) 


u 0 


a n senh4a„/ 1 (2a„) 
Por ultimo, la temperatura del cilindro es 

senh a n z 


M 0 2 


j a n senh 4a lt (2a n ) 


J 0 (a„r). 


EJERCICIOS 12.2 Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-28. 


1. Encuentre el desplazamiento u(r, t) del ejemplo 1 si/(r) 
= 0 y a la membrana circular se le imprime una veloci- 
dad inicial con direction hacia arriba. 

2. Una membrana circular de radio unitario esta sujeta a lo 
largo de su circunferencia. Encuentre el desplazamiento 
u(r, t) si la membrana se empieza a mover desde el reposo 
con un desplazamiento initial/(r) = 1 — r 2 , 0 < r < 1. 
[Sugerencia: Consulte el problema 10 de los ejercicios 
10 . 6 .] 

3. Determine la temperatura de estado estable u(r, z) en el 
cilindro del ejemplo 2 si las condiciones de frontera son 
u( 2, z) = 0, 0 < z < 4, u(t ; 0) = u 0 , u(r, 4) = 0, 0 < r < 2. 

4. Si la cara lateral del cilindro del ejemplo 2 esta aislada, 
entonces 


= 0, 0 < z < 4. 

r= 2 

a) Encuentre la temperatura de estado estable u(r, z) 
cuando u(r, 4) = f(r), 0 < r < 2. 

b) Demuestre que la temperatura de estado estable de- 
terminada en el inciso a) se simplifica a u(r, z ) = 
n 0 z/4 cuando/(r) = u 0 . [Sugerencia: Utilice (11) de 
la seccion 10.6.] 


du 

dr 


5. La temperatura de una placa circular con radio c esta de- 
terminada a partir del problema de valor en la frontera 

a 2 „ 1 a„\ du 

dt’ 


d z u 1 du 
dr 2 r dr 


0 < r < c, t > 0 


u(c, t) = 0, t > 0 


u(r, 0) = f(r), 0 < r < c. 

Despeje u(r, t). 

6 . Resuelva el problema 5 si la orilla r = c de la placa se 
encuentra aislada. 


7. Cuando existe transferencia de calor desde la pared late¬ 
ral de un cilindro infinito de radio unitario (vea la figura 
12 .12) hacia el medio circundante con temperatura de 
cero, la temperatura dentro del cilindro esta determinada 
por 


d~u 1 du 


dr 2 


r dr 


du 


k[—r+ -—) = — 0 < r < l, t > 0 


dt 


du 

dr 


= —hu( 1, t), h > 0, t > 0 


u(r, 0) =/(/'), 0 < r < 1. 


Despeje u(r, t). 



Figura 12.12 Cilindro infinito del problema 7 


8 . Determine la temperatura de estado estable u(r, z) para 
un cilindro semiinfmito de radio unitario (z > 0) cuan¬ 
do existe transferencia de calor desde la cara lateral 
hacia el medio circundante con temperatura de cero y si 
la temperatura de la base z = 0 se mantiene constante 
como u 0 . 
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9. Una placa circular esta compuesta por dos materiales 
distintos en forma de cfrculos concentricos. Consulte la 
figura 12.13. En la placa, la temperatura esta determina- 
da por el problema de valor en la frontera 


d 2 u 1 du 

- 9 ^- 

dr" r dr 


du 

dt’ 


0 < r < 2, t > 0 


u{ 2, t) = 100, t > 0 


u 



200 , 

100 , 


0 < r < 1 
1 < r < 2. 


Encuentre el valor de u(r, t). [Sugerencici: Sea u(r, t ) = 
v{r, t) + 4*(r).] 



Figura 12.13 Placa circular del problema 9 


10. Resuelva el problema de valor en la frontera 
d 2 u 1 du du 

TTV ^ . f P = T7> 0<r<l,f>0, /3. e s una 

dr" r dr dt 

constante 


n(l, t) = 0, t > 0 


u{r, 0) = 0, 0 < r < 1. 


11. El desplazamiento horizontal u(x, t) de una pesada cade- 
na de longitud L que oscila en un piano vertical satisface 
la ecuacion diferencial parcial 


8 



d 2 u 

—., 0 < x < L,t > 0. 
dt 2 


Vea la figura 12.14. 

a ) Utilice —A como constante de separacion para de- 
mostrar que la ecuacion diferencial ordinaria en la 
variable espacial x es xX" + X' + \X = 0. Resuelva 
esta ecuacion mediante la sustitucion x = t 2 /4. 

b) Utilice el resultado del inciso a ) para resolver la 
ecuacion diferencial parcial dada y sujeta a 

u(L, t) = 0, t > 0 

= 0, 0 < x < L. 

1 = 0 


, , , , du 

u{x,0) =f{x),r-~ 
dt 


[Sugerencia: Suponga que las oscilaciones en el 
extremo libre x = 0 son finitas.] 



Figura 12.14 Cadena osdlatoria del problema 11 


12. En este problema consideramos el caso general (esto es, 
dependiente de 6) de una membrana circular vibratoria 
de radio c: 


d 2 u 1 du 1 d 2 u 


d 2 u 


a"\ —r H-P ——t I = — x, 0 < r < c, t > 0 

\dr r dr r d0 2 J dt 2 

u(c, 6, t) = 0, 0 < 6 < 2tt, t > 0 

u(r, 6, 0) = f(r, 9) , 0 < r < c, 0 < 9 < 2tt 


= g(r, 9), 0 < r < c, 0 < 9 < 2tt. 

1 = 0 

a ) Suponga que u = R(r)&(6)T(t) y las constantes de 
separacion son —A y — v. Demuestre que las ecua- 
ciones diferenciales separadas son 

T" + a 2 \T = 0, ©" + i'© = 0 
r 2 R" + rR' + (A r 2 - v)R = 0. 

b) Con A = a 2 y v = /3 2 resuelva las ecuaciones sepa¬ 
radas del inciso a). 

c ) Demuestre que los valores propios y las funciones 
propias del problema son los siguientes: 

Valores propios: v = n,n = 0, 1, 2,...; 
funciones propias: 1, cos nd, sen nO. 

Valores propios: A m - = x ni lc, i = 1,2,..., donde, 
para cada n, x ni son las rafces positivas de 7„(Ac) 
= 0; funciones propias: J n (\ ni r) = 0. 

d ) Utilice el principio de superposicion para determi- 
nar la solucion de series multiples. No evalue los 
coeficientes. 


du 

dt 


Tareas para el laboratorio de computo 

13. a) Considere el ejemplo 1 con a = 1, c = 10, g(r) = 0, 
y/(r) = 1 — r/10, 0 < r < 10. Utilice un CAS como 
ayuda para encontrar los valores numericos de los 
primeros tres valores propios A h A 2 , A 3 del proble¬ 
ma de valor en la frontera y los primeros tres coefi¬ 
cientes A h A 2 , A 3 de la solucion u{r, t) dada en (6). 
Escriba la tercera suma parcial S 3 (r, t) de la solucion 
serie. 

b ) Utilice un CAS para trazar la grafica de S 3 (r, t) para 
t = 0, 4, 10, 12, 20. 


12.2 Problemas en coordenadas poLares y cilindricas: funciones de Bessel 
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14. Resuelva el problema 5 bajo las condiciones de frontera 

u(c, t) = 200, u(r, 0) = 0. En estas condiciones espera- 
rfamos de manera intuitiva que en cualquier punto inte¬ 
rior de la placa, u(r, t ) —> 200 conforme t —> Suponga 

c = 10 y que la placa es de hierro fundido, entonces 
k = 0.1 (aproximadamente). Utilice un CAS como ayuda 
para encontrar los valores numericos de los primeros 
cinco valores propios A b A 2 , A 3 , A 4 , A 5 del problema de 
valor en la frontera y de los cinco coeficientes A u A 2 , A 3 , 
A 4 , A s en la solucion u(r, t). Exprese la solucion aproxi- 
mada correspondiente por medio de S 5 (r, t). Grafique 
S 5 ( 5, t) y S 5 (0, t ) en un intervalo lo suficientemente gran¬ 
de 0 < t < T. Utilice las graficas de S 5 (5, I) y 5 5 (0, t) 
para estimar los tiempos (en segundos) para los cuales 
u( 5, t) ~ 100 y n(0, t)~ 100. Repita para u( 5, t) ~ 200 
y n(0, t) ~ 200. 

15. Considere un tambor idealizado que consista en una 
delgada membrana estirada sobre un marco circular de 
radio unitario. Cuando se golpea el tambor en su centra, 
escuchamos un sonido descrito con frecuencia como un 
ruido soldo mas que como un tono melodico. Podemos 
modelar un golpe del tambor utilizando el problema de 
valor en la frontera resuelto en el ejemplo 1. 

a) Encuentre la solucion u(r, t) dada en (6) cuando c = 1, 
m = 0, y 



b) Demuestre que la frecuencia de la onda estacionaria 
u n (r, t ) es f n = flA„/27r, donde A n es el /i-esimo cero 
positivo de J 0 (x). A diferencia del resultado de la 
ecuacion de onda unidimensional estudiada en la 
seccion 11.4, las frecuencias no son enteros mul¬ 
tiples de la frecuencia fundamental/!. Demuestre 
que/ 2 ~ 2.295/! y/ 3 ~ 3.598/i. Decimos que el so¬ 
nido producido por el tambor genera sobretonos 
no armonicos. Como consecuencia, la funcion de 
desplazamiento u(r, t) es no periodica, y asf nuestro 
tambor ideal no puede general' un tono sostenido. 

c) Sean a = 1, i = | y v 0 = lenla solucion del inci- 
so a). Utilice un CAS para graficar la quinta suma 
parcial S 5 (r, t) para los tiempos t = 0, 0.1, 0.2, 0.3, 
..., 5.9, 6.0 en el intervalo — 1 < r < 1. Use la 
herramienta de animacion de su sistema de computo 
para generar una “pelicula” de estas vibraciones. 

d) Para hacer el reto aun mayor, utilice las herramien- 
tas de graficacion 3D de su CAS para realizar una 
pelicula del movimiento del tambor circular que 
aparece en la seccion transversal del inciso c). 
[Sugerencia: Existen varias maneras de proceder. 
Para un tiempo fijo, grafique ya sea u en funcion de x 
y y utilizando r = v? + y 2 o emplee la funcion 
equivalente en el programa Mathematica llamada 
CylindricalPlot3D] 



Figura 12.15 Las coordenadas 
esfericas del punto (x, y, z) son 
(r, 6, <(>) 


Problemas en coordenadas esfericas: 
polinomios de Legendre. 

I Introduccion En esta seccion continuamos nuestro analisis de los problemas de va¬ 
lores en la frontera en diferentes sistemas coordenados. Aqui vamos a analizar problemas 
que involucren las ecuaciones de calor, de onda y de Laplace en coordenadas esfericas. 


■ Laplaciano en coordenadas esfericas Tal como indica la figura 12.15, un punto 
en el espacio tridimensional se describe en terminos de coordenadas rectangulares y es¬ 
fericas. Las coordenadas rectangulares x,yyz del punto se encuentran relacionadas con 
sus coordenadas esfericas r, 0 y cj) mediante las ecuaciones 

x = r sen 0 cos cj), y = r sen 6 sen cj), z=r cos 6. (1) 


Si utilizamos las ecuaciones incluidas en (1), es posible demostrar que en el sistema de 
coordenadas esfericas el laplaciano V 2 n es 


V 2 m = 


+ 


1 


d 2 i 'xl 

a u lou 

H— o " 


cot# du 


r 2 sen 2 0 d (/>" r 2 dO 2 


( 2 ) 


Como usted se podra imaginar, los problemas involucrados con la ecuacion (1) pueden 
resultar muy complejos. En consecuencia, solamente se consideraran algunos de los pro¬ 
blemas mas sencillos que sean independientes del angulo azimutal <l>. 

Nuestro primer ejemplo es el problema de Dirichlet para una esfera. 
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Ejemplo 1 Temperaturas estables en una esfera 

Calcular la temperatura de estado estable u(r, 9) para la esfera que se muestra en la figura 
12.16. 


Solution La temperatura esta determinada a partir de 
d 2 u 2 du 1 d 2 u cot 9 du 

—r H-1 —7 —t H- 9 -= 0, 0 < r < c, 0 < 0 < 7r 

dr 2 r dr r 2 d9 2 r 2 d0 

u(c, 6 ) = f(9), 0 <6 <rr. 

Si u = R(r)®(9), la ecuacion diferencial parcial se separa como 
r 2 R" + 2rR' 0"+cot0 0' 


R 


0 


= A, 



Figura 12.16 Problema de Dirichlet 
para La esfera del ejemplo 1 


por lo que rR" + 2rR' — \R = 0 (2) 

sen 6 0" + cos 6 0' + A sen 0 0 = 0. (3) 

Despues de sustituir x = cos 0, 0 s 0 < 7r, (3) se convierte en 
. 9 . d 2 © d © 

(1 — x 2 ) — t -2x -+ A© = 0, -1 < x < 1. (4) 

V ’ dx 2 dx 

Esta ultima ecuacion es una forma de la ecuacion de Legendre (consulte el problema 36 de los 
ejercicios 5.3). Ahoralas unicas soluciones de (4) que son continuas y tienen derivadas conti- 
nuas en el intervalo cerrado [—1,1] son los polinomios de Legendre PJx) correspondientes a 
A 2 = n(n + 1), n = 0, 1, 2.Por lo tanto, hacemos que las soluciones de (3) sean 

© = P n ( cos 6). 

Ademas, cuando A = n(n + 1), la solucion general de la ecuacion de Cauchy-Euler (2) 
es 


R = c/' + c 2 r~ (n+l \ 

Como de nuevo esperamos que u(r, 6 ) este acotada en r = 0, definimos c 2 = 0. Entonces 
u n = A„r"P „(cos 9), y 

OO 

u(r,6) = ^A,,^ cos 0 ). 

n = 0 


En r = c, 


f(e) = IXc-P^cosA). 


Por lo tanto, A n c n son los coeficientes de la serie de Fourier-Legendre (23) de la seccion 
10.5: 


2 n + 1 

A" 2c" 

Se deduce que la solucion es 

'2 n + 1 


f(9)P n ( cos 6) sen 6 d9. 


2 


f(9)P„( cos 9) sen 9 dO )( — ) P„( cos 9). □ 
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EJERCICIOS 12.3 Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-28. 


Resuelva el problema del ejemplo 1 si 



0 < 8 < 7r/2 
tt/2 < 8 < tt. 


Escriba los primeros cuatro terminos diferentes de cero 
de la solution serie. [Sugerencia: Vea el ejemplo 3 de la 
section 12.6.] 


2. La solution u(r, 8 ) del ejemplo 1 pudo interpretarse 
tambien como el potential dentro de la esfera debido a 
una distribution de carga f(8) en su superficie. Calcule 
el potential fuera de la esfera. 

3. Encuentre la solution del problema del ejemplo 1 si 
f(8) = cos 8, 0 < 9 < tt. [Sugerencia: P,(cos 8) = cos 8. 
Utilice la ortogonalidad.] 


4. Encuentre la solution del problema del ejemplo 1 si f(8) 
= 1 — cos 28, 0 < 8 < 77. [Sugerencia: Consulte el pro¬ 
blema 16, ejercicios 10.6.] 

5. Encuentre la temperatura de estado estable u(r, 8) dentro 
de una esfera hueca a < r < b si la superficie interna r = a 
se mantiene a temperatura f(8) y su superficie externa 
r = b se mantiene a cero grados. El primer octante de la 
esfera aparece en la figura 12.17. 



7. Resuelva el problema 6 cuando la base de la semiesfera 
se encuentra aislada; esto es, 


du 

~dd 


= 0, 0 < r < c. 


0 —7t/2 

8 . Resuelva el problema 6 para r > c. 

9. La temperatura en funcion del tiempo dentro de una 
esfera con radio unitario se determina a partir de 

d 2 u 2 du du 

—t H- = — , 0 < r < 1 , t > 0 

dr~ r dr dt 

u(\, 0=100, 7 > 0 

u(r, 0) = 0, 0 < r < 1. 


Despeje u(r, t). [Sugerencia: Compruebe que el lado 
izquierdo de la ecuacion diferencial partial puede es- 

1 d 2 

cnbirse como — — ru ). Sea ru{r, t ) = v(r, t) + 4*( r )- 
Utilice unicamente funciones acotadas conforme r —> 0.] 


10. Una esfera solida uniforme de radio 1 que tiene tempera¬ 
tura inicial constante u 0 se deja caer en un recipiente de 
grandes dimensiones que contiene un fluido a temperatu¬ 
ra constante u l (u l > u 0 ) en todo momento. Vea la figura 
12.18. Puesto que existe transferencia de calor a traves 
de la frontera r = 1, la temperatura u(r, t) de la esfera se 
determina a partir del problema de valor en la frontera 


d 2 u 

2 du 

du 

— 

+-= 

— 

dr 2 

r dr 

dt’ 


0 < r < 1, t > 0 


du 


dr 


r= 1 


t ) 


U\), 0 < h < 1 


u(r, 0 ) = u 0 , 0 < r < 1. 


Figura 12.17 Esfera hueca del problema 5 


Despeje u(r, t). [Sugerencia: Proceda como en el proble¬ 
ma 9.] 


6. La temperatura de estado estable para un hemisferio de 
radio r = c se determina mediante 


d 2 u 2 du 1 d 2 u cot 8 du 
dr 2 + r dr + r 2 d8 2 + r 2 d8 


= 0,0 < r < c,0 < 8 < — 
2 



u{c,8) =/(0),O<0<y. 


Despeje u(r, 8). [Sugerencia: P n ( 0) = 0 solamente cuan¬ 
do n es impar. Tambien consulte el problema 18 de los 
ejercicios 10.6.] 



Figura 12.18 Recipiente del probLema 10 
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11. Resuelva el problema de valores en la frontera que invo¬ 
lucre vibraciones esfericas: 


d z u 2 du 


dr 


r dr 


d 2 u 


a \ —r H— — I = —y, 0 < r < c, t > 0 


dr 


u(c, t) = 0, t > 0 


, . , „ du 

“(r, 0) = /(r),- 


= g(r), 0 < r < c. 


[Sugerencia: Escriba el miembro izquierdo de la ecuacion 

, 1 d 2 

diferencial parcial como cr — ,(ru). Seav(r; t) = ru{r, r)-] 

12. Una esfera conductora, de radio r = c, esta aterrizada y 
puesta en un campo electrico uniforme de intensidad E 


en la direccion z. El potencial u(r, 6) fuera de la esfera 
esta determinado a partir del problema de valor en la 
frontera 


d 2 u 2 du 1 d 2 u cot 6 du 
dr 2 r dr r 2 d6 2 r 2 dO 


r > c,Q < 0 < tt 


u(c, 6) = 0, 0 < 0 < TT 

lfm u(r,6) = —Ez = — Er cos 6. 


t 

Demuestre que u(r, 9) = —Er cos 6 + E — cos 6. 


TT 


[Sugerencia: Explique por que 

•*0 


cosfl P n (cos 6) sen 


6 dd = 0 para todos los enteros no negativos excepto 
n = 1. Consulte la expresion (24) en la seccion 10.6.] 


EJERCICIOS DE REPASO DEL CAPITULO 12 Las respuestas a los problemas impares 

seleccionados comienzan en la pagina RESP-28. 


En los problemas 1 y 2, determine la temperatura de estado 
estable u(r , 6) de una placa circular de radio c cuando la tempe¬ 
ratura de la circunferencia es como se indica. 

f ■ f U 0 , 0 < 9 < 77 

1. u(c,d) = < 

{—U 0 , IT < u < 2tt 

(1, 0 < 6 < tt/2 

2. n(c, 6) = \ 0, tt/2 < 0 < 3tt/2 

[l, 3 tt/2<0<2tt 

En los problemas 3 y 4, determine la temperatura de estado 
estable u(r, 6) de una placa semicircular de radio 1 cuando las 
condiciones de frontera son como se indica. 

3. m( 1, 6) = u 0 (tt9 — 0 2 ), 0 < 9 < tt 
u(r, 0) = 0, u{r, tt) = 0, 0 < r < 1 

4 . m( 1,0) = sen 6, 0 < 0 < tt 

u{r, 0) = 0, u(r, tt) = 0, 0 < r < 1 

5. Determine la temperatura de estado estable n(r, 9) de 
una placa semicircular de radio c cuando las fronteras 
9 = 0 y 9 = tt estan aisladas y n(c, 9) = f{9 ), 0 < 9 < tt. 

6. Encuentre la temperatura de estado estable u(i; 9 ) de una 
placa semicircular de radio c cuando la frontera 9 = 0 se 
mantiene a cero grados, la frontera 9 = tt esta aislada, y 
u(c, 9) = f(9 ), 0 < 9 < tt. 

En los problemas 7 y 8, encuentre la temperatura de estado 
estable u(r, 9 ) de la placa mostrada en la figura. 


7. 



Figura 12.19 Placa del problema 7 

8 . 



Figura 12.20 Placa del problema 8 


9. Si las condiciones de frontera de un anillo definido por 
1 < r < 2 son 


k( 1, 9) = sen 2 0, — = 0, 0 < 9 < 2tt, 

dr r=2 


demuestre que la temperatura de estado estable es u{r,9) = 
\ — r 2 + -pj r~ 2 ) cos 29. [Sugerencia: Consulte la 
figura 12.6. Tambien, utilice la identidad sen 2 9 = 1/2 
(1 - cos 20).] 
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10. Determine la temperatura de estado estable u(r, 6) de la 
placa infmita que se muestra en la figura 12.21. 



x Figura 12.21 Placa 
infinita del probLema 10 

11. Suponga que se pierde calor desde las superficies planas 
de un disco unitario circular muy delgado hacia el am- 
biente que tiene temperatura de cero. Si la ley lineal de 
transferencia de calor es aplicada, la ecuacion de calor 
toma la forma 


d 2 u 1 du 


dll 


dr 


H- hu = —, h > 0, 0 < r < 1, t > 0. 

2 r dr dt 


Consulte la figura 12.22. Determine la temperatura u(r, t) 
si la orilla r = 1 se mantiene a temperatura cero y si al 
principio la temperatura de la placa es unitaria en toda la 
superficie. 



12. Suponga que x k es un cero positivo de J 0 . Demuestre que 
una solucion del problema de valores en la frontera 


d 2 ll 1 du' 

7 dr~ r dr, 

w(l, t) = 0, t > 0 


d 2 u 

dt 2 ’ 


u(r,0) = u 0 J 0 (x k r), 


du 

dt 


0 < r < 1, t > 0 


= 0, 0 < r < 1 


es u(r, t ) = UQj 0 (x k r) cos ax k t. 

13. Determine la temperatura de estado estable u(r, z) del 
cilindro mostrado en la figura 12.11 si la cara lateral 
se mantiene a temperatura de cero, la superior z = 4 se 
mantiene a 50° y la base z = 0 esta aislada. 

14. Resuelva el problema de valores en la frontera 

0 < r < 1, 0 < z < 1 


d 2 u 


1 du 

d 2 u 



+ 

-+ 

— 

= o, 

dr 2 


r dr 

dz 2 


du 





— 


= o. 

0 < 

z < l 

dr 

r= 





u(r, 0) = fir), u(i ; 1) = g(r), 0 < r < 1. 

15. Determine la temperatura de estado estable u(r, 0) de 
una esfera de radio unitario si la superficie se mantiene a 

0 < 6 < 7t/2 
7t/2 < 6 < tt. 

[Sugerencia: Consulte el problema 22 de los ejercicios 

10.6.1 


<( 1 > 0 ) = 


f 100, 
l —100, 


16. Resuelva el problema de valores en la frontera 
d 2 u 2 du d 2 u 

—7 H-= — 7 , 0 < r < 1 , t > 0 

dr 2 r dr dt 2 


du 

dr 


<r, 0) = /( r )> T7 

dt 


= 0, t > 0 


= g(r), 0 < r < 1. 


+ orx~u = 0 


[Sugerencia: Proceda como en los problemas 9 y 10 
de los ejercicios 12.3, pero establezca v(r, t) = ru(r, t). 
Consulte la seccion 11.7.] 

17. La funcion u(x) = Y 0 (aa)J 0 (ax) — J 0 (aa)Y 0 (ax), a > 0 
es una solucion de la ecuacion parametrica de Bessel 

7 d 2 u du 

x —7 + x — 
dx dx 

en el intervalo a < x < L Si los valores propios A„ = a 2 , 
estan definidos mediante las raices positivas de la ecuacion 
Y 0 (aa)J 0 (ab) — J 0 (aa)Y 0 (ab ) = 0, 
demuestre que las funciones 

ujx) = Y 0 (a m a)J 0 (a ln x ) - J 0 (a„,a)Y 0 (a ln x) 
u n {x) = Y Q ia n a)J Q {a„x) - J 0 (a n a)Y 0 (a,pc) 
son ortogonales con respecto a la funcion peso p(x) = x 
en el intervalo [a, b]\ esto es, 

b 

xu m {x)u„{x) dx = 0, m n. 

[Sugerencia: Lleve a cabo el procedimiento de la pagina 
514.] 

18. Utilice los resultados del ejercicio 17 para resolver el 
siguiente problema de valores en la frontera para la tem¬ 
peratura u(r, t) de un anillo: 

d 2 u 1 du du 

— 7 H-= —, a < r < b, f>0 

dr~ r dr dt 

u{a, t) = 0, u(b, t) = 0, t > 0 

u(t; 0) = f{r), a < r < b. 

19. Analice como resolver 

d 2 u 1 du d 2 u 

—7 3- 1 - 7 =0, 0<r<c,0<z<L 

dr 2 r dr dz 

en las condiciones de frontera que se proporcionan en la 
figura 12.23. 

u =fir) 
en z = L 


u - h(z) 
en r = c""^. 



V 2 u = 0 


u = g(r) 
en z = 0 


Figura 12.23 Cilindro del 
problema 19 

20. Genere sus propios conceptos y calcule u(r, z) en el pro¬ 
blema 19. [ Sugerencia : Repase (11) en la seccion 10.5.] 
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C A P I T U L 0 



Metodo de la transformada 
integral 


| Estructura del capi'tulo 

13.1 Funcion de error 

13.2 ApLicaciones de La transformada de Laplace 

13.3 Integral de Fourier 

13.4 Transformadas de Fourier 

13.5 Transformada rapida de Fourier 
Ejercicios de repaso del capitulo 13 


El metodo de separacion de variables que empleamos en los 
capitulos 11 y 12 es poderoso, mas no universalmente aplicable 
para resolver problemas de valores en la frontera. Si la ecuacion 
diferencial parcial que estamos tratando es no homogenea, si 
las condiciones de frontera son dependientes del tiempo, o si el 
dominio de la variable espacial es infinito (-oc, oo), o semiinfinito 
(a, oo), debemos ser capaces de utilizar una transformada integral 
para resolver el problema. En la seccion 13.2 resolveremos 
problemas que involucran las ecuaciones de calory las de onda 
mediante la ya conocida transformada de Laplace. En la seccion 
13.4 presentaremos y utilizaremos tres nuevas transformadas 
integrales: las transformadas de Fourier. 
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13.1 Funcion de error 


I Introduction En matematicas existe una gran cantidad de funciones que se definen 
mediante una integral. Por ejemplo, en rnuchos libros de calculo tradicionales, el logaritmo 

1 

natural se define como: In x = Jj - dt, x > 0. En capftulos anteriores ya hemos visto. 


aunque de manera breve, la funcion de error erf (x), la funcion de error complementa- 
ria erfc(x), la funcion integral seno Si(x), la integral seno de Fresnel S(x) y la funcion 
gamma T(a); todas estas funciones estan definidas en terminos de una integral. Antes 
de aplicar la transformada de Laplace a problemas de valores en la frontera, necesita- 
mos conocer un poco mas acerca de la funcion de error y de la funcion de error com- 
plementaria. En esta seccion analizamos las graficas y algunas de las propiedades mas 
evidentes de erf(x) y erfc(x). 


■ Propiedades y graficas De la ecuacion (14) presentada en la seccion 2.3, recuerde 
que las definiciones de funcion de error erf(x) y funcion de error complementaria 
erfc(x) son, respectivamente. 



erf (x) 


y 


77 


0 


du. 


( 1 ) 


Con ayuda de coordenadas polares se puede demostrar que 

n> 00 


e " du = 


77 


O 


J o 


e " du = 1. 


77 J 0 


Por lo tanto, a partir de la propiedad del intervalo aditivo de las integrates definidas, el 
ultimo resultado es lo mismo que 


e " du + 


e " du 


= 1 


77 L J Q 

Lo anterior demuestra que erf(x) y erfc(x) estan relacionadas mediante la identidad 

erf(x) + erfc(x) =1. (2) 


Figura 13.1 Graficas de erf(x) 
y erfc(x) para x > 0 


Las graficas de erf(x) y erfc(x) para x > 0 estan dadas en la figura 13.1. Observe que 
erf(0) = 0, erfc(O) = 1, y que erf(x) —* 1, erfc(x) —> 0 conforme x —> oo. 

Otros valores numericos de erf(x) y erfc(x) pueden obtenerse desde un CAS o me¬ 
diante el uso de tablas. En las tablas, a menudo la funcion de error se denomina integral 
de probabilidad. El dominio de erf(x) y erfc(x) es (—oo, oo). En el problema 11 de los 
ejercicios 13.1 se le solicita obtener la grafica de cada funcion incluida en este intervalo 
y deducir algunas propiedades adicionales. 

La tabla 13.1, transformadas de Laplace, sera de utilidad en los ejercicios de la si- 
guiente seccion. 


Tabla 13.1 

f(t), a > 0 
1 

1. 


2 . 


££ {/(/)} = F(s) /(f),«> 0 


-a 2 /At 


7Tt 


3. erfc 


(ay) 


Vs 


— _e~" 2 / 4 ' 


4. 2 


5. e ab e‘ 


a 

2 Vt- 


-ci\fs 


^jl_ g-a 2 /4r _ Q er f c ^ 

, ’ 2 ' erf c^bVt 4— 

' erfc( bVt 4-p) 4- erfc( r 

V 2 W V2V/ 


6. -e ab e b2 ‘ 


2{fm = F(s) 

e -aVs 



Vs(Vs + b) 

be- aVs 


Vs(Vs + b) 
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Comentarios 


Las demostraciones de los resultados de la tabla 13.1 no se proporcionaran debido a 
que son extensas y complicadas. Por ejemplo, demostrar los enunciados 2 y 3 requiere 
de algunos cambios de variables y el uso del teorema de convolucion. A quienes son 
curiosos, les sugerimos consulten Introduction to the Laplace Transform, por Holl, 
Maple y Vinograde, Appleton-Century-Crofts, 1959, paginas 142 y 143. Una variante 
de este tipo de demostraciones puede obtenerse resolviendo el problema 1 de los ejer- 
cicios 13.1. 


EJERCICIOS 13.1 Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-29. 


1. a) Demuestre que erf (v7) = — 7 = (' — 7 = dr. 

vV° 

b) Utilice el teorema de convolucion y los resultados 
de los problemas 41 y 42 de los ejercicios 4.1 para 
demostrar que 


£{erf{Vt)} = 


1 


sV s + 1 

2. Utilice el resultado del problema 1 para demostrar que 

1 

1-7 

5 


i£{erfc (V^f)} = — 


V7TT 

3. Mediante el uso del problema 1, demuestre que 

i£{e'erf (Vf)} = — -j=~ -■ 

Vj(j - 1) 

4. Utilice el resultado del problema 2 para demostrar que 

^{e'erfc (\/f)} = — y= — y= -. 

\Ts{\Ts + 1 ) 

5. Sean C, G, R y x constantes. Utilice la tabla 13.1 para 
demostrar que 






6 . Sea a una constante. Demuestre que 
senh a\/~s' 




f senh aVvyl 
l s senh \/~s J 


erfl 


2n + 1 + a 

2 Vt 


erfl 


2n + 1 — a 


[Sugerencia: Utilice la definicion exponencial del seno 
hiperbolico. Expanda 1/(1 — 
trica.l 


2 Vt 

icial d< 
s ) en una serie geome- 


7. Utilice la transformada de Laplace y la tabla 13.1 para 
resolver la ecuacion integral 

rt y( T ) 


y(0 = 1 ~ 


dr. 


-0 Vr - t 

8 . Mediante el uso de los enunciados tercero y quinto de la 
tabla 13.1, demuestre el sexto enunciado de la misma tabla. 


r b — 2 V 77" 

9. Demuestre que f a e u du = -[erf(Z?) — erf (a)]. 


10. Demuestre que f e " du = Vtt erf (a). 


Tareas para el laboratorio de computo 

11. Las funciones erf(jc) y erfc(jc) estan definidas para v < 0. 
Utilice un CAS y sobreponga las graficas de erf(jc) y 
erfc(x) sobre los mismos ejes en —10 s x < 10 . ^Las 
graficas tienen alguna simetrfa? Determine x 

erf(x) y Km I ^_ 00 erfc(x)? 


13.2 Aplicaciones de la transformada ^ 

de Laplace 

■ Introduccion En el capftulo 4 definimos la transformada de Laplace de una fun- 
cion f(t), l> 0 , como 




e s, f(t) dt. 


J o 


siempre que la integral impropia converja. Esta integral transforma una luncion f(t) en 
otra funcion F del parametro de transformacion s, es decir, !£ {/(?)} = F(s). La princi¬ 
pal aplicacion de la transformada de Laplace en el capftulo 4 fue la solucion de ciertos 
tipos de problemas de valor inicial que involucraban ecuaciones diferenciales ordinarias 
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lineales con coeficientes constantes. Recuerde que en tales ecuaciones la transformada 
de Laplace reduce la ecuacion diferencial ordinaria a una ecuacion algebraica. En esta 
seccion vamos a aplicar la transformada de Laplace a ecuaciones diferenciales parciales 
lineales. Veremos que esta transformada reduce una ecuacion diferencial parcial a una 
ecuacion diferencial ordinaria. 


■ Transformada de derivadas parciales Los problemas de valores en la frontera 
que se estudian en esta seccion involucran las ecuaciones de calor y las de onda en una 
dimension, o ligeras variaciones de estas ecuaciones. Estas ecuaciones diferenciales par¬ 
ciales involucran una funcion desconocida de dos variables independientes u(x, t). donde 
la variable t representa el tiempo t > 0. Definimos la transformada de Laplace de u{x, t) 
respecto a t usando la expresion 


££{u(x, r)} 


' OO 

e~ s 'u(x, t) dt = U(x, s), 
■'o 


donde x recibe el tratamiento de un parametro. A lo largo de esta seccion se supondra 
que todas las propiedades operativas de las secciones 4.3 y 4.4 se aplican a funciones 
de dos variables. Por ejemplo, mediante el teorema 4.4, la transformada de la derivada 
parcial du/dt es 



= s!£{u(x, r)} — u(x, 0); 


f dll \ 

esto es, 

Ur J 

= sU(x, s) — u(x, 0). 

(1) 

co fd 2 " 1 

De manera similar, 

Ur-J 

= s 2 U(x , s) — su(x, 0) — u,(x, 0). 

(2) 


Como estamos realizando una transformacion respecto a 1 , suponemos que es legftimo 
intercambiar la integration y la diferenciacion en la transformada de d 2 u/dx 2 : 


esto es. 



’OO 

4 


d 2 lt 

dx 2 


dt 


■OO „2 

—2 [e~ s 'u(x, r)] dt 
J 0 dx 


d 2 

dx 2 


e s, u(x, t) dt 

A) 


d 2 

dx 2 


!£{u(x, r)}; 



d 2 U 

"dx 2 ' 


(3) 


En vista de (1) y (2) podemos observar que la transformada de Laplace resulta ade- 
cuada en problemas con condiciones iniciales, es decir, problemas asociados con la 
ecuacion de calor o la ecuacion de onda. 


Ejemplo 1 La transformada de Laplace de una ecuacion diferenciaL parciaL 

, d 2 u d 2 u 

Encuentre la transformada de Laplace de la ecuacion de onda a~ — 2 = — 2 , t > 0. 


dx 2 dt 2 ’ 


SoLucion A partir de (2) y (3), 




se convierte en 


a 2 —j 5£{u(x, r)} = s~iE{u{x, r)} — su{x, 0) — u,{x, 0) 


o bien 


, d 2 U , . . . . 

a" —j— s U = —su(x, 0) — m ,( x , 0). 
dx 


(4) □ 
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La transformada de Laplace con respecto a t de la ecuacion de onda o de la de calor 
elimina dicha variable; y para las ecuaciones en una dimension, las ecuaciones trans- 
formadas son entonces ecuaciones diferencicdes ordinarias en la variable espacial x. A1 
resolver una ecuacion transformada, se trata a s como parametro. 


Ejemplo 2 

Uso de la transformada de Laplace para resolver un problema 
de valores en La frontera 

Resuelva 

d 2 u d 2 u 

, = ,, 0 < 
dx 2 dt~ 

x < 1, t > 0 

sujeta a 

o 

A 

o' 

II 

's 

o' 

II 

o 

v Ss 


du 

n(x, 0) = 0, — 

dt 

= sen ttx, 0 < x < 1. 

7 = 0 


Solution La ecuacion diferencial partial se puede reconocer como la ecuacion de onda 
con a = 1. A partir de (4) y de las condiciones iniciales dadas, la ecuacion transformada es 

d 2 U 

—; — s U = — semrx, (5) 

dx 2 

donde U(x, s) = i£{u{x, t)\. Puesto que las condiciones de frontera son funciones de /, 
debemos calcular tambien sus transformadas de Laplace: 

££{w(0,0} = U(0,s) = 0 y ^{w(l, t)} = t/(l, s) = 0. (6) 

Los resultados obtenidos en (6) son condiciones de frontera para la ecuacion diferencial 
ordinaria (5). Como (5) esta definida en un intervalo finito, su funcion complementaria es 

U c (x, s) = C\ cosh sx + c 2 senh sx. 

El metodo de coeficientes indeterminados nos da una solution particular 


U p (x, s ) 


1 

~ sen itx. 

S 2 + 77 2 


De aquf que 


U(x, s) = c l cosh sx + c 2 senh sx + 


S 2 + 7 T 2 


sen 7 tx. 


Sin embargo, las condiciones (7(0, s) = 0 y (7(1, ,s) = 0 dan como resultado, c, = 0 y 
c 2 = 0, respectivamente. Concluimos que 


U(x, s) = 


i(x, t) = 


1 


S + 73 


sen 7 tx 


if 1 1 1 cn— I f 77 1 

s -z -r sen 7 Tx}= — sen 7 tx tB < -z - z >. 

[s- + TT 2 J 77 U + 77 2 J 


1 

Por lo tanto, u(x, t ) = sen ttx sen 7 rt. 

77 


Ejemplo 3 Uso de La transformada de Laplace para resolver un problema de 
valores en La frontera 

Una cadena muy larga se encuentra inicialmente en reposo en el eje x no negativo. La 
cadena esta anclada en x = 0 y su lejano extremo derecho se desliza hacia abajo sin fric¬ 
tion sobre un soporte vertical. La cadena se pone en movimiento dejando que caiga por 
su propio peso. Determine el desplazamiento n(x, t). 


Solution Como se toma en cuenta la fuerza de gravedad, es posible demostrar que la 
ecuacion de onda tiene la forma 


a 


2 


d 2 u 

dx 2 


~ 8 = 


d 2 u 

dt 2 ’ 


x > 0, t > 0. 
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Las condiciones inicial y de frontera son, respectivamente, 


u( 0, t) = 0, 


u(x, 0) = 0, 


du 

lfm — = 0, t > 0 

x —>00 dx 


du 

dt 


= 0, x > 0. 


La segunda condicion de frontera lfm v _ >oc du/dx = 0 indica que la cadena es horizontal a 
una distancia mayor desde el extremo izquierdo. Ahora, a partir de (2) y (3), 




se convierte en 


d 2 U g 


dx 


-= s 2 U — su{x , 0) — u,(x, 0) 


o, en vista de las condiciones iniciales, 

d 2 U s 2 ^ g 

dx 2 a 2 a 2 s 

Las transformadas de las condiciones de frontera son 


:( llm = Un 

x —>oo dx J X—>< 


dU 


!£{u( 0, 0} = U( 0, s) = 0 y !£ ^ lfm — ^ = lfm —j- = 0. 

Con ayuda de coeficientes indeterminados, es posible deducir que la solucion general de 
la ecuacion transformada es 



Figura 13.2 Cadena larga cayendo 
por su propio peso 


U(x, s) = Cl e- (x ' a)s + c,e {xla)s - ~ v 

s 


La condicion de frontera lfm, >00 dUldx = 0 implica que c 2 = 0 y U( 0, s) = 0 nos da 
q = g/s 3 . Por lo tanto, 


U(x, s) = 4 e- (x/a)s - 4- 

ST S 

Ahora, mediante el teorema de la segunda traslacion se tiene 

r) = 2-{ J e-W* ~ f} = l *(< - j) «(' - f) 


o bien 


i(x, t) = < 


gt , 


0 < t < - 
a 


-A ( 2 “ ? - - y2 )’ f s “• 

)n Cl 



Para interpretar la solucion, supongamos que t > 0 es fijo. Para 0 < i < at, la cadena 
tiene la forma de una parabola que pasa por (0, 0) y (at, —\gt 2 ). Para x > at, la cadena se 
describe mediante la lfnea horizontal u = —\gt 2 . Consulte la figura 13.2. 


Observe que el problema del ejemplo siguiente pudo haberse resuelto mediante el pro- 
cedimiento de la section 11.6. La transformada de Laplace ofrece una solucion altema. 


Ejemplo 4 Una solucion en terminos de erf (x) 


Resuelva la ecuacion de calor 

d 2 ll du 


dx 2 dt ’ 

sujeta a u( 0, t) = 0, 

u(x, 0) = 0, 


0 < x < 1, 

m(1, t) = u 0 , 
0<x< 1. 


t > 0 
t> 0 
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Solution De las ecuaciones (1) y (3) y la condition inicial dada, 


d 2 U 

se convierte en —;— sU = 0. 

dx 2 

Las transformadas de las condiciones de frontera son 
U( 0, s) = 0 y 


Mn 

m, .v) = 

s 


(7) 


( 8 ) 


Puesto que estamos interesados en un intervalo finito en el eje x optamos por escribir la 
solucion general de (7) como 

U(x, s) = q cosh (W) + c 2 senh (Vsx). 

Aplicar las dos condiciones de frontera en (8) nos da, respectivamente, q = 0 y 
c 2 = m 0 /(s senh Vs). Por lo tanto, 

senh (Vsx) 

U(x, s) = m 0 -TT^- 

s senh V s 

La transformada inversa de esta ultima funcion no se encuentra en la mayorfa de las 
tablas. Sin embargo, escribiendo 

senh (Vsx) 


e Vsx _ e -Vsx 


e (x-\)Vs _ e -(x+l)Vs 


s senh Vs s(e Vs — e 


s(l 


- a -2Vl 


y utilizando la serie geometrica 


-2 Vs 


= 

n = 0 


—2 ri\/s 


encontramos 


g,-(2 n + 1 ~x)Vs 


~(2n+ 1 +a-)V^ 


senh (Vsx) “ 
s senh Vs 

Si suponemos que la transformada inversa de Laplace puede resolverse termino por ter- 
mino, a partir del enunciado 3 de la tabla 13.1 puede deducirse que 

senh (Vsx)' 


m(x, t) = u 0 i£, 

OO 

= 

n = 0 
oo 

= 


( senh (Vsx) 1 
l s senh Vs J 


X- 1 

^ e -(2n + l-x)Vs^\ 

l 5 i 

erfcj 

'2 n + 1 — xA 

V 2 Vt J 


) ( f,-(2n + l+x)\r^ I 

i-}] 


— erfc 


2n + 1 + x 

2 Vt 


(9) 


La solucion (9) puede volverse a escribir en terminos de la funcion de error utilizando 
erfc(x) = 1 — erf(x): 


m(x, t) = m 0 2 


erf 


2n + 1 + x 

2 Vt 


erf 


2n + 1 — x 

2 Vt 


La figura 13.3a), obtenida con ayuda de la funcion grafica 3D de un CAS, muestra la 
superficie de la region rectangular 0 < x < 1.0 < / < 6 definida mediante la suma parcial 
SjqCx, t) de la solucion (10). A partir de la superficie y de las dos graficas bidimensionales 
que la acompanan, resulta evidente que para un valor especffico de x (la curva de inter¬ 
section de un piano recortando la superficie perpendicular al eje x en el intervalo 0Sx< 
1), la temperatura u{x, t ) aumenta considerablemente hacia un valor constante cuando se 
incrementa el tiempo. Consulte las figuras 13.3h) y c ). Para un tiempo especffico (la curva 
de intersection de un piano recortando la superficie perpendicular en el eje t), la tempera¬ 
tura m(x, t) aumenta de manera natural de 0 a 100. Vea las figuras 13.3<7) y e). 
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a) u 0 = 100 


1 


«(0.2, f) 

100 p-, .... 

80 - 
60 - 
40 - 

20 y- - 

0 12 3 4 5 6 

b)x = 0.2 

u(x , 0.1) 

12( l p---- . - . — . . 

100 - 
80 - 
60 - 
40 - 
20 - 

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 ' 

d) i = 0.1 

Figura 13.3 Grafica de la solucion dada en 
En d ) y e), t se mantiene constante 


u(0.7, t) 



c)x = 0.7 

u(x, 4) 

12(1 .. ... . . . .... . 

100 - 
80 - 
60 - 
40 - 

20 - / 

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 X 

e)t = 4 

. En b) y c), x se mantiene constante. 




EJERCICIOS 13.2 


Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-29. 


En los problemas siguientes utilice las tablas segun sea nece- 
sario. 

1. Una cadena se estira a lo largo del eje x entre (0, 0) y 
( L , 0). Calcule el desplazamiento u(x, t) si la cadena 
parte desde el reposo en la position inicial A sen (ttx/L). 

2. Resuelva el problema de valores en la frontera 

d 2 u d 2 u 


9x 2 dt 2 

w(0, t ) = 0, 


0 < x < 1, f > 0 


u{x, 0) = 0, — 


u( 1, 0 = 0 
du 


dt 


= 2 sen7rx + 4 sen37rjc. 


3. El desplazamiento de una cadena elastica semiinfinita se 
determina a partir de 


d 2 u d 2 u 


, = — 9 , x > 0, t > 0 
dx 2 dt 2 

i(0, t) = f(t), \m\u{x, r)=0, t > 0 


/ , du 

u(x, 0) = 0, — 

dt 


= 0, x > 0. 


Despeje u(x, t). 


4. Resuelva el problema de valores en la frontera del ejer- 
cicio 3 cuando 

, f sen rrt, 0 s t < 1 

/(,) = \o. 

Trace el desplazamiento u(x, t ) para t > 1. 
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5. En el ejemplo 3, calcule el desplazamiento u(x, t) cuan- 
do al extremo izquierdo de la cadena ubicado cn x = 0 
se le imprime un movimiento oscilatorio descrito por 
f(t) = A sen cot. 

6 . El desplazamiento u(x, t) de una cadena accionada por 
una fuerza externa se determina a partir de 

d 2 u d 2 u 

+ sen ttx sencot = 0 < x < 1 , r >0 


n( 0 , t) = 0 , w(l, t) = 0 , t> 0 

= 0, 0 < x < 1. 


, x 5n 

u(x, 0 ) = 0 , — 

dt 


Despeje u(x, t). 

7. Una barra uniforme esta anclada en x = 0 y se encuentra 
inicialmente en reposo. Si una fuerza constante F 0 se 
aplica al extremo libre localizado en x = L, el desplaza¬ 
miento longitudinal u(x, t) de la seccion transversal de la 
barra se determina a partir de 


a 


r. d U d“u 

2 -= — x, 0 < x < L, t > 0 


dx“ 


dr 


u( 0 , t ) = 0 , 

= F 0 , E es una constante, t > 0 


du 
E — 
dx 


x = L 


m(x, 0) = 0, — 
dt 


= 0 , 0 < x < L. 


“) en 


Despeje u(x, t). [Sugerencia: Expanda 1/(1 + e 
una serie geometrica.] 

8 . Una viga elastica uniforme semiinfmita que se mueve a lo 
largo del eje x a velocidad constante — v 0 se detiene al gol- 
pear una pared en el tiempo t = 0. Consulte la figura 13.4. 
El desplazamiento longitudinal u(x, t ) esta determinado por 

, d 2 u d 2 u 

a 2 —7 = — r, x > 0 , t > 0 
dx 2 dt 2 

du 

lfm — = 0 , t > 0 

x— »oo dx 

du 


w(o, t) = o, 
u(x, 0 ) = 0 , 
Despeje n(x, t). 


dt 


= -v„. 


X > 0. 



jc = 0 


Figura 13.4 Viga 
elastica en movimiento 
del problema 8 


9. Resuelva el problema de valores en la frontera 


d"u d u 

—7 = — 7 , x > 0 , t > 0 

dx 2 dt 2 


4(0, t) = 0 , 


u(x, 0) = xe x , — 
v ' dt 


lfmn(x, t) = 0 , t > 0 

X— >oo 

du 

= 0 , x > 0 . 

1 = 0 


10. Resuelva el problema de valores en la frontera 
d 2 u d 2 u 

-7 = —r, X > 0, t > 0 

dx 2 dt 2 

u( 0 , t) = 1 , lfm u(x, t) = 0 , t > 0 


i(x, 0 ) = e x . 


x—>oo 

du 
dt 


= 0 , x > 0 . 


En los problemas del 11 al 18, utilice la transformada de 
Laplace para resolver la ecuacion de calor u xx = n„ x > 0, t > 0 
sujeta a las condiciones dadas. 

11 . n( 0 , t) = u Q , Inn w(x, t) = u lt m(x, 0 ) = u l 

x—>oo 

u (x, t) 

12 . n( 0 , t ) = u 0 , lfm -= n(x, 0 ) = iqx 

x —>oo X 

= u{ 0 , t), lfmw(x, /) = m 0 , n(x, 0 ) = u 0 

x —>oo 

= n(0, t) — 50, lfm «(x, t) = 0, u(x, 0) = 0 


du 

13. — 

dx 

du 

14. — 

dx 


15. n( 0 , t) = /(?), lfm m(x, t) = 0 , m(x, 0 ) = 0 

x —►oo 

[Sugerencia: Utilice el teorema de convolucion.] 

= — f(t ), lfm n(x, t) = 0 , m(x, 0 ) = 0 


du 

16. — 

dx 


17. n(0, t) = 60 + 40 °ll (t — 2), lfm u(x, t ) = 60, 

x— >oo 

m(x, 0) = 60 

0 < t < 1 


18. u( 0 , t) = 


1 20 , 
l 0, 


, lfm u(x, t) = 100 , 

t > 1 x=>oo 


n(x, 0) = 100 

19. Resuelva el problema de valores en la frontera 
d 2 u du 

-r = -, —oo < X < 1, t > 0 

dx 2 dt 


du 

dx 


= 100 — w(l, r), lfm u(x, t) = 0 , t > 0 


u(x, 0 ) = 0 , —oo<x<l. 

20. Demuestre que una solucion del problema de valores en 


la frontera 


d 2 u 


du 


k —7 + r = —, x > 0 , t > 0 

dx 2 dt 

u( 0 , t) = 0 , lfm — = 0 , t > 0 

x—>oo dx 

u(x, 0 ) = 0 , x > 0 , 
donde r es constante, esta dada por 

m(x, t) = rt — r 


erfcf- dr. 

V 2vkr / 


J o 

21. Una varilla de longitud L se mantiene a una temperatura 
constante u 0 en sus extremos x = 0 y x = L. Si la tempe¬ 
ratura inicial de la varilla es u 0 + u 0 sen (xtt/L), resuelva 
la ecuacion de calor u xx = u t , 0 < x < L, t > 0 para la 
temperatura u(x, t). 
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22. Si hay transferencia de calor desde la superficie lateral 
de un alambre delgado de longitud L hacia un medio a 
temperatura constante u m , entonces la ecuacion de calor 
toma la forma 


d~u 

k —t — h(u 
dx 


_ du 
~ dt’ 


0 < x < L, t > 0, 


27. Demuestre que una solucion del problema de valores en 
la frontera 

d 2 u du 

—- — hu = —, x > 0, t > 0, h constante 
dx 2 dt 

u( 0, t) = u 0 , lfm u(x, t) = 0, t > 0 

x —»oo 


donde h es una constante. Determine la temperatura u(x, t) 
si la temperatura inicial es una constante u 0 en todo el 
proceso y los extremos x = 0 y x = L estan aislados. 

23. Una varilla de longitud unitaria esta aislada en x = 0 y 
se mantiene a temperatura de cero en x = 1. Si la tem¬ 
peratura inicial de la varilla es una constante u 0 , resuel- 
va ku xx = u t , 0 < x < 1, t > 0 [para la temperatura u(x, 
t). [ Sugerencia: Expanda 1/(1 + e en una serie 
geometrica.] 


24. Una losa porosa infinita de ancho unitario esta sumergida 
en una solucion cuya concentration constante es c 0 . Una 
sustancia disuelta en la solucion se difunde en la losa. La 
concentration c(x, t) en la losa esta determinada mediante 

d 2 c dc 

D —t = —, 0 < x < 1, t > 0 

dx 2 dt 

c(0, t) = c 0 , c(l, t) = c 0 , t > 0 
c(x, 0) = 0, 0 < x < 1, 


donde D es una constante. Encuentre el valor de c(x, t ). 

25. Una lrnea telefonica muy larga se encuentra inicialmen- 
te a un potencial constante u 0 . Si la h'nea esta aterrizada 
en x = 0 y aislada en su extremo derecho, entonces el 
potencial u(x, t) en un punto x a lo largo de la lrnea en 
el tiempo t esta determinado mediante 

d 2 u du 

— - RC - RGu = 0, x > 0, t > 0 

dx 2 dt 

u(0, t) = 0, lfm — =0, t > 0 

jc—»oo dx 

u(x, 0) = u 0 , x > 0, 

donde R, C y G son constantes conocidas como resis- 
tencia, capacitancia y conductancia, respectivamente. 
Despeje w(x, t ). [Sugerencia: Vea el problema 5 de los 
ejercicios 13.1.] 


26. A partir de t = 0. una carga concentrada de magnitud F 0 
se mueve a velocidad constante v 0 por una cadena semiin- 
finita. En este caso, la ecuacion de onda se convierte en 
, d 2 ll d 2 u 


777 - 7-7 + F 0 8( t ~ — 


dx 


dt 


donde 8(t — x/v 0 ) es la funcion delta de Dirac. Resuelva 
la ecuacion diferencial parcial sujeta a 

m(0, t) = 0, lfmn(x, t) = 0, t > 0 

X—>0 

. . du 

u(x, 0) = 0, — 

dt 

a) cuando v 0 ¥= a 

b) cuando v 0 = a. 


= 0, x > 0 

t =0 


es 


m(x, 0) = 0, x > 0 


u(x, t) 


u 0 x 

27/7rJ 0 


g-ZlT-I 2 /^ 

T 3 ^ 


dr. 


Tareas para el laboratorio de computo 

28. a) La temperatura en un solido semiinfmito esta mode- 
lada mediante el problema de valores en la frontera 

a2. 


d U 


k —T = —. 


x > 0, t > 0 


du 

dx 2 dt' 
u( 0, t) = u 0 , lfmn(x, t) = 0, t > 0 


m(x, 0) = 0, x > 0. 


Encuentre el valor de u(x, t). Utilice la solucion para 
determinar analfticamente el valor de lfm, ^ u(x, t), 
x > 0. 


b ) Utilice un CAS para graficar i/(x, t) en una region 
rectangular OSxS 10, 0 s / < 15. Suponga que 
u 0 = 100 y k = 1. Indique las dos condiciones de 
frontera y la condition inicial de su grafica. Use las 
graficas 2D y 3D de u(x, t ) para comprobar su res- 
puesta al inciso a). 

29. a) En el problema 28, si existe un flujo constante de 
calor hacia el solido en su frontera izquierda, entonces 

du 

la condition de frontera es — = —A, A > 0, i > 0. 

3x^=0 

Encuentre el valor de m(x, t). Utilice la solucion para 
determinar analfticamente el valor de lfm MG0 n(x, 
f), x > 0. 

b) Utilice un CAS para graficar n(x, t) sobre la region 
rectangular O^xS 10, 0 < f < 15. Suponga que 
u 0 = 100 y k = l. Use las graficas 2D y 3D de n(x, t) 
para comprobar su respuesta al inciso a). 


30. Los humanos captamos la mayor parte de la informa¬ 
tion que poseemos del mundo exterior mediante la vista 
y el ofdo. Sin embargo, muchas criaturas utilizan sena- 
les qufmicas como forma principal de comunicacion; 
por ejemplo, las abejas, cuando experimentan un estado 
de alarma, emiten cierta sustancia y agitan sus alas para 
pasar el mensaje a las abejas que atienden a la reina. 
Estos mensajes moleculares entre miembros de una 
misma especie se llaman feromonas. Las senales pueden 
transportarse por el movimiento del aire o del agua, o por 
un proceso de difusion en el que el movimiento aleato- 
rio de moleculas de gas transporta el qufmico lejos de su 
fuente. La figura 13.5 muestra a una hormiga emitiendo 
una alarma qufmica hacia el aire quieto de un tunel. Si 
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c(x, t ) expresa la concentration del quimico a x centime - 
tros de la fuente en el tiempo f, entonces dx, f) satisface 


k 


d 2 c 

dx 2 


—, x > 0, t > 0, 
dt 


y k es una constante positiva. La emision de feromo- 
nas como pulsos discretos da origen a una condition de 
frontera de la forma 


du 


dx 


x = 0 




b) Utilice un CAS para graficar la solution del inciso 
a) para x > 0 en los tiempos t = 0.1, f = 0.5, f = 1, 
t = 2, t = 5. 

c) Para un determinado tiempo t, demuestre que 

J“c (x, t ) dx = Ak. Por lo tanto, Ak representa la 
cantidad total de descarga quimica. 



x 


donde 8(t) es la funcion delta de Dirac. Figura 13 5 H ormigas del problema 30 

a) Resuelva el problema de valores en la frontera si 
ademas se sabe que c(x, 0) = 0, x > 0 y lfm MCO c(x, f) 

= 0, t>0. 


13.3 Integral de Fourier 


■ Introduction En los capitulos anteriores, la serie de Fourier se utilizo para re- 
presentar una funcion/definida en un intervalo/imfo (—p, p ) o (0, L). Cuando/y/' 
son continuas en dicho intervalo finito, una serie de Fourier representa la funcion en 
el intervalo y converge hacia la extension periodica de/fuera del intervalo. De esta 
manera, estamos justificados de afirmar que las series de Fourier solamente se asocian 
con funciones periddicas. Ahora procederemos a deducir, aunque no rigurosamente, una 
forma para representar ciertos tipos de funciones no periddicas que esten definidas en un 
intervalo infinito (—oo, oo) o semiinfinito (0, oo). 

■ De la serie de Fourier a la integral de Fourier Suponga que una funcion/esta 
definida en (— p, p). Si utilizamos las definiciones integrales de los coeficientes (9), (10) 
y (11) de la section 10.2 en la expresion (8) de esa section, entonces la serie de Fourier 
de/en el intervalo es 


/(*) = 


1 

2 p . 


P 1 OO 

fit) dt + - 2 

-p P n= I L 


mr \ ;?7T / r nir \ 

f(t) cos — tdt 1 cos — x + I f(t) sen — t dt Isen 


-p p 

Si establecemos a n = mr/p, A a = a n+l — a n = irip, entonces (1) se convierte en 


(1) 


/ M = 


l 

2tt 


v \ oo 

f(t) dt ) Act + — ^ 


f{t) cos a n t dt 1 cos a lr x + 


f{t ) sen a,/ dt Jsena„x 


~p " 1 ~P ~p 

Ahora vamos a expandir el intervalo (— p, p) haciendo que p —» oo. Como p —> oo implica 

» ^ OO 

que A a —> 0, el limite (2) tiene la forma li'm Aa ^ 0 2j _ F{a„)Aa, la cual sugiere la de¬ 
finition de la integral /” F(a) da. Por lo tanto, si /°°.oo f(t) dt existe, el limite del primer 
termino incluido en (2) es cero y el limite de la suma se convierte en 

/(f) cos at dt jcosax + I /(f) senaf dt jsenax 


Act. (2) 


1 

* oo 

iy 

'tt . 

0 

A. 






da. (3) 


El resultado que se proporciona en (3) se llama integral de Fourier de/en (—oo, oo). 
Tal como senala el resumen siguiente, la estructura basica de la integral de Fourier nos 
recuerda la forma de una serie de Fourier. 
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■ Convergencia de la integral de Fourier Las condiciones suficientes en las que la 
integral de Fourier converge hacia f{x) son similares a, pero ligeramente mas estrictas 
que, las condiciones de la serie de Fourier. 


TEOREMA 13.1 


Condiciones para la convergencia 


Sean/y/' continuas en cada intervalo finito, y sea/absolutamente integrable en 
(— 00 , oo).* Entonces la integral de Fourier de/en el intervalo converge hacia fix) 
en un punto de continuidad. En un punto de discontinuidad, la integral de Fourier 
convergera hacia el promedio 


/(■* + ) +/(■*-) 
2 


donde/(x+) y fix—) expresan el lrmite de/en x desde la derecha y desde la izquier- 
da, respectivamente. 

_ J 


y 

l -- i 

—- 1 - 1 - X 

2 


Figura 13.6 Funcion del ejemplo 
1 definida para (—oo, oo) 


Ejemplo 1 Representacion de la integral de Fourier 

Encuentre la representacion de la integral de Fourier de la funcion 


TO, x < 0 

fix) = < 1, 0 < x < 2 

U, x > 2. 


Solution La funcion cuya grafica se muestra en la figura 13.6 satisface la hipotesis del 
teorema 13.1. En consecuencia, de (5) y (6), tenemos de una vez 


A (a) 


B(a) 


f{x) cos ax dx 


o 

fix) cos ax dx + 

—OO 

sen 2a 

cos ax dx = 

'n 


f[x) cos ax dx + 


a 


'OO 

f{x) cos ax dx 

•*2 


fix) sen ax dx = 


senax dx = 


1 — cos 2a 


J o 


*Esto significa que la integral 


fix)\ dx converge. 
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Por sustitucion de estos coeficientes en (4) obtenemos 


/(•*) = ~ 


sen 2a 


cos ax + 


1 — cos 2 a 


sen ax 


da. 


Cuando hacemos uso de identidades trigonometricas, la ultima integral se simplifica a 


/(*) = - 

77 


sen a cos a(x — 1) 


da. 


(7) □ 


La integral de Fourier puede utilizarse para evaluar integrales. Por ejemplo, en x = 1, 
se deduce a partir del teorema 13.1 que (7) converge hacia/(l); esto es, 


'CO 

■'o 


sen a 
a 



Vale la pena destacar este ultimo resultado ya que no puede obtenerse de la manera 
“usual”; el integrando (sen x)/x no tiene una antiderivada que sea funcion elemental. 


H Integrales seno y coseno Cuando/es una funcion par en el intervalo (—oo, oo), 
entonces el producto/(x) cos ax lo es tambien, mientras que fix) sen ax es una funcion 
impar. Como una consecuencia de la propiedad g) de la seccion 10.3, B(a) = 0, por lo 
que (4) se convierte en 


/(•*) = ~ 

77 


f(t) cos at dt Icos ax da. 


Aquf tambien se ha utilizado la propiedad/) de la seccion 10.3 para escribir 


/(f) cos at dt = 2 /(f) cos at dt. 


De manera similar, cuando/es una funcion impar en (—oo, oo), los productos/(x) cos ax 
y fix) sen ax son funciones impares y pares, respectivamente. Por lo tanto, A(a) = 0 y 


fix) = 


f{t) sen at dt ) sen ax da. 


Presentamos un resumen de lo anterior en la definicion siguiente. 


DEFINICION 13.2 


Integrales seno y coseno de Fourier 


i) La integral de Fourier de una funcion par en el intervalo (—oo, oo) es la integral 
coseno 


( 8 ) 


donde 


(9) 


ii) La integral de Fourier de una funcion impar en el intervalo (—oo, oo) es la inte¬ 
gral seno 


( 10 ) 


donde 


(ID 
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1 



1 

1 

1 

1 

1 

1 

—0 


a 


Figura 13.7 Funcion del ejemplo 
2 definida en el intervalo (— 00 , 00 ) 


Ejemplo 2 Representation mediante la integral coseno 

Encuentre la representacion integral de Fourier de la funcion 



|*| < a 
\x\ > a. 


SoLucion A partir de la figura 13.7 resulta evidente que/es una funcion par. De aqui que 
representamos/mediante la integral coseno de Fourier (8). A partir de (9) obtenemos 


A(a) = 


/(x) cos ax dx = 


/(x) cos ax dx + 


f(x) cos ax dx 


cos ax dx = 


sen aa 


por lo que 


/« = - 


sen aa cos ax 


-da. 


( 12 ) □ 


Las integrales (8) y (10) pueden utilizarse cuando/no es impar ni par y definirse uni- 
camente a la rnitad de la linea (0, 00 ). En este caso, (8) representa a/en el intervalo (0, 
°°) y a su extension par (pero no periodica) hacia (— 00 , 0), mientras que (10) representa 
a/en (0, 00 ) y a su extension impar hacia el intervalo ( — 00 , 0). 



X 


Ejemplo 3 Representaciones mediante las integrales seno y coseno 

Representar/(x) = e~ x , x > 0 a) mediante la integral coseno; b) mediante la integral 
seno. 

SoLucion La grafica de la funcion se proporciona en la figura 13.8. 


Figura 13.8 Funcion del ejemplo 
3 definida en (0, 00 ) 




Figura 13.9 a) es la extension par 
de/; b) es la extension impar de/ 


a) Usamos la integration por partes y encontramos que 


A{a) = 


e *cos ax dx = 


1 


J o 


1 + a 2 


Por lo tanto, la integral coseno de/es 


m = - 


cos ax 
1 + a 2 


da. 


(13) 


b) De manera similar, tenemos 


B(a) = 


e x sen ax dx = 


J o 


1 + a 2 


La integral seno de/es entonces 


/(*) = ~ 


a sen ax 
1 + a 2 


-da. 


(14) 


La figura 13.9 muestra las graficas de las funciones y sus extensiones representadas me¬ 
diante las dos integrales. 


I Forma compleja La integral de Fourier (4) tambien tiene una formulacion com- 
pleja equivalente o formulacion exponencial, esto es analogo a la formulacion comple¬ 
ja de una serie de Fourier (consulte la seccion 10.4). Cuando (5) y (6) son sustituidas en 
(4), entonces 


^ OO OO 

/(x) =— /(f) [ cos at cos ax + sen at sen ax] dt da 

77 lo 1 —00 
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1 

77 

1 

277 

1 

277 

J_ 

277 

J_ 

277 


J 0 -'—oo 
i roo 


—oo — oo 


/(f) cos a(t — x) dt da 
f(t) cos a(t — x) dt da 
/(f) [cos aft — x ) + i sena(f — x)]dt da 

f(t)e‘o{t-x) d{ da 

0 

30 \ 

f(t)e iM dt\e- iax da. 


OO —OO 


(15) 

(16) 

(17) 


Podemos observar que (15) deriva del hecho de que el integrando es una funcion par de 
a. En (16), simplemente hemos sumado un cero al integrando, 

* OO OO 

i fft) sena(f — x)dt da = 0, 

—oo oo 

ya que el integrando es una funcion impar de a. La integral (17) puede expresarse como 


donde 



C(a) = 


C(a)e ,ax da, 

(18) 

f(x)e ,ax dx. 

(19) 


—OO 


Esta ultima forma de la integral de Fourier se utilizara en la siguiente section, cuando 
regresemos al tema de la resolution de problemas de valores en la frontera. 


H Uso de La computadora La convergencia de una integral de Fourier puede estu- 
diarse de manera similar a la graficacion de las sumas parciales de una serie de Fourier. 
Para ilustrar esto, vamos a emplear los resultados de los incisos a) y b) del ejemplo 3. 
Por definition de integral impropia, la representacion de la integral coseno de Fourier de 
f(x) = e~ x , x > 0 en (13) puede escribirse como fix) = lfrn^oo F b (x), donde 


F b(x) 


2 

77 


rb 

Jo 


cos ax 
1 + a 2 


da, 


y a x se le trata como un parametro. De modo similar, la representacion de la integral seno 
de Fourier d ef(x) = e x , x > 0 en (14) puede escribirse como/(i) = Hindoo G b (x), donde 


G b (x) 


2 _ 

77 


rb 

Jo 


a sen ax 
1 + a 2 


da. 


Debido a que las integrales de Fourier (13) y (14) convergen, las graficas de las integra¬ 
tes parciales F b (x) y G h (x) para un valor especffico de b > 0 seran una aproximacion de 
la grafica de/y sus extensiones pares e impares ilustradas en las figuras 13.9«) y b), res- 
pectivamente. Las graficas de F b (x) y G h (x) para b = 20 dadas en la figura 13.10 se obtu- 
vieron mediante el uso de Mathematica y su aplicacion llamada NIntegrate. Consulte el 
problema 21 de los ejercicios 13.3. 


1.5 

1 

0.5 


-0.5 

-1 

-3-2-1 0 1 2 3 

a) G 2 oCt) 




b)F 2 oM 


Figura 13.10 Graficas de Las 
integrates parciales 


EJERCICIOS 13.3 Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-29. 


En los problemas del 1 al 6, encuentre la representacion de la 
integral de Fourier para la funcion dada. 


L m 


{ 0, x<-\ 

-1, —1 < jc < 0 

2, 0 < x < 1 

0, x > 1 


2. fix) 


3. fix) 


0, X < 77 

4, 77 < X < 277 

0, X > 277 

0, x < 0 

x, 0 < x < 3 

0, x > 3 
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4. 


5. 


fix) = 


0 , 

senx, 


fix) = 



x < 0 

0 — X — 77 

X > 77 

X < 0 

6 . 

x> 0 


/« = 



W < 1 
W > i 


En los problemas del 7 al 12, utilice la integral seno o la coseno 
adecuada para representar la funcion que se proporciona. 


[Sugerencia: a es una variable de prueba en la inte¬ 
gration.] 

senfct 

b) Demuestre que, en general, para k > 0, I - dx 

J 0 x 

77 u 

~~ 2 ' 

20. Utilice la forma compleja (15) para calcular la represen¬ 
tation de la integral de Fourier de/(x) = e / Demuestre 
que el resultado es el mismo obtenido en (8). 


7- fix) 


' 0, x < — 1 

—5, — 1 < x < 0 

5, 0 < x < 1 

,0, x > 1 


8. /(x) 


9 - m 


( 0, |x| < 1 

S 77, 1 < |x| < 2 

{ o, |x| > 2 



\X\ < 77 
|x| > 77 


10. /(x) = 



|X| < 77 
|X| > 77 


11. fix) = e w senx 


12. f(x) = xe M 


En los problemas del 13 al 16, encuentre las representaciones 
como una integral seno o una coseno de la funcion dada. 

13. fix) = e - **, k> 0,x>0 14. fix) = e x - e~ 3j: ,x>0 
15. fix) = xe~ 2x , x > 0 16. fix) = e~ x cos x, x > 0 


En los problemas 17 y 18, resuelva la ecuacion integral dada 
para la funcion/. 


17 . 


18. 


fix) cos ax dx = e “ 


fix) sen ax dx 


-{J 


0 < a < 1 
a > 1 


19. a) Utilice (7) para demostrar que 


■'o 


sen 2x 77 

- dx = —. 

x 2 


Tareas para el laboratorio de computo 

21. Mientras que la integral (12) pudo graficarse de igual 
manera a como se estudio en la pagina 597 para obtener 
la figura 13.10, esta puede expresarse tambien en terrni- 
nos de una funcion especial que es parte de un CAS. 

a) Utilice una identidad trigonometrica para demostrar 
que una forma alterna de la representacion de la in¬ 
tegral de Fourier (12) de la funcion/del ejemplo 2 
(con a = 1) es 

sena(x + 1) — sena(x — 1) 

- da. 

a 

b) Como una consecuencia de la parte a), fix) = lfm, 

donde i_>0 ° 



F b(x) = ~ 


sena/x + 1) — sena(x — 1) 


da. 


Demuestre que la ultima integral puede escribirse 
como 

F b(x) = ~[Si(fc(x + 1)) - Si(£>(x - 1))], 


donde Si(x) es la funcion integral seno. Consulte el 
problema 49 de los ejercicios 2.3. 

c) Utilice un CAS y la forma integral seno que se obtu- 
vo en el inciso b ) para graficar Ffx) en el intervalo 
—3 ^ x £ 3 para b = 4, 6 y 15. Despues, grafique 
F h (x) para valores mayores de b > 0. 


I 


13.4 Transformadas de Fourier 


I ! Introduction Hasta el momenta, solo hemos estudiado y utilizado una transfor- 
mada integral: la transformada de Laplace. Sin embargo, en la section 13.3 estudiamos 
que la integral de Fourier tenia tres formas alternas: la integral coseno, la integral seno, 
y la forma compleja o la exponential. En esta section consideraremos estas tres formas 
de la integral de Fourier y las desarrollaremos en tres nuevas transformadas integrates 
llamadas transformadas de Fourier. Ademas, ampliaremos el concepto de un par de 
transformation, esto es, una transformada integral y su inversa. Asimismo, se podra ver 
que la inversa de una transformada integral es, en si misma, otra transformada integral. 

■ Pares de transformation La transformada de Laplace F(s) de una funcion ///) esta 
definida mediante una integral; sin embargo, hasta el momento, hemos estado usando 
la representacion simbolica/(0 = !£~ l {Fis)} para expresar la transformada inversa de 
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Laplace de F(s). En realidad, la transformada inversa de Laplace tambien es una trans 
formada integral. Si 


W)} 


'OO 

e st f(t) dt = F(s), 

^0 


(1) 


entonces, la transformada inversa de Laplace es 


2 _1 {F( 5 )} 


1 

277i 


' y + too 

e s, F{s)ds =f(t). 

y — ioo 


( 2 ) 


La ultima integral se llama integral de contorno; su evaluation requiere el uso de varia¬ 
bles complejas y su analisis queda mas alia del alcance del presente estudio. El tema a 
tratar aqui es: las transformadas integrales aparecen como pares de transformacion. Si 
trans formamos/Yx) en F(a) mediante la transformada integral 


F{a) 


rh 

f(x) K ( a , x) dx, 


(3) 


entonces la funcion/puede recuperarse mediante otra transformada integral 


/ M 


rb 

F(a) H (a, x) da, 


(4) 


llamada transformada inversa. Las funciones Ky H presentes en el integrando de (3) 
y (4) se llaman micleos de sus respectivas transformadas. Identificamos a K(s, t) = e " 
como el nucleo de la transformada de Laplace, y a H(s, t) = F'llrri como el nucleo de la 
transformada inversa de Laplace. 


■ Pares de transformacion de Fourier La integral de Fourier es la fuente de tres 
nuevas transformadas integrales. Las ecuaciones (8) y (9), (10) y (11), y (18) y (19) de 
la seccion anterior nos impulsan a definir los siguientes pares de transformacion de 
Fourier. 


DEFINICION 13.3 


Pares de transformacion de Fourier 


i) Transformadas de Fourier: 


dx = t(a) 


Transformada inversa 
de Fourier: 


ii) Transformada seno 
de Fourier: 


Transformada seno 
inversa de Fourier: 


Hi) Transformada coseno 
de Fourier: 


Transformada coseno 
inversa de Fourier: 


7(ff 1 = — F(a)e~ mx da = f(x) 


(5) 

( 6 ) 


(7) 




( 8 ) 


3S ax dx = F(a) 


r u r — 


(xx aoi — 


(9) 


( 10 ) 
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I Existencia Las condiciones en las cuales (5), (7) y (9) existen son mas estrictas que las 
de la transformada de Laplace. Por ejemplo, el lector debe comprobar que IF{1}, 8F,{ 1} y 
3F C { 1} no existan. Las condiciones suficientes para que existan son que /sea absoluta- 
mente integrable en el intervalo apropiado y que/y/' sean continuas en cada intervalo 
finito. 

■ Propiedades de operacion Puesto que el objetivo inmediato es aplicar estas nue- 
vas transformadas a problemas de valores en la frontera, necesitamos examinar las trans- 
formadas de derivadas. 

Transformada de Fourier 

Suponga que/es continua y absolutamente integrable en el intervalo (—oo, oo) y que 
/' es continua en cada intervalo finito. S i fix) -^Oa medida que x —* ±oo, entonces la 
integracion por partes nos da 


§?{/'«} = f'{x)e ia *dx 


= /(•*)< 


/(. x)e ,ax dx 


f{x)e ,OLX dx\ 


esto es, 2F {f'(x)} = — iaF(a). (11) 

De manera similar, bajo los supuestos adicionales de que/' es continua en (—oo, oo), 
/"( x) es continua en cada intervalo finito, y f'(x) —¥ 0 conforme x —> ± oo, tenemos 

®{f"(x )} = {-iaf ®{f(x)} = —a 2 F(a). (12) 


Es muy importante estar conscientes de que las transformadas seno y coseno no son 
apropiadas para transformar la primera derivada (o, para el caso, cualquier derivada de 
orden impar). Se puede demostrar facilmente que 

9M/'MJ = ~a® c {f(x)} y 9U/'(x)} = a9%{/(x)} -/(0). 

La dificultad es evidente; la transformada de/'(x) no esta expresada en terminos de la 
transformada integral original. 

Transformada seno de Fourier 

Suponga que/y/' son continuas, que/es absolutamente integrable en el intervalo [0, oo), 
y que/" es continua en todos los intervalos finitos. Si/—> 0 y/' —> 0 conforme x —» oo, 
entonces 


9 ’ s {f" (x)} = /" (x) sen ax dx 


= /' (x) sen ax 



OO 

/(x) cos ax 

+ a 

- 

0 


/' (x) cos ax dx 
f{x) sen ax dx 


esto es. 


= «/(0) - a 2 & s {f(x)}\ 

9f s {/"(x)} = - a 2 F(a ) + af( 0). 


(13) 


Transformada coseno de Fourier 

Bajo los mismos supuestos que nos llevaron a (9) encontramos que la transformada co¬ 
seno de Fourier de/"(x) es 

9 ? c {/"(x)} = —a 2 F(a) —/'(0). (14) 
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Una pregunta natural es: “^Como sabemos cual transformada utilizar en un determi- 
nado problema de valores en la frontera?” Resulta evidente que, para usar una transfor¬ 
mada de Fourier, el dominio de la variable a eliminar debe ser (— 00 , 00 ). Para utilizar la 
transformada seno o la coseno, el dominio de al menos una de las variables del problema 
debe ser [0, 00 ). Sin embargo, el factor determinante al optar por la transformada seno o 
la coseno es el tipo de condicion de frontera especificada en el cero. 

En los ejemplos dados a continuation, supondremos, sin mayor comentario, que tanto u 
como du/dx (o du/dy ) se aproximan a cero a medida que x —* ± 00 . Esto no es una restric¬ 
tion significativa ya que estas condiciones son validas en la mayorfa de las aplicaciones. 



iComo sabemos que 
transformada utilizar? 


Ejemplo 1 Uso de La transformada de Fourier 

d 2 ll du 

Resuelva la ecuacion de calor k —r = —. —00 < x < 00 , t > 0, suieta a 

djt 2 dt 


u{x, 0) =f(x), donde f(x) = 


f Mo> M < 1 

lo. 


W > L 


Solution El problema puede interpretarse como el calculo de la temperatura u(x, t ) en 
una varilla infinita. Como el dominio de x es el intervalo infinite (— 00 , 00 ) utilizamos la 
transformada de Fourier (5) y definimos 


u(x, i)e iax dx = U(a, t). 


2F{rr(x, f)} = 

Transformar la ecuacion diferencial parcial y utilizar (12) 




nos da 


dU dU . 

—ka~U(a, t ) = — o-h ka 2 U(a, t) = 0. 

dt dt 


Resolvemos la ultima ecuacion para obtener U(a, t) = ce ka2 ‘. Ahora la transformada de 
la condicion inicial es 


8F{m(jc, 0)} = 


f(x) e ,ax dx = 


u 0 e' ax dx = u 0 


sen a 

Este resultado es lo mismo que U(a, 0) = 2 u 0 -. Aplicando esta condicion a la solu¬ 

tion U(a, t) nos da U(a, 0) = c = (2 u 0 sen a)/a, por lo que 


U(a, t ) = 2m 0 


sen a 


A partir de la integral de inversion (6) es posible deducir que 


u(x, t) = 


M 0 


sen a 


~ka 2 t —iax 


e~ iax da. 


La ultima expresion puede simplificarse de alguna manera mediante la formula de Euler 


cos ax — i sen ax y observando que 


sen a 


-ka 2 t 


sen ax da = 0 puesto que 


el integrando es una funcion impar de a. Asf, por ultimo, tenemos 

sen a cos ax 


, N MQ 

u(x, t) = — 


da. 


(15) □ 


Se deja al lector la demostracion de que la solution (15) puede expresarse en termi- 
nos de la funcion de error. Consulte el problema 23 de los ejercicios 13.4. 
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Ejemplo 2 Uso de La transformada coseno 

La temperatura constante de una placa semiinfmita esta determinada por 
d 2 u d 2 u 

-^ + -^=0, 0 < X < 7T, y > 0 

dx dy 

u( 0, y) = 0, u(tt, y) = e~ y , y > 0 
= 0, 0 < x < TT. 

y=0 

Encuentre el valor de u(x, y). 


du 

dy 


Solucion El dominio de la variable y la condition prescrita en y = 0 indican que se 
puede aplicar la transformada coseno de Fourier al problema. Defmimos, 


® c {u(x,y)} 


' OO 

u (x, y) cos ay dy = U(x, a). 
■'o 


En vista de (14), 
se convierte en 



= 3lL0} 


d 2 U , , , d 2 U , 

—^— a 2 U(x, a) — u y (x, 0) = 0 o — j — a'U = 0. 
dx dx 

Puesto que el dominio de x es un intervalo finito, optamos por escribir la solucion de la 
ecuacion diferencial ordinaria como 


U(x, a) = cq cosh ax + c 2 senh ax. (16) 

Ahora, ‘3* c {u(0, y)} = <F C { 0} y <F c {u(tt, y)} = “S* c {e~ y ] son, a la vez, equivalentes a 

1 

17(0, a) = 0 y t/(ir, a) = -- 

1 + or 

Cuando aplicamos estas ultimas condiciones, la solucion (16) nos da C[ = 0 y c 2 = 
1/[(1 + a 2 ) senh air]. Por lo tanto. 


U(x, a) = 


senh ax 


(1 + a 2 ) senh«7r ’ 
de modo que, a partir de (10), llegamos al siguiente resultado: 


u(x, y) = ~ 


senhax 


(1 + or) senharr 


cos ay da. 


(17) 


Si en el ejemplo 2 se hubiera dado u(x, 0) en lugar de u y (x, 0), entonces la transforma¬ 
da seno hubiera resultado mas apropiada. 


EJERCICIOS 13.4 Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-30. 


En los problemas del 1 al 21, utilice las transformadas integra- 
les de Fourier de esta seccion para resolver el problema de va- 
lores en la frontera que se plantea. Formule supuestos respecto 
a los acotamientos donde sea necesario. 

d 2 u du 

1. k —r = —, —oo < x < oo, t > 0 
dx 2 dt 

u(x, 0) = e' x \ —oo < x < oo 


d 2 u du 

2. k —r = - , —oo < x < oo, t > 0 
dx 2 dt 


u(x, 0) 


0, x < -1 

-100, -1 < x < 0 

100, 0 < x < 1 

0, x > 1 
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3. Determine la temperatura u(x, t) en una varilla semiinfi- 
nita si u( 0, t) = u 0 , t > 0 y u(x, 0) = 0, x > 0. 


d 2 u d 2 u 

16. -r H-r = 0, 0<V<7T, y>0 

dx 2 dy 2 


4. Con el resultado 


sen ax i t 

- da = — , x > 0, demuestre 

a 2 


m(0, y) = f(y), y 
dx 


que la solucion del problema 3 puede escribirse como 


= 0, y > 0 


u{x, t) = Uq 


2 u 0 


sen crx 


<?“*“' da. 


du 

dy 


= 0, 0 < X < 77" 


y = 0 


5. Determine la temperatura u(x, t ) en una varilla semiinfi- 
nita si u{ 0, t) = 0, t > 0, y 

0 < x < 1 

x > 1. 


w(x, 0) = 


I 1 ' 

10 , 


6. Resuelva el problema 3 si en la frontera izquierda la 
condicion es 

du 

= —A, t > 0. 

x = 0 


dx 


7. Resuelva el problema 5 si el extremo x = 0 esta aislado. 

8. Determine la temperatura u(x, t) de una varilla semiinfi- 
nita si w(0, t ) = 1, t > 0 y u(x, 0) = e x , x > 0. 

, d 2 u du 

9. a) a~ —r = —, —oo < x < oo, t > 0 


dx 2 dt 


u(x, 0) = f(x). 


du 

dt 


= g(x ), —OO < X < 00 


b ) Si g(x) = 0, demuestre que la solucion del inciso 
a) puede escribirse como u(x, t ) = \[f{x + at) + 
fix ~ at)]. 

10. Calcule el desplazamiento u(x, t) de una cadena semiin- 
finita si 


m(0, t) = 0, 1 > 0 


u(x, 0) = xe x . 


du 

dt 


= 0, x > 0. 


11. Resuelva el problema del ejemplo 2 si se invirtieran las 
condiciones de frontera en x = 0 y x = tv. 

u{ 0, y) = e~ y , m(tt, y) = 0, y > 0. 

12. Resuelva el problema del ejemplo 2 si la condicion de 
frontera en y = 0 es u(x, 0) = 1,0 < x < rr. 

13. Determine la temperatura de estado estable u(x, y) de 
una placa definida por x a 0, y & 0 si la frontera x = 0 
esta aislada y, en y = 0, 

. . [50, 0 < x < 1 

it(x, 0) = s 

v ’ l 0, x > 1. 

14. Resuelva el problema 13 si la condicion de frontera en 

x = 0 es m(0, y) = 0, y > 0. 

d 2 u d 2 u 

15. — + —r=0, x > 0, 0 < y < 2 
dx 2 dy 2 

u( 0, y) = 0, 0 < y < 2 

m(x, 0) = fix), u{x, 2) = 0, x > 0 


En los problemas 17 y 18, determine la temperatura de estado 
estable u(x, y) de la placa mostrada en la figura. [Sugerencia: 
Una forma de proceder es expresar los problemas 17 y 18 como 
dos o tres problemas de valores en la frontera, respectivamente. 
Utilice el principio de superposicion (consulte la section 11.5).] 

17 . 


Figura 13.11 Placa del problema 17 

18 . 


u = (K 


u= 100 


4 


■o“T 




u = e~y 


re- 


u =f(x) 

Figura 13.12 Placa del problema 18 

19. Utilice el resultado ^f , {e^’ r i Ap } = 2 \[tt pe^ pa para 
solver el problema de valores en la frontera 

d 2 u du 

k -r = —, —oo < X < 00, t > 0 

dx 2 dt 

u{x, 0) = e~ x ', —oo < x < oo. 

20. Si S r {f(x)} = F(a) y ^{gfx)} = G(a), entonces el teo- 
rema de convolucion para la transformada de Fourier 
esta dado por 

f(T)g(* ~ r)dr = l {F(a)G(a )}. 

O 

Utilice este resultado y la transformada 2F{e ~' ,IAp } del 
problema 19 para demostrar que una solucion del pro¬ 
blema de valores en la frontera 

d 2 u du 

k —r = —, — oo < x < oo, t > 0 
dx 2 dt 

u(x, 0) = /(x), —oo < x < oo 


w(x, t) = 


1 


2V& 


f(T)e-i x - T)2/4k ' dr. 
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21. Utilice la transformada '.¥{e ~ xl / 4p2 j del problema 19 para 
encontrar la temperatura de estado estable u(x, y ) en la 
tira infinita que se muestra en la figura 13.13. 


23. Utilice el problema 20, el cambio de variables v = (x — t)/2 
Vfcf, y el problema 9 de los ejercicios 13.1, para demos- 
trar que la solucion del ejemplo 1 puede expresarse como 



Figura 13.13 Placa del probLema 21 


22. La solucion del problema 14 puede integrarse. Utilice 
los enunciados 42 y 43 de la tabla del apendice III para 
demostrar que 


u(x,y) 


100 x 1 x + 1 1 x — 1 

- arctan-arctan-arctan- 

77 [ y 2 y 2 y 


u(x, t) 


Mq 

2 


erf 


x + 1 

•2 Vkt- 



Tareas para el laboratorio de computo 

24. Suponga que u 0 = 100 y k = 1 en la solucion del proble¬ 
ma 23. Utilice un CAS para graficar u{x, t ) en la region 
rectangular —4 < r < 4, 0 s / < 6. Use una grafica 2D 
y sobreponga las graficas de m(x, t) para t = 0.05, 0.125, 
0.5, 1, 2, 4, 6, y 15 en el intervalo —4 < x < 4. Emplee 
las graficas para formular un juicio acerca de los valores 
de lfm M0C) u{x, t) y lfm^o, m(x, t). Luego demuestre ana- 
llticamente estos resultados utilizando las propiedades 
de erf(x). 


13.5 Transformada rapida de Fourier 



Figura 13.14 Muestreo de una 
funcion continua 


I Introd uccion Considere una funcion/que este definida y sea continua en el intervalo 
[0, 2 p]. Si Xq, x,, x 2 , ..., x„, ... son puntos uniformemente espaciados en el intervalo, 
entonces se dice que los valores funcionales correspondientes/ 0 ,/,/ 2 ,..., /„,... mostra- 
dos en la figura 13.14 representan un muestreo discrete de la funcion/. La nocion de las 
muestras discretas de una funcion es importante en el analisis de senales continuas. 

En esta seccion, la forma compleja o exponencial de la serie de Fourier juega un papel 
muy importante. Se recomienda efectuar un repaso de la seccion 10.4. 


I Transformada discreta de Fourier Considere una funcion/definida en el intervalo 
[0, 2 p], En la seccion 10.4, a partir de la expresion (11), estudiamos que/puede escribir- 
se como una serie compleja de Fourier, 


f(x) 


OO 

2 c„e"“" A donde c„ 

n = —oo 


l 

2 p 


• 2 P 

f(x)e~ inw! dx, 

■*0 


( 1 ) 


donde u> = IttUp = trip es la frecuencia angular fundamental y 2 p es el periodo funda¬ 
mental. Sin embargo, en el caso discreto, la entrada es/ 0 ,/j,/ 2 , ..., que son los valores 
de la funcion/en puntos uniformemente espaciados x = nT, n = 0, 1, 2,.... El numero 
T se llama velocidad de muestreo o longitud del intervalo de muestreo.* Si/es continua 
en T, entonces la muestra de/en T esta definida como el producto/(x)S(.r — T), donde 
8(x — T) es la funcion delta de Dirac (vea la seccion 4.5). Podemos entonces representar 
esta version discreta de/, o serial discreta, como la suma de impulsos unitarios que ac- 
tuan sobre la funcion en x = nT: 


2 /(x)<5(x - nT). 


Si aplicamos la transformada de Fourier a la serial discreta (2), tenemos 

" oo OO 

2 f(x)8(x — nT)e iax dx. 


( 2 ) 


(3) 


*Observe que el simbolo T utilizado aquf no tiene el mismo significado que en la seccion 10.4. 
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Mediante la propiedad de analisis de la funcion delta de Dirac (vea los Comentarios in- 
cluidos al final de la section 4.5), (3) es lo mismo que 

OO 

F(a) = 2 f(nT)e ianT . (4) 

n= —oo 

La expresion F(a) en (4) se llama transformada discreta de Fourier (DFT) de la fun¬ 
cion/. En (4), a menudo escribimos los coeficientes/(«7) como/(n) o /,. Tambien vale 
la pena observar que debido a que e ,ax es periodica en a y e' aT = e '(“ r+27r ) = 
solamente es necesario considerar la funcion para a en [0, 2tt/T]. Sea A = 277/7’. Esto 
coloca a x en el intervalo [0, 2 tt|. Por lo tanto, debido a que muestreamos sobre un perio- 
do, la suma en (4) es realmente finita. 

Ahora considere los valores funcionales/(x) en puntos A uniformemente espaciados, 
x = nT, n = 0, 1,2,..., A — 1, en el intervalo [0, 2 rr], esto es,/ 0 ,/ b / 2 , ..., f N ~ 1 - Usando 

estos A terminos, la serie discreta (finita) de Fourier/(x) = V c n e mx nos da 

= —on 


fo = c 0 + tie' 10 

+ c 2 e‘-° + ■■■ 

+ 

fi = c 0 + 

+ c 2 e iMN +■■■ 

+ c n ^ n -^' n 

f 2 = C 0 + Cl e iMN 

+ c 2 e iMN + • • • 

4. „ 

- 1 - c N -ie 

/jv-i = c 0 + 

1 )tt!N _j_ iMN-iytr/N _|_ . . 

. , i2(N-l)2ir/N 

- 1 - c N - X e 


Si establecemos u>„ = e' 27r/ " = cos-1- i sen — y aplicamos las leyes de los exponen- 

n n 

tes, este sistema de ecuaciones es lo mismo que 


/i — c o + c i (°n + C 2 W N + 

fl = c 0 c l w N + C 2 (I) N + 


+ C W -1 

I N- I 

-r c N -\U) N 

+ c N ^r- i) 


/v-i — c o + 1 + c 2 (o^ N ^ + '” + 4 

Al utilizar la notation matricial (vea las secciones 7.1 y 7.2), entonces (5) es 


(5) 


lk\ 


/l 

1 

1 

• 1 \ 

/c°\ 

/1 


1 

C0 N 

4 

4T 1 

Cl 

fi 

= 

1 

4 

W N 

<o 2 r~ i) 

c 2 

Vn- 1 ) 


V 

4T 1 


■ -r i)2 / 

\c N - 1 / 


Dejemos que la matriz de A X A en (6) quede expresada mediante el sfmbolo F ;V . Dadas 
las entradas/ 1 , / 1 , / 2 , ..., f N _ 1 , ^existe una forma sencilla de encontrar los coeficientes de 
Fourier c 0 , c h c 2 ,..., c N 1 ? Si F w es la matriz constituida por los complejos conjugados 
de los elementos de F w y si I expresa la matriz identidad de A X A, entonces tenemos 


F,\F V = F V F ;V = Al por lo que F, v 1 = ^ F ;V . 


A partir de (6) y de la ultima ecuacion es posible deducir que 


( Co \ 


/ fo \ 

Cl 

1 - 

fl 

C 2 

-« F » 

f 2 

\ C N- 1/ 


\/v- 1 / 
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■ Par de transformadas discretas De la section 13.4, recuerde que en el par de 
transformadas de Fourier utilizamos una funcion fix) como entrada y calculamos los 
coeficientes que proporcionan la amplitud para cada frecuencia k (c k en el caso de fun- 
ciones periodicas con periodo 277), o calculamos los coeficientes que proporcionan la 
amplitud para cada frecuencia a ( F(a ) en el caso de funciones no periodicas). 

Asimismo, dadas estas frecuencias y estos coeficientes, podnamos reconstruir la fun¬ 
cion original/(x). Para el caso discreto, usamos una muestra de N valores de la funcion 
fix ) como entrada y calculamos los coeficientes que proporcionan la amplitud para cada 
frecuencia de la muestra. Dadas estas frecuencias y estos coeficientes, es posible recons¬ 
truir los n valores muestreados de/(x). El par transformado, el par de la transformada 
discreta de Fourier, esta dado por 


c 

1 - 

y 

FjvC. 


/c°\ 


/ fo \ 


Cl 


/i 

donde c = 

C 2 

y f = 

fi 


\ C N-J 


\/:V 1/ 


Ejemplo 1 Transformada discreta de Fourier 


IF(a)l 

3 

2.5 - 
2 : 

1.5 - 


1 -- 1 -■-■-'- 1 - l-IX 

0.5 1 1.5 2 2.5 3 


Figura 13.15 Grafica de |F(a)| 
para el ejemplo 1 


Establecemos N = 4 en forma tal que la entrada sea/ 0 ,/j ,/ 2 ,/3 en los cuatro puntos x = 0, 
rr/2, it, 377/2. Como co 4 = e m ' 2 = cos ^ — j + i sen^—^ = i, la matriz F 4 es 

/ 1 1 1 1 \ 

1 i —1 —i 

F ^= 1-1 1 -1 ' 

\ 1 —i —1 i) 

Por lo tanto, a partir de (7), los coeficientes de Fourier estan dados por c = \ F 4 f: 


/ c 0 \ 


(' 

1 1 M 


( f o\ 

Cl 

1 

1 

—i —1 i 


fi 

C 2 

_ 4 

1 

-1 1 -1 


fi 

\cj 


\1 

i — 1 —) 


\fj 


Si establecemos /oj/i./j, /) como 0, 2, 4, 6, respectivamente, podemos deducir, a partir de 
la matriz producto anterior, que 


/c°\ 


( 3 \ 

Cl 


— 1 + i 

C 2 


-1 

\cj 


1-1-1/ 


Observe que obtenemos el mismo resultado utilizando (4), esto es, F(a) = 2 j /(«7j 

e mnT , con T = tt/ 2, a = 0, 1, 2, 3. Las graficas de |c„|, n = 0, 1,2, 3, o, de modo equiva- 
lente, \F(a)\ para a = 0, 1, 2, 3, estan dadas en la figura 13.15. 

El calculo de los coeficientes involucra la multiplication de las matrices F„ y F„. 
Debido a la naturaleza de estas matrices, estas multiplicaciones pueden realizarse de ma- 
nera muy eficiente, desde el punto de vista computacional, mediante el uso de la transfor¬ 
mada rapida de Fourier (TRF), la cual se estudia mas adelante en esta section. 
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■ Ecuarion de calor y serie discreta de Fourier Si la funcion/incluida en el pro- 
blema de valor inicial 


d~u du 

k —r = —, —OO < X < 00, t > 0 (8) 

d.X dt 

U(x, 0) = f(x) 


es periodica con periodo 2 tt, la solucion puede escribirse en terminos de la serie de 
Fourier para fix). Tambien podemos aproximar esta solucion con una suma finita 

u{x, 0=2 c k{t)e ikl . 

k= 0 

Si analizamos ambos miembros de la ecuacion unidimensional de calor dada en (8), 
podemos observar que 


du "“ 1 dcj .. 

— = y — e ,JX 

dt -To dt 

k V\ = ^2 c j( t )(ij) 2 e' jx < 

ox J= o 


d 2 e lJX , .. 

puesto que- x- = [i j) e ,JX . 

dx 

Se igualan estas dos expresiones para obtener la ecuacion diferencial de primer 
orden 

dc, 2 

—-= —kj 2 Cj(t) con solucion Cj(t) = Cj(0) e kj 


La tarea final consiste en encontrar los valores c/0). Sin embargo, recordemos que 

^ ^ tl 1 -i 

uix, t) = c k it)e y uix, 0) = fix), por lo que c ; (0) son los coeficientes de la serie 

discreta de Fourier de fix). Compare esto con la seccion 11.3. 


■ Ecuacion de calor y transformada discreta de Fourier El problema (8) de valor 
inicial puede interpretarse como el modelo matematico para la temperatura u(x, t) pre¬ 
sente en una barra de longitud infinita. En la seccion 13.4 vimos que podemos resolver 
(8) utilizando la transformada de Fourier, y que la solucion uix, t) depende de la trans¬ 
formada de Fourier F(a) de fix) (consulte la pagina 601). Es posible aproximar h ( a ) 
enfocando la transformada discreta de Fourier desde otro punto de vista. 

En primera instancia, aproximamos los valores de la transformada discretizando la 
integral 3F{/( x)} = F(a) = f°° /( x) e mx dx. Considere el intervalo [a, b], Hagamos que 
fix) este dado por los n puntos uniformemente espaciados 


b — a 

X: = a -\ - 7 , j = 0 , 1 , 2 ,..., n — 1 . 

J vt J J 


A continuacion, aproximamos: 

b - a n ~ 1 


F ( a ) “ —— 2 f( x j) e ‘ C 


i =0 


b — a 


2 /( a + 


j=o 


b — a 


J e 


b — a 


i =0 


b — a 


2j / a + j h ma e m « ; 


b — a 


'2 / a + 


j =0 


b — a 


J W a " J - 
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2ttM 


Si ahora seleccionamos un valor apropiado para a, digamos 
ro, tenemos 


donde M es un ente- 


27 tM \ b — a .2vMa 


-J 


e b- 


" 24 a + 


b — a 


J je " 

j =o 

b Cl . 1/nMa ^—, ( b Cl l -w 


j K , 


donde recordemos que oj„ = e ,2,r/ ". Esta es una aproximacion numerica de la transforma- 

27 tM 

da de Fourier At fix) evaluada en los puntos-siendo M un entero. 


Ejsmplo 2 Ejemplo 1, seccion 13.4, Repaso 

Del ejemplo 1 dado en la seccion 13.4 (con u 0 = 1), recuerde que la transformada de 
Fourier de un pulso rectangular definido mediante 


es 



M < 1 
1*1 > 1 


F{a) 


2 sen a 
a 


El espectro de frecuencia es la grafica de IF(a)l contra a dada en la figura 13.16a). 
Utilizando n = 16 puntos espaciados uniformemente entre a = —2yb = 2,yM con 
un valor en el rango de —6 a 6, obtenemos la transformada discreta de Fourier de/(x), 
sobrepuesta en la grafica de |F(a)| de la figura 13.16 b). 

If(a)l IF(a)l 




Figura 13.16 a) es la grafica de |F(cr)|; b) es la transformada discreta de Fourier de/ 

I Diente de sierra Un problema conocido como diente de sierra puede presentarse 
siempre que se generen muestras de datos a intervalos uniformemente espaciados. Si 
usted alguna vez ha visto una pelicula donde ruedas en movimiento parezcan estar giran- 
do mas lentamente (o incluso jen sentido contrario!), habra experimentado el fenomeno 
llamado diente de sierra. Las ruedas pueden girar a velocidad elevada, sin embargo, 
como en una pelicula las tomas se “muestrean” a intervalos uniformemente espaciados, 
es posible observar una velocidad de giro baja. 

Las calculadoras graficas tambien son susceptibles de experimentar este problema debido 
a la forma en que muestrean los puntos para crear graficas. Por ejemplo, grafique la funcion 
trigonometrica y = sen 207T* con frecuencia de 10 en una calculadora Texas Instruments TI- 
92 y obtendra la grafica ilustrada en la figura 13.17a). A frecuencias mas elevadas, digamos 
y = sen 10077* con una frecuencia de 50, se obtiene la cantidad correcta de ciclos, sin em¬ 
bargo, las amplitudes de la grafica de la figura 13.176) por supuesto que no son iguales a 1. 
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a) y = sen 207 Tjc; x rango: [0, 1]; y rango: [-1, 1 j 


b) y = sen 100 nx\ x rango: [0, 1]; _y rango: [-1, 1] 


Figure 13.17 TI-92 



a) y = sen 20/r.v; x rango: [0, 1]; y rango: [-1, 1] 



Figure 13.18 TI-83 


En una calculadora como la Texas Instruments TI-83, las graficas de la figura 13.18 
muestran el efecto diente de sierra en forma un tanto mas clara. 

El problema estriba en el hecho de que e 2nm = cos 2mr + i sen 2 mr = 1 para valores en- 
teros de n. La serie discreta de Fourier no puede distinguir e mx de 1, ya que estas funciones 


2kTT 

son iguales en los puntos de muestreo x =-. La frecuencia mas elevada se ve como 

n n 

Trn lirn 

la mas baja. Considere las funciones cos — y cos-. Si muestreamos en los puntos 


n = 0,1, 2,..., estas dos funciones parecen identicas, se supone la frecuencia mas baja, 
y las amplitudes (coeficientes de Fourier) asociadas con las frecuencias mas elevadas se 
suman con la amplitud de menor frecuencia. Sin embargo, si a altas frecuencias estos 
coeficientes de Fourier son pequenos, ello no representa un gran problema. En el teore- 
ma del muestreo que presentamos mas adelante, veremos que instancia puede hacerse 
cargo de este problema. 


H Procesamiento de senates Mas alia de la resolucion de ecuaciones diferenciales 
parciales, como las que hemos estado haciendo con anterioridad, las ideas presentadas 
en esta seccion resultan de gran utilidad en el procesamiento de senales. Podremos 
reconstruir una serial transmitida por el muestreo en sus puntos discretos. Considere a 
las funciones con que hemos trabajado como senales provenientes de una fuente. El pro¬ 
blema que representa realizar el calculo de un numero infinito de coeficientes de Fourier 
y sumar una serie infinita para reconstruir una serial (funcion) no es practico. Una suma 
finita podrfa ser una aproximacion satisfactoria, sin embargo, ciertas senales pueden re- 
construirse mediante un numero finito de muestras. 


TEOREMA DEL MUESTREO 


Si una serial f(x) esta limitada en banda, es decir, si el rango de frecuencias de la 
serial se encuentra en la banda — A < k < A, entonces la serial puede reconstruirse 
muestreando dos veces cada ciclo de la frecuencia mas alta presente; de hecho. 


/ mr\ 

sen {Ax — mr) 

\A ) 

Ax — mr 
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Para justificar este Teorema del muestreo, considere a la transformada de Fourier 
F(a) de f(x) como una extension periodica en forma tal que F (a) este definida para 
todos los valores de a, no solamente para aquellos incluidos en —A < k <A. Utilizando 
la transformada de Fourier, tenemos 


F(a) = 


f(x)e lax dx 


(9) 


277 


f(x) = — F(a)e~ iax da = — F(o)e~ iax da. 

277 I 


( 10 ) 


A F(a) se le da el tratamiento de una extension periodica, la serie de Fourier para F(a) 
es 


donde 


OO 

F{a) = 2 c n e in ™ /A , 

71 = —OO 



rA 

F(a)e- in ™ /A da. 

—A 


Usamos (10) y observe que 


77 

~A 


/ n7T ) 

= E. J_ 

u) 

A 2tt 


F{a)e- in ™ /A da, 


la cual, por (12), es igual a c„. A1 sustituir c n 



en (11) resulta 


(ID 

( 12 ) 


*">-.2 i \ T ) 


7 t / nir \ . , A 

_ rl - \ imra/A 


De nuevo en (10), sustituimos esta expresion de F(a) para tener 

rA 


/(*) = 

ATT 


-A 


2 At 


a/A 




2A 


tf n ™l A e ~ iax da 


- 77 2 4 T 


2A 


J -A e 


da 


-77 2 / hr 


9 A 

71 = —OO 


1 °° / 

S A 


1 


A F( 


9 A Xm 

71 = — OO 


mr 

\A 


mr 

\~A~ ~ X 
1 


2 i sen (mr — Ax) 


= 2/1 
71= —OO 

OO 

= 2/1 


/7777 \ sen («77 - Ax) 


V A 


htt — Ax 


/mr\ sen (Ax - mr) 


V A 


Ax — mr 


Observe que utilizamos, de manera sucesiva, un intercambio de suma e integracion (no 
siempre permitida, sin embargo, en esta ocasion es correcto), integracion de una funcion 


exponencial, sen 0 = 


e ie - e~ ie 


2 i 


y el hecho de que sen(— 0) = —sen 0. 
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Por lo tanto, a partir de las muestras en intervalos —, pueden reconstruirse todos los 

A 

valores de/. Observe que si establecemos e ,Ax (en otras palabras, si establecemos k = A), 
entonces el teorema del muestreo no procedera. Si, por ejemplo,/(x) = sen Ax, entonces 
todas las muestras seran 0 y/no podra ser reconstruida, ya que se presentara el fenome- 
no de diente de sierra. 


I Senates limitadas en banda Una serial que contenga muchas frecuencias puede 
filtrarse de tal manera que solamente queden intactas las frecuencias presentes en un 
intervalo, por ello la serial se considerara limitada en banda. Considere la serial fix). 
Multiplique la transformada de Fourier F(a) de/por una funcion G(a) que sea 1 en el 
intervalo que contiene las frecuencias a a conservar, y 0 en cualquier otra frecuencia. 
Esta multiplicacion de dos transformadas de Fourier en el dominio de la frecuencia es 
una convolucion de/(x) y g(x) en el dominio del tiempo. Recuerde que el problema 20 
de los ejercicios 13.4 establece que 


&~ l {F(a)G(a)} 


' OO 

/(r)g(x - r) dr. 


La integral que aparece en el segundo miembro de la ecuacion se llama convolucion 
de / y g, y se expresa como/*g. El ultimo enunciado puede escribirse de manera mas 
compacta como 

®{f*g] = F(a)G(a). 

La idea analoga para las transformadas de Laplace se encuentra en la seccion 4.4. La 

s eil 

funcion g(x) =-— tiene como su transformada de Fourier la funcion pulso 

7 TX 

, , f 1, -A< a<A 

G(a) = < 

( 0, en cualquier otro lugar. 


Lo anterior implica que la funcion (/*g)(x) esta limitada en banda, con frecuencias den- 
tro del rango de —A y A. 


■ Calculos con la transformada rapida de Fourier Regresemos a la transformada 
discreta de Fourier de/(x), donde tenemos a/muestreada en n puntos uniformemen- 
te espaciados por una distancia T entre ellos, por ejemplo 0, T, 2 T, 3 T, (n — 1)1 
(Utilizamos T = irln al comienzo de esta seccion.) Sustituyendo lo anterior, la transfor¬ 
mada discreta de Fourier 


2ttM\ b — a . 2 irMa " 1 


— a] 


( 2irk 


se i 


n 

n — 1 


e b- 


i (i x^ / 

« 2 f « + 


j=0 


b — a 


j K M 


convierte en T 7 !—— J = T f{jT)u> k ,j, k = 0, 1, 2, ..., n — 1. 


j =o 


Por simplicidad de notacion, escriba lo anterior como 

«* = 2 //* *= 0 , 1 , 2 , 1 . 

j =o 

Esto le debe recordar a (6), donde tem'amos 


/ fo \ 


( l 1 

1 

■ 1 \ 

1 c °\ 

k 


1 M„ 

(o; 

■ 

Cl 

h 

= 

1 a>l 

0)1 

■ <4 n ~ l) 

C 2 

\fn-j 


\1 <~ l 



i/ 


o f = F„c. La clave de la TRF son las propiedades de u>„ y la factorizacion de matrices. Si 
n = 2 n , podemos escribir F„ de la manera siguiente (la cual no se demostrara): 
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donde I A es la matriz identidad k X k, y P es la matriz permutation que modifica a la 
matriz c de tal forma que los subfndices pares se colocan en la parte superior mientras los 
impares van en la inferior. La matriz D es una matriz diagonal definida por, 


7 


\ 


M 2 


7 


Observe que cada una de las F 2 v -1 matrices puede, a su vez, factorizarse. A1 final, la ma¬ 
triz F„ con n 2 elementos diferentes de cero se factoriza como el producto de n matrices 
mas sencillas, lo cual significa un gran ahorro en cuanto a la cantidad de calculos nece- 
sarios que deba realizar una computadora. 


Ejemplo 3 La transformada rapida de Fourier 

Sean n = 2 2 = 4 y F 4 la matriz del ejemplo 1: 

1 1 
i — 1 —i 

-1 1 -1 

—i —1 i) 

A partir de (13), la factorization de F 4 que se desea es 


h 

0 

1 

°\ 


1 

0 

°\ 

h 

0 

0 

°\ 

0 

1 

0 

i 

1 

-1 

0 

0 

0 

0 

1 

0 

1 

0 

-1 

0 

0 

0 

1 

1 

0 

1 

0 

0 

\0 

1 

0 

-J 

\0 

0 

1 

- 1 / 

\0 

0 

0 

1 / 


A BP 


/I 

1 

1 

\l 


(14) 


Hemos insertado lineas discontinuas en las matrices marcadas como A y B de tal manera 
que usted pueda identificar las submatrices I 2 , D 2 , —D 2 y F 2 comparando (14) directamen- 
te con (13). Tambien se le exhorta a multiplicar el segundo miembro de (14) y comprobar 


que se obtiene F 4 . Ahora, si c 



entonces 


F 4 c 


\20 / 


/l 

0 

1 

0\ 

/I 

1 

0 

°\ 

h 

0 0 

°\ 

/ 3 \ 

0 

1 

0 

i 

1 



0 

0 

0 

0 1 

0 

5 

1 

0 

-1 

0 

0 

0 

1 

1 

0 


0 

0 

8 

\0 

1 

0 

-i/ 

\0 

0 

1 

-1/ 

\0 

0 0 

1/ 

\ 20/ 

h 

0 

1 

°\ 

/ 


1 

0 

°\ 

1 3 \ 




0 

1 

0 

i 

l 

- 

1 

0 

0 

8 





1 

0 

-1 

0 

0 

0 

1 

1 

5 





\0 

1 

0 

-*'/ 

\0 

0 

1 

-1/ 

\20/ 




/l 

0 

1 

°\ 

1 

H\ 



( 36 \ 





0 

1 

0 

i 


-5 



-5 - 

15/ 


= f. 



1 

0 

-1 

0 


25 



-14 




\0 

1 

0 

-*'/ 

\- 

15/ 



\ -5 + 

15// 






□ 


Sin entrar en detalles, el calculo de F„ requiere de n 2 operaciones, mientras que el 
uso de la factorization de matrices (la TRF) significa una reduction en la cantidad de 
calculos a una cifra proportional a n In n. Haga la prueba con valores mas grandes de n 
y vera que esto representa ahorros significativos. 
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EJERCICIOS 13.5 Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-30. 


1. Demuestre que F 4 = jF 4 . 

2. Demuestre la propiedad de analisis de la funcion delta 
de Dirac: 


f(x)8(x — a)dx =f(a). 


[Sugerencia: Considere la funcion 

b 


\x — a\ < e 


8 e (x ~ a) = 


0, en cualquier otra parte. 


G{a) = 


{ol 


-A < a< A 
en cualquier otro lado. 

7. Escriba la matriz F 8 y, despues, escrfbala en forma fac- 
torizada (13). Compruebe que el producto de los facto- 
res es F 8 . Si se le solicita comprobar el resultado, utilice 
un CAS para hacerlo. 

27r . 27r _ 


8. Sea a>„ = e a ” ,n 


cos-1- i sen —. Como e u 

n n 


Utilice el teorema del valor medio para las integrales y, 
despues, establezca e —» 0.] 

3. Determine la transformada de Fourier para la funcion 
delta de Dirac 8 (x). 

4. Demuestre que la funcion delta de Dirac es la identi- 
dad implfcita en la operation de convolution, es decir, 
muestre f*8 = 8*f = f [Sugerencia: Utilice las trans- 
formadas de Fourier y el problema 3.] 

5. Demuestre que la derivada de la funcion delta de Dirac 
8' (x — a ) tiene la propiedad que examina la derivada de 
una funcion/en a. [Sugerencia: Utilice la integration 
por partes.] 

6. Utilice un CAS para demostrar que la transformada de 

sen Ax 

Fourier de la funcion #(x) = - es la funcion 

, 7TX 

pulso. 


todos los numeros to*, k = 0, 1 , 2, ..., n — 1 , tienen la 
propiedad de que (to*)" = 1. Debido a lo anterior, to*, 
k = 0, 1 , 2, ... , n - 1 , se llaman rafces H-esimas de 
la unidad y son soluciones de la ecuacion f —1=0. 
Encuentre las rafces octavas de la unidad y graffquelas 
en el piano xy donde un numero complejo se escribe 
como z = x + iy. ^Que puede observar? 

Tareas para el laboratorio de computo 

9. Utilice un CAS para comprobar que la funcion/*#, donde 


fix) = e- 5 * 2 y g(x) = 


sen2x 


7 TX 


, esta limitada en la banda. 
Si su CAS lo puede hacer, trace las graficas de 8F [f*g } y 
F(a)G(a) para comprobar el resultado. 

10. Si en su CAS hay un comando para ejecutar la transforma¬ 
da discreta de Fourier, seleccione seis puntos cualesquiera 
y compare los resultados obtenidos utilizando ese coman¬ 
do con los obtenidos a partir de la ecuacion c = j; F 6 f. 


EJERCICIOS DE REPASO DEL CAPITULO 13 Las respuestas a los problemas impares 

seleccionados comienzan en la pagina RESP-30. 


En los ejercicios del 1 al 15, resuelva cada problema de va- 
lores en la frontera dado mediante una transformada integral 
apropiada. Cuando sea necesario, formule supuestos acerca del 
acotamiento. 

d 2 u d 2 u 

1. —» H-y = 0, x>0, 0<y<7r 

dx dy 


dll 

dx 


= 0, 0 < y < 77 


■t(x, 0) = 0, 


dll 

dy 


= e-\ x > 0 


d 2 ll 


dll 


2. —r + -, 0 < X < 1, t > 0 

dx 2 dt 

u( 0, t) = 0, w(l, t) = 0, t > 0 
u(x, 0) = 50 sen 2rrx, 0 < x < 1 
d 2 u du 

3. —- — hu = —, h . > 0, x > 0, t > 0 

dx~ dt 


u{ 0, t ) = 0, lfm — = 0, t > 0 
x—>oo dx 

u(x, 0) = u 0 , x > 0 
du d-u , 

4. -r = e w , — oo < x < oo, t > 0 

dt dx 2 

u(x, 0) = M 0 , — OO < X < 00 
d 2 u du 

5. —y = —, x > 1, t > 0 

dx 2 dt 

u( 0, t) = t, lfm u(x, t) = 0 

x —»oo 

u{x, 0) = 0, x > 0 [Sugerencia: Utilice el teorema 4.9. 
d 2 u d 2 u 

6. —r = —r, 0 < X < 1, t > 0 

dx 2 dt 2 

u( 0, t) = 0, «(1, f) = 0, t > 0 
du 


m(x, 0) = semrx, 


dt 


= — sen 77x, 0 < x < 1 
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d~u du 

7. k - y = - , —oo < X < 00, t > 0 

dx 2 dt 

' 0 , x <0 

m(.X, 0) = \ u 0 , 0 < X < 77 


, 0 , 


X > 77 


3“m 

8. —y H-y = 0, 0 < x < 77, y > 0 

dx“ dy 

f 0, 0 < y < 1 

w(0, y) = 0, m(7t, y) = < 1, 1 < y < 2 

U y > 2 

du 


By 


= 0, 0 < X < 77 


y = 0 


3~m 3“h 

9. —7 H-t =0, x > 0, y > 0 

3x 2 dy 2 


«(o, y) = 

m(x, 0) = 

a2, 


r so, 
l 0, 
f 100, 
l 0, 


0 < y < 1 

y > 1 

0 < x < 1 
x > 1 


d~ll du 

10 . —r + r = — , 0 < x < 1 , t > 0 
dx 2 dt 


du 

dx 


= 0 , w(l, t) = 0 , f > 0 


x = 0 


m(x, 0) = 0, 0 < x < 1 
d 2 u d 2 u 

1 1 . - 9 H-t =0, X > 0, 0 < V < 7T 

dx 2 dy 2 

u( 0, y) = A, 0 < y < 77 


ilii du 

12. —r = —, 0 < X < 1, t > 0 
dx 2 dt 

u( 0 , t) = u 0 , u{ 1 , t) = u 0 , t> 0 
u(pc, 0) = 0, 0 < x < 1 
[Sugerencia: Utilice la identidad 

senh(x — y) = senh x cosh y — cosh x senh y, 
y despues use el problema 6 de los ejercicios 13.1.] 
d 2 u du 

13. k - r =-, — OO < X < OO, f> 0 

3x 2 3f 


;<(x, 0 ) = 


{A 


x < 0 
x > 0 


d U du 

14. —r = —, X > 0, t > 0 
dx 2 dt 


du 

dx 


= —50, h'm m(x, t) = 100, t > 0 


x~0 

m(x, 0) = 100, x > 0 

15. Demuestre que una solucion al problema de valores en 
la frontera 

d 2 u d 2 u 

—y 3-y = 0, —OO <X<00, 0<y<l 

3x 2 dy 2 


du 

dy 


= 0, u(x, 1) = /(x), —OO < X < 00 


y=0 


du 


du 


1 

'OO 

dy 

V: 

II 

o 

II 

O 

dy 

= Be x , x > 0 

y = TT 

es nix, y) = — 

77 J 

o J 


cosh ay cos a (t — x) 

fit) - 1 - dt da. 

cosh a 
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C A P 1 T U L 0 


14 


Soluciones numericas 
de ecuaciones diferenciales 
parciales 


Estrudura del capi'tulo 

) 

14.1 La ecuacion de LapLace 


14.2 La ecuacion de caLor 

14.3 La ecuacion de onda 

Ejercicios de repaso deL capituLo 14 

_ J 


En La seccion 6.5 estudiamos que una forma de aproximar La soLu- 
cion de un probLema de segundo orden con vaLores en La frontera 
era trabajar con una ecuacion de diferencias finitas como reem- 
pLazo de La ecuacion diferenciaL ordinaria. La misma idea se puede 
apLicar a Las ecuaciones diferenciaLes parciaLes. En Las secciones 
correspondientes de este capituLo se formuLara una ecuacion en di¬ 
ferencias como reempLazo de La ecuacion de LapLace, de La ecuacion 
unidimensionaL de caLor, y de La ecuacion unidimensionaL de onda 
mediante La sustitucion de Las derivadas parciaLes u xx , u yy , u tt y u t 
por coeficientes en diferencias. 
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I 


14. La ecuacion de Laplace 



Figura 14.1 Region plana R con 
frontera C 



b) 


Figura 14.2 Region R colocada 
sobre una malla rectangular 


■ Introduction De la section 11.1 recuerde que las ecuaciones diferenciales parcia- 
les lineales de segundo orden con dos variables independientes se clasifican en elipticas, 
parabolicas e hiperbolicas. A grandes rasgos, las ecuaciones diferenciales parciales 
elipticas involucran solamente derivadas parciales respecto a variables en el espacio y, 
como una consecuencia, las soluciones de dichas ecuaciones estan determinadas por 
condiciones de frontera unicas. Las ecuaciones parabolicas y las hiperbolicas involucran 
derivadas parciales respecto a variables en el espacio y el tiempo, asi que sus soluciones 
se determinan generalmente a partir de las condiciones iniciales y de frontera. La solu¬ 
tion de una ecuacion diferencial parcial eliptica (como la de Laplace) puede describir 
un sistema ffsico cuyo estado se encuentra en equilibrio (de estado estable); la solution 
de una ecuacion diferencial parcial parabolica (digamos la ecuacion de calor) puede 
describir un estado difuso, mientras que una ecuacion diferencial parcial hiperbolica (la 
ecuacion de onda) describe un estado vibratorio. 

En esta section comenzamos nuestro estudio con los metodos de aproximacion apro- 
piados para las ecuaciones elipticas. El enfoque se centrara en la ecuacion diferencial 
parcial mas sencilla, pero quiza la mas importante de las ecuaciones de tipo eliptico: la 
ecuacion de Laplace. 

■ Reemplazo de la ecuacidn en diferencias Suponga que estamos buscando una 
solution u(x, y ) de la ecuacion de Laplace 

d 2 u d 2 u 

TT+ T^ = 0 
dx 1 dy 

en una region plana R acotada por la curva C. Vea la figura 14.1. De manera similar a (6) 
de la section 6.5, mediante las diferencias centrales 

u(x + h, y) — 2u(x, y) + u(x — h,y) y u(x, y + h) — 2u(x, y) + u(x, y — h), 

se pueden obtener aproximaciones para las segundas derivadas parciales u xx y u yy utili- 
zando cocientes en diferencias 

d 2 u 1 

~2 ~ Ty [u{x + h, y) - 2u{x, y) + u{x - h, y)J (1) 

dx h 

—y ~ —y [u(x, y + h) — 2 u(x, y) + u(x, y — h) 1. (2) 

dy h 

Ahora sumamos (1) y (2) para obtener una aproximacion de cinco puntos al laplaciano: 
d 2 u d 2 u 1 

—y H-y ~ — [«( x + h, y) + u(x, y + h) + u(x — h, y) + u(x, y — h) — 4u(x, v)]. 

dx dy h 

Por lo tanto, podemos reemplazar la ecuacion de Laplace con la ecuacion en diferencias 
u(x + h,y) + u(x, y + h) + u(x — h, y) + u(x, y — h) — 4 u(x, y) = 0. (3) 

Si adoptamos la notation u(x, y) = Uy y 

u(x + h, y) = u(x, y + h) = u t , + i 

u{x — h,y) = Uj-i'i, u(x, y — h) = u t i_ 1( 

entonces (3) se convierte en 

«/+l J + Mi,y+l + Mi-i^- + M/, 7-1 - 4 Uy = 0. (4) 

Para comprender un poco mejor la ecuacion (4) suponga la existencia de una malla 
rectangular constituida por lineas horizontales espaciadas h unidades entre si y lineas 
verticales espaciadas h unidades entre si colocada sobre la region R. El numero li se 
llama tamano de la malla. Consulte la figura 14.2a). Los puntos Py = P(ih,jh), donde 
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i y j son enteros, de intersection de las li'neas horizontales y verticales se llaman puntos 
de la malla o puntos de la reticula. Un punto de la malla es un punto interior si sus 
cuatro puntos de malla mas cercanos son puntos de R. Los puntos localizados en R o en 
C que no sean interiores se llaman puntos de frontera. Por ejemplo, en la figura 14.2a) 
se tiene 


P 20 = P(2h, 0), P n = P(h, h), P 2l = P(2h, h), P 22 = P(2h, 2h), 

y asf sucesivamente. De los puntos listados, P 2l y P 22 son interiores, mientras que P 20 y 
P n son puntos de frontera. En la figura 14.2a), los puntos interiores se muestran a color 
y los de frontera en negro. Ahora, a partir de (4), podemos observar que 

u ij = 4 [“i+lj "L U i,j +1 u i-l,j U i,j- ll> (5) 

y entonces, como indica la figura 14.2 b), el valor de en un punto de malla interior de R 
es el promedio de los valores de u en cuatro puntos de malla cercanos. Los puntos cercanos 
Pi+ij, Pij+ 1 , Pi-i.j y Pi,j ~i corresponden, respectivamente, a los cuatro puntos cardina- 
les de la rosa de los vientos E, N, O y S. 

■ Problems de D rich Let Recuerde que en el problema de Dirichlet para la ecua¬ 
cion de Laplace V 2 i< = 0, los valores de u(x, y) son prescritos en la frontera C de la region 
R. La idea fundamental es encontrar una solution aproximada a la ecuacion de Laplace 
en puntos interiores de la malla, mediante el reemplazo de la ecuacion diferencial par¬ 
tial ubicada en estos puntos por la ecuacion en diferencias (4). Por lo tanto, los valores 
aproximados de u en los puntos de la malla (digamos u i} ), estan relacionados entre sf 
y, posiblemente, con valores conocidos de u si un punto de la malla se encuentra en la 
frontera C. De esta forma obtenemos un sistema de ecuaciones algebraicas lineales en 
el que despejamos la incognita u,j. El ejemplo siguiente ilustra el metodo de la region 
cuadrada. 


Ejemplo 1 Repaso a problemas de valores en la frontera 

En el problema 14 de los ejercicios 11.5 se pidio resolver el problema de valores en la 

frontera 


d 2 u d~u 

—y 5-y = 0, 

dx~ dy 2 

u( 0, y) = 0, 
u(x, 0) = 0, 


0 < x < 2, 0 < y < 2 


w(2, y) = y(2 — y), 0 < y < 2 



0 < x < 1 
1 < x < 2 


utilizando el principio de superposition. Para aplicar el metodo numerico presente, co- 
mencemos con un tamano de malla de h = §. Como podemos observar en la figura 14.3, 
esta election nos da cuatro puntos interiores y ocho de frontera. Los numeros listados 
junto a los puntos de frontera son los valores exactos de u obtenidos a partir de la con¬ 
dition especificada a lo largo de esa frontera. Por ejemplo, en P 3l = P(3h, h) = P( 2, |) 
tenemos x = 2 y y = j, por lo que la condition u( 2, y) nos da u( 2, f) = j(2 — f) = 9. De 
modo similar, en P 13 = P( f, 2), la condition u(x, 2) nos da w(§, 2) = §. Ahora aplicamos (4) 
en cada punto interior. Por ejemplo, en P t , tenemos i = 1 y j = 1, entonces (4) se convierte en 


y 


3 

2 

3 



T 

^12 

T 

{22 

8 


j 

> n 


9 

8 




1 

9 


< 


0 



Figura 14.3 Region cuadrada R 
del ejemplo 1 


u 2 i ~F n 3 2 L Mqj -f 4 ii^j — 0. 

Puesto que u m = u{ 0, f) = 0 y u w = u( f, 0) = 0, la ecuacion anterior se convierte en 
—4 u n + u 2l + U] 2 = 0. Repetir esto, respectivamente, en los puntos P 2i . P ]2 y P 22 , resul- 
ta en las tres ecuaciones adicionales: 


Au 11 + 

u 2l 

+ U U 

= 0 

u n - 

4 « 2 i 

+ 

8 

u 22 ~ 9 

u n 


— 4 m 12 + 

2 

u 22 ~ 3 


M 21 

+ u u - 

4 m 2 2 = — "9" 
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Utilizamos un sistema algebraico de computo para resolver este sistema, y encontramos 
que las temperaturas aproximadas en los cuatro puntos interiores son 

u u = 3<i = 0.1944, « 2 i = n = 0.4167, 

u n = i = 0.3611, n 2 2 = j 2 = 0.5833. 

De la misma forma que en el estudio de ecuaciones diferenciales ordinarias, espe- 
ramos que un valor mas pequeno de h mejorara la precision de esta aproximacion. Sin 
embargo, utilizar una malla mas pequena significa, desde luego, que existen mas puntos 
interiores de malla y, por lo tanto, un mayor numero de sistemas de ecuaciones a resol¬ 
ver. Para una region cuadrada cuya longitud de lado es L, un tamano de malla de h = 
Un dara un total de in — l) 2 puntos interiores de malla. En el ejemplo 1, para n = 8, el 
tamano de la malla es un razonable h=\ = \, pero el numero de puntos interiores es de 
(8 — l) 2 = 49. Asf, tenemos 49 ecuaciones con 49 incognitas. En el ejemplo siguiente 
utilizamos un tamano de malla de h = 


2 

i 

2 

T 

? 13 

^23 

T 

f 33 , 

» 7 

^ 12 

T 

^22 

T ' 

^32 

■ i 

t 

i 2 ' 

i ' 

f 31 

111 


0 0 0 


Figura 14.4 Region R del ejemplo 
1 con puntos de maLla adicionales 


Ejemplo 2 Ejemplo 1 con mas puntos de malla 

Tal como podemos observar en la figura 14.4, con n = 4, un tamano de malla h = \ = 
\ para el cuadrado del ejemplo 1 nos da 3 2 = 9 puntos interiores de malla. Aplicando 
(4) en estos puntos y utilizando las condiciones de frontera indicadas, obtenemos nueve 
ecuaciones con nueve incognitas. Para que usted pueda comprobar los resultados, escri- 
bimos el sistema en forma no simplificada: 


«21 + 

“12 + 

0 + 

0 ~ 

4 “n 

= 0 

«31 + 

U 22 

u n + 

0 - 

4 “21 

= 0 

! + 

u 32 + 

“21 + 

0 - 

4 “ 3 i 

= 0 

u 22 + 

«i 3 + 

“ll + 

0 - 

4 “l 2 

= 0 

li 32 + 

u 23 + 

“12 + 

“21 — 

4«22 

= 0 

1 + 

n 33 + 

“22 + 

“31 - 

4“ 3 2 

= 0 

u 23 + 

l + 

0 + 

“12 — 

4 “i 3 

= 0 

m 33 + 

1 + 

«1 3 + 

“22 — 

4“23 

= 0 

! + 

2 + 

m 23 + 

“ 3 2 _ 

4 m 33 

= 0. 


En este caso, un CAS nos da 

u u = £ = 0.1094, u 21 = § i = 0.2277, u n = % = 0.3951 

u l2 = §4 = 0.2098, u 22 = % = 0.4063, m 32 = |f = 0.6027 

Hu = ii = 0.3237, w 23 = H = 0.5848, « 33 = I = 0.6094. 


Despues de simplificar (7) resulta interesante observar que la matriz de coeficientes 
de 9 X 9 es 


0 1 
0 

0 

0 0 
0 0 
0 0 
\ 0 0 


0 

1 0 
0 

0 

0 1 
0 

0 

0 0 
0 0 


0 0 
0 

0 

1 0 
1 

1 

0 0 
0 

0 


0 0 
0 0 
0 0 
0 

0 

0 0 
1 

1 

0 1 


°\ 

0 

0 

0 

0 

1 

0 

1 

- 4 / 


(8) 


Este es un ejemplo de una matriz dispersa en la que un gran porcentaje de elementos 
son cero. La matriz (8) tambien es ejemplo de una matriz bandeada. Estos tipos de 
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matrices se caracterizan por las propiedades de que los elementos ubicados en la diago¬ 
nal principal o en las diagonales (o bandas) paralelas a la diagonal principal son todos 
diferentes de cero. En ( 8 ), las bandas a color estan separadas por diagonales constituidas 
o no por ceros. 

I Iteracion de Gauss-Seidel Los problemas que requieren aproximaciones para 
soluciones de ecuaciones diferenciales parciales invariablemente llevan a sistemas de 
ecuaciones algebraicas lineales de gran tarnano. No es raro tener que resolver sistemas 
conformados por cientos de ecuaciones. A pesar de que un metodo de solucion directo 
como la eliminacion gaussiana deja sin modificar los elementos que son ceros fuera de 
las bandas en una matriz como la ( 8 ), llena las posiciones entre las bandas con elementos 
diferentes de cero. Como el almacenamiento de matrices muy grandes utiliza gran canti- 
dad de memoria en la computadora, es una practica muy comun resolver sistemas gran¬ 
des en forma indirecta. Un popular metodo indirecto se llama iteracion de Gauss-Seidel. 

Ilustraremos este metodo para el sistema ( 6 ). En aras de la simplicidad, reemplazamos 
las variables con doble sublndice u n , u 21 , u 12 y u 22 por *,, x 2 , * 3 y x 4 , respectivamente. 


Ejemplo 3 Iteracion de Gauss-Seidel 

Paso 1: Despeje las variables de la diagonal principal del sistema en cada una de las 
ecuaciones. Esto es, en ( 6 ), despejar x, en la primera ecuacion, x 2 en la segunda, y asf 
sucesivamente: 


x x = 0.25*2+ 0.25*3 
* 2 = 0.25*!+ 0.25*4+ 0.2222 
* 3 = 0.25*!+ 0.25*4+ 0.1667 
* 4 = 0.25*2+ 0.25*3+ 0.3889. 

Estas ecuaciones pueden obtenerse directamente utilizando (5) en lugar de (4) en los 
puntos interiores. 

Paso 2: Iteraciones. Comenzamos haciendo una estimacion inicial de los valores x u 
* 2 , *3 y *4. Si este fuera un simple sistema de ecuaciones lineales y no supieramos nada 
acerca de la solucion, podrfamos comenzar con x l = 0, * 2 = 0, * 3 = 0, * 4 = 0. Sin em¬ 
bargo, puesto que la solucion de (9) representa aproximaciones a la solucion de un pro- 
blema de valores en la frontera, podna parecer razonable el uso de la estimacion inicial 
para los valores de *, = u n , x 2 = u 21 , *3 = n 12 y * 4 = u 22 el promedio de todas las con- 
diciones de frontera. En este caso, el promedio de los numeros localizados en los ocho 
puntos de frontera que se muestran en la figura 14.2 es aproximadamente de 0.4. Por lo 
tanto, nuestra estimacion inicial es x t = 0.4, * 2 = 0.4, * 3 = 0.4 y * 4 = 0.4. El metodo de 
iteraciones de Gauss-Seidel utiliza los valores * tan pronto como se calculan. Observe 
que la primera ecuacion de (9) depende solamente de * 2 y * 3 ; entonces, sustituyendo 
*2 = 0.4 y *3 = 0.4 nos da *, = 0.2. Como la segunda y tercera ecuaciones dependen de 
*1 y *4, utilizamos los valores calculados x x = 0.2 y * 4 = 0.4 para obtener * 2 = 0.3722 y 
* 3 = 0.3167. La cuarta ecuacion depende de * 2 y * 3 , asf que usamos los nuevos valores 
*2 = 0.3722 y *3 = 0.3167 para obtener * 4 = 0.5611. En resumen, la primera iteracion 
nos da los valores 


*1 = 0.2, * 2 = 0.3722, *3 = 0.3167, * 4 = 0.5611. 

Observe que tan cercanos estan estos valores a los reales proporcionados al final del 
ejemplo 1 . 

La segunda iteracion comienza al sustituir * 2 = 0.3722 y * 3 = 0.3167 en la primera 
ecuacion. Esto nos da *1 = 0.1722. A partir de x t = 0.1722 y el ultimo valor calculado 
de * 4 (es decir, * 4 = 0.5611), la segunda y tercera ecuaciones dan, respectivamente, 
*2 = 0.4055 y * 3 = 0.3500. Utilizando estos dos valores, encontramos a partir de la cuar¬ 
ta ecuacion que * 4 = 0.5678. Al final de la segunda iteracion tenemos 

*! = 0.1722, *2 = 0.4055, * 3 = 0.3500, * 4 = 0.5678. 
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De la tercera a la septima iteraciones se resumen en la tabla 14.1. 


Tabla 14.1 Iteration 



Tercera 

Cuarta 

Quinta 

Sexta 

Septima 

*1 

0.1889 

0.1931 

0.1941 

0.1944 

0.1944 

*2 

0.4139 

0.4160 

0.4165 

0.4166 

0.4166 

X 3 

0.3584 

0.3605 

0.3610 

0.3611 

0.3611 

x 4 

0.5820 

0.5830 

0.5833 

0.5833 

0.5833 





J 


Para aplicar la iteration de Gauss-Seidel a un sistema general de n ecuaciones lineales 
con n incognitas, la variable x t debe aparecer realmente en la i-esima ecuacion del siste¬ 
ma. Ademas, luego de despejarx,, i = 1,2,, n, en cada ecuacion, el sistema resultan- 
te tiene la forma X = AX + B, donde todos los elementos de la diagonal principal de A 
son cero. 


x= 1 



Figura 14.5 


Region rectangular R 


Comentarios 


i) En los ejemplos proporcionados en esta section, los valores de u t , se determinaron 
utilizando valores conocidos de u en los puntos de frontera. Sin embargo, ^que ha- 
cemos si la region es tal que los puntos de frontera no coinciden con la frontera real 
C de la region R ? En este caso, los valores requeridos pueden obtenerse mediante la 
interpolation. 

ii ) A veces puede reducirse el ntimero de ecuaciones a resolver empleando la simetrfa. 
Considere la region rectangular 0 <jc< 2, 0 < y < 1, que muestra la figura 14.5. Las 
condiciones de frontera son u = 0 a lo largo de las fronteras x = 0, x = 2,y = 1 y u = 
100 a lo largo de y = 0. La region es simetrica respecto a las lfneas x = I y y = y los 
puntos interiores P n y P 31 son equidistantes en relation con los puntos de frontera ve- 
cinos donde los valores especfficos de u son los mismos. En consecuencia, suponemos 
que u n = « 3 |, y entonces el sistema de tres ecuaciones con tres incognitas se simplifica 
a dos ecuaciones con dos incognitas. Consulte el problema 2 de los ejercicios 14.1. 

Hi) En el contexto de aproximar una solution a la ecuacion de Laplace, la tecnica de 
iteration del ejemplo 3 se conoce a menudo como el metodo de Liebman. 

iv) Puede ser que no se note en una computadora; sin embargo, la convergencia de la 
iteration de Gauss-Seidel (o metodo de Liebman) puede no resultar particularmente 
rapida. Asimismo, en un contexto mas general, la iteration de Gauss-Seidel puede no 
converger del todo. Para enterarse de condiciones que sean suficientes para garantizar 
la convergencia de la iteration de Gauss-Seidel, se invita al lector a consultar libros 
donde se trate el analisis numerico. 


EJERCICIOS 14.1 Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-30. 


En los problemas del 1 al 8 , utilice una computadora como 
ayuda para realizar los calculos. 

En los problemas del 1 al 4, utilice (4) para aproximar la so¬ 
lution de la ecuacion de Laplace en los puntos interiores de la 
region dada. Aplique la simetrfa cuando sea posible. 

1. u(0, y) = 0, m(3, y) = y{2 — y), 0 < y < 2 
u(x, 0) = 0, u(x, 2) = jc(3 — x), 0 < x < 3 
tamano de la malla: h = I 


2. u{ 0, y) = 0, u(2, y) = 0, 0 < y < 1 
u(x, 0 ) = 100 , uix, 1 ) = 0 , 0 <x < 2 
tamano de la malla: h = \ 

3. u(0, y) = 0, w(l,y) = 0, 0<y<l 

uix, 0 ) = 0 , uix, 1 ) = sen rrx , 0 < x < 1 
tamano de la malla: h = \ 
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4. m(0, y) = 108y 2 (l - y), u(l, y) = 0, 0 < y < 1 
u(x, 0 ) = 0 , u(x, 1) = 0 , 0 < x < 1 

tamano de la malla: h = \ 

En los problemas 5 y 6 , utilice (5) y la iteracion de Gauss- 
Seidel para aproximar la solucion de la ecuacion de Laplace 
en los puntos interiores de un cuadrado unitario. Utilice como 
tamano de la malla h = En el problema 5 estan dadas las 
condiciones de frontera; en el problema 6 , los valores de u en 
los puntos de frontera aparecen en la figura 14.6. 

5. u( 0, y) = 0, u( 1, y) = 100y, 0 < y < 1 
u(x, 0) = 0, u(x, 1) = lOO.r, 0 < x < 1 



Figura 14.6 Region del probLema 6 

7. a) En el problema 12 de los ejercicios 11.6, usted re- 
solvio un problema de potencial utilizando la forma 

d 2 u d 2 u 

especial de la ecuacion de Poisson —r H-r = 

dx 2 dy 2 

f(x, y). Demuestre que el reemplazo de la ecuacion 
en diferencias para la de Poisson es 

m,+ij + Mfj+t + + U;j -1 - 4 Uij = h 2 f(x,y). 

b) Utilice el resultado del inciso a ) para aproximar la 

d 2 u d 2 u 

solucion de la ecuacion de Poisson —, H-- = — 2 

dx 2 dy 2 


en los puntos interiores de la region indicada en la 
figura 14.7. El tamano de la malla es h = \,u = 1 en 
cada punto localizado a lo largo de A BCD, y u = 0 
en cada punto de DEFGA. Aplique la simetria y, si 
fuese necesario, la iteracion de Gauss-Seidel. 



Figura 14.7 Region del problema 7 

8 . Utilice el resultado del inciso a) del problema 7 para 
aproximar la solucion de la ecuacion de Poisson 
d 2 u d 2 u 

—- H-- = — 64 en los puntos interiores de la region 

dx~ dy 

de la figura 14.8. La malla es de h = y u = 0 en cada 
punto de frontera de la region. De ser necesario, utilice 
la iteracion de Gauss-Seidel. 



Figura 14.8 Region del problema 8 


14.2 La ecuacion de calor 


I Introduction En el siguiente analisis, la idea fundamental es la misma que en la 
seccion 14.1; aproximamos una solucion de una ecuacion diferencial parcial, esta vez 
una ecuacion diferencial parcial parabolica, reemplazando la ecuacion por otra de dife¬ 
rencias finitas. Sin embargo, a diferencia de la seccion anterior, consideraremos dos me- 
todos de aproximacion de diferencias finitas para las ecuaciones diferenciales parciales 
parabolicas: una llamada metodo explicito y la otra metodo implfcito. Para efectos de 
definicion, trataremos solamente la ecuacion de calor en una dimension. 


■ Reemplazo por una ecuacion en diferencias Para aproximar la solucion u(x, t) de 

la ecuacion de calor en una dimension 


d u du 



(1) 


de nuevo reemplazamos las derivadas por cocientes en diferencias. Utilizando la aproxi¬ 
macion central de diferencias ( 2 ) de la seccion 14.1, 

d 2 u 1 

—- ~ — [u{x + h, t) — 2u{x, t) + u(x — h, t)] 
dx h 
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y la aproximacion en diferencias hacia delante (3) de la section 6.5, 











































h 2h 3 h ... a 


Figura 14.9 Region rectangular 
en el piano xt 


(j + l)-esima lrnea 
de tiempo 

j-esima lrnea- 

de tiempo u i-Uj u ii u i+Uj 

k- 

Figura 14.10 A partir de los tres 
valores de u en t = j se determina u 
en t = j + 1 



— ~ — [m(x, t + h) — u(x, ?)] 
dt h 


la ecuacion ( 1 ) se convierte en 

c 1 

—^ [u(x + h, t ) — 2 u(x, t) + u(x — h, f)] = — [u(x, 1 + k) — u(x, t)]. ( 2 ) 

hr k 

Si establecemos A = ck/h 2 y 

n(x, t ) = Ujj, u(x + h, t) = u i+l j, u(x — h, t) = p u{x, t + k) = u i j+ j, 
entonces, despues de efectuar algunas simplificaciones, ( 2 ) es 

u i,j+i = A u i+hj + (1 - 2A )Ujj + \iii-1 j. (3) 

En el caso de la ecuacion de calor (1), las condiciones de frontera tfpicas son «(0, t ) 
= U] , u(a , t) = u 2 ,t > 0, y una condition inicial es u(x, 0) = f(x), 0 < x < a. La funcion 
/ puede interpretarse como la distribution inicial de temperatura en una varilla ho- 
mogenea que se extiende desde x = 0 hasta x = a ; «, y u 2 pueden interpretarse como 
temperaturas constantes en los puntos extremos de la varilla. Aunque no lo demos- 
traremos, el problema de valores en la frontera constituido por ( 1 ) y estas dos con¬ 
diciones de frontera mas una condition inicial tiene una solution unica cuando / es 
continua en el intervalo cerrado [0, a], Se supondra esta ultima condition, por lo que 
reemplazaremos la condition inicial por u(x, 0) = /(x), 0 < x < a. Ademas, en lugar 
de trabajar con la region semiinfinita en el piano xt definido mediante las desigual- 
dades 0 < x s a, t > 0 , utilizamos una region rectangular definida por 0 < x s a, 
0 < t < T, donde T es un valor de tiempo especffico. En esta region colocamos una malla 
rectangular compuesta por lfneas verticales separadas entre si en h unidades y li'neas 
horizontales con separation entre sf de k unidades. Consulte la figura 14.9. Si seleccio- 
namos dos enteros positivos n y m y definimos 


entonces las lfneas verticales y horizontales de la reticula estaran definidas mediante 
Xt = ih, i = 0, 1 , 2 ,..., n y tj = jk, j = 0 , 1 , 2 , ..., m. 

Tal como ilustra la figura 14.10, la idea aquf es aplicar la formula (3) para calcular los 
valores de la solution u(x, t) en los puntos sobre la (j + l)-esima lrnea de tiempo utili- 
zando solamente valores de lay-esima lrnea de tiempo. Por ejemplo, los valores sobre la 
primera lrnea de tiempo (j = 1 ) dependen de la condition inicial u t 0 = u(x h 0 ) = /(Xj) 
dada en el tiempo cero (j = 0). Este tipo de procedimiento numerico se denomina meto- 
do explfcito de diferencia finita. 


Ejemplo 1 Uso del metodo de diferencia finita 

Consideremos el problema de valores en la frontera 
d 2 u du 

— = —, 0 < X < 1, 0 < t < 0.5 
dx 2 dt 

u(x, 0) = 0, «(1, t ) = 0, 0 s/< 0.5 
n(x, 0 ) = sen 7 rx, 0 Sr< 1 . 

Primero identificamos c = 1, a = 1 y T = 0.5. A1 seleccionar, digamos, n = 5 y rn = 50, 
entonces h = \ = 0.2, k = = 0.01, A = 0.25, 

1 1 

X; = i t, i = 0, 1, 2, 3, 4, 5, y t, = j -, j = 0,1,2,..., 50. 

, 5 - J 1 J !00 
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Por lo tanto, (3) se convierte en 

u u+l = 0.25 (u i+1J + 2 Uy + 

A1 establecer el valor de/ = 0 en esta formula, obtenemos otra formula para las aproxi- 
maciones de la temperatura u en la primera llnea de tiempo: 

M,-, i = 0.25(m ;+ 1 o + 2 m,- o + m,._ 1i0 ). 

Si despues establecemos 1=1,..., 4 en la ultima ecuacion obtenemos, a su vez, 

Mu = 0.25 (m 20 + 2m 10 + m 00 ) 

M 2i = 0.25 (m 30 + 2m 2 o + Mj 0 ) 

m 3 i — 0.25(m 40 “f 2 m 30 Moq) 

M 41 — 0.25(m 50 “f 2 m 40 ~r m 3 q). 

La primera ecuacion de esta lista se interpreta como 

m u = 0.25(m(x 2 , 0) + 2u(x l , 0) + m(0, 0)) 

= 0.25(«(0.4, 0) + 2m(0.2, 0) + m(0, 0)). 

A partir de la condicion inicial u(x, 0) = sen ttx, la ultima llnea se convierte en 

u n = 0.25(0.951056516 + 2(0.587785252) + 0) = 0.531656755. 

Este numero representa una aproximacion para la temperature m(0.2, 0.01). 

Como se requerirla de una tabla mucho mas grande, con mas de 200 valores, resumir 
todas las aproximaciones sobre la malla rectangular determinada por h y k, en la tabla 
14.2 proporcionamos solamente algunos valores seleccionados. 


Tabla 14.2 Aproximacion expllcita a la ecuacion diferencial con h = 0.2, 
k = 0.01, A = 0.25 


Tiempo 

x = 0.20 

x = 0.40 

x = 0.60 

x = 0.80 

0.00 

0.5878 

0.9511 

0.9511 

0.5878 

0.10 

0.2154 

0.3486 

0.3486 

0.2154 

0.20 

0.0790 

0.1278 

0.1278 

0.0790 

0.30 

0.0289 

0.0468 

0.0468 

0.0289 

0.40 

0.0106 

0.0172 

0.0172 

0.0106 

0.50 

0.0039 

0.0063 

0.0063 

0.0039 


El lector debera comprobar, mediante los metodos del capltulo 11, que una solucion 
exacta para el problema de valores en la frontera del ejemplo 1 esta dada por u{x, t) = 
e ' sen ttx. Utilizando esta solucion, comparamos en la tabla 14.3 una muestra de los 
valores exactos con sus aproximaciones correspondientes. 


Tabla 14.3 


Exacto 


Aproximacion 

m(0.4, 0.05) = 

0.5806 

m 25 = 0.5758 

m(0.6, 0.06) = 

0.5261 

m 36 = 0.5208 

m(0.2, 0 . 10 ) = 

0.2191 

Mi 10 = 0.2154 

m(0.8, 0.14) = 

0.1476 

W 4 14 = 0.1442 
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c \ u(x + h, 
2 


I Estabilidad Estas aproximaciones son comparables a los valores exactos y resultan 
lo suficientemente precisas como para cumplir algunos propositos. Sin embargo, existe 
un problema relacionado con el metodo anterior. Recuerde que un metodo numerico es 
inestable si los errores por redondeo o de cualquier otro tipo crecen demasiado rapido 
conforme los calculos se lleven a cabo. El procedimiento numerico del ejemplo 1 puede 
presentar este tipo de comportamiento. Es posible demostrar que el procedimiento re- 
sulta estable si A es menor o igual que 0.5, sin embargo, es inestable para cualquier otro 
valor. Para obtener A = 0.25 < 0.5 en el ejemplo 1, tuvimos que seleccionar el valor k 
= 0 . 01 ; la necesidad de utilizar tamanos de intervalo muy pequenos en la direction del 
tiempo es la principal falla de este metodo. Se le pide al lector resolver el problema 12 de 
los ejercicios 14.2 y ser testigo de la inestabilidad predecible cuando A = 1. 

■ Metodo de Crank-Nicholson Existen metodos implicitos de diferencia finita 

para resolver ecuaciones diferenciales parciales parabolicas. Estos metodos requieren 
que resolvamos un sistema de ecuaciones para determinar los valores aproximados de u 
en la (j + l)-esima linea de tiempo. Sin embargo, los metodos implicitos no experimen- 
tan problemas de inestabilidad. 

El algoritmo que presentaron J. Crank y P. Nicholson en 1947 se utiliza principalmente 
para resolver la ecuacion de calor. El algoritmo consiste en reemplazar la segunda derivada 
d 2 u 'du 

parcial en c 2 = — por un promedio de dos cocientes de diferenciales centrales, uno 
evaluado en t y el otro en t + k: 


) — 2 u(x, t) + u(x — h, t) u{x + h, t + k) — 2u(x, t + k) + u(x — h, t + k) 


h 2 


= —[w(x, t + k) — u(x, f)]. (4) 


Si definimos de nuevo A = c&Z/r, entonces, despues de volver a ordenar los terminos, 
podemos escribir (4) como 


-«/— 1J+1 + ” M/+1J+1 = M i+ i j ~ PU V + Uj-ij, (5) 

donde a = 2(1 + 1/A) y j8 = 2(1 - 1/A), j = 0, 1,..., m - 1, e i = 1, 2,..., n- 1. 

Por cada valor seleccionado de j, la ecuacion en diferencias (5) para i= 1,2,..., n — 1 
da n — 1 ecuaciones con n — 1 incognitas u t , +1 . Debido a las condiciones de frontera 
prescritas, los valores de u t ,- +1 son conocidos para i = 0 y para i = n. Por ejemplo, en el 
caso n = 4, el sistema de ecuaciones para determinar los valores aproximados de u en la 
(j + l)-esima linea de tiempo es 

~ u 0J+\ + aU l,j+\ ~ U 2,j+\ = U 2,j ~ P U l,j U 0,j 

~ u l,j+l + OUl 2 j + 1 — u 2,j+l = m 3 ,j ~~ P u 2,j + u l,j 

~ u 2,j+l + au 3,j+l — U i,j+\ = U A,j ~~ + u 2,j 

o bien au i,j+ i ~ u 2 ,j+ i = 

- «!.;-! + - «3,y+l = ^2 (6) 

— u 2,j+l + au 3,j+\ ~ ^ 3 > 

donde b { = u 2 j — [5u l j + u 0 j + u 0 j +l 

b 2 = « 3 ,j “ /3 m 2 j + u hj 

b 3 = U A ,J - P U 3,j + U 2,j + “4J+1- 

En general, si usamos la ecuacion en diferencias (5) para determinar los valores de u 
en la (j + l)-esima linea de tiempo, necesitaremos resolver el sistema lineal AX = B, 


donde la matriz de coeficientes A es una 

matriz 

tridiagonal, 



/ 

-1 

0 

0 

0 

°\ 



a 

-1 

0 

0 

0 


0 

-1 

a 

-1 

0 

0 

A = 

0 

0 

-1 

a 

-1 

0 


0 

0 

0 

0 

0 

1 


\ 0 

0 

0 

0 

0 

a 
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y los elementos de la matriz columna B son 


b\ — u 2 j fSu\ j + u 0 j + u 0 j +1 
b 2 = «3 J ~ P U 2,j + «1 J 

= U 4J ~ PU 3J + U 2 j 

b n —l = u n,j ~ P u n-l,j + u n-2,j + U n,j+ 1- 


Ejemplo2 Uso del metodo de Crank-Nicholson 

Utilice el metodo de Crank-Nicholson para aproximar la solucion del problema de valo- 
res en la frontera 

d 2 u du 

0.25 —r = —, 0 < x < 2, 0 < t < 0.3 

dx 2 dt 

u( 0, t) = 0, u( 2, t) = 0, 0 si< 0.3 

u(x, 0 ) = sen irx, 0 < x < 2 , 

con n = 8 y m = 30. 

Apartirde las identidades a = 2,T = 03, h = \= 0.25, k = ^ = 0.01,yc = 0.25 
obtenemos A = 0.04. Con ayuda de una computadora obtuvimos los resultados de la 
tabla 14.4. Como en el ejemplo 1, los elementos de esta tabla solamente representan un 
numero selecto de las 210 aproximaciones localizadas en la malla rectangular determi- 
nada por h y k. 


Tabla 14.4 Metodo de Crank-Nicholson con h = 0.25, k = 0.01, A = 0.25 


Tiempo 

x = 0.25 

x — 0.50 

x = 0.75 

x = 1.00 

x — 1.25 

x = 1.50 

x = 1.75 

0.00 

0.7071 

1.0000 

0.7071 

0.0000 

-0.7071 

- 1.0000 

-0.7071 

0.05 

0.6289 

0.8894 

0.6289 

0.0000 

-0.6289 

-0.8894 

-0.6289 

0.10 

0.5594 

0.7911 

0.5594 

0.0000 

-0.5594 

-0.7911 

-0.5594 

0.15 

0.4975 

0.7036 

0.4975 

0.0000 

-0.4975 

-0.7036 

-0.4975 

0.20 

0.4425 

0.6258 

0.4425 

0.0000 

-0.4425 

-0.6258 

-0.4425 

0.25 

0.3936 

0.5567 

0.3936 

0.0000 

-0.3936 

-0.5567 

-0.3936 

0.30 

0.3501 

0.4951 

0.3501 

0.0000 

-0.3501 

-0.4951 

-0.3501 


De la misma forma que en el ejemplo 1, el problema de valores en la frontera del 
ejemplo 2 tambien tiene una solucion exacta dada por u(x, t) = r,/4 sen irx. Las com- 
paraciones de muestra listadas en la tabla 14.5 indican que los errores absolutos son del 
orden de 10 2 o 10 \ Se pueden obtener errores mas pequenos disminuyendo el valor 
de h o el de k. 

Tabla 14.5 

Exacto Aproximado 

w(0.75, 0.05) = 0.6250 u i5 = 0.6289 
k(0.50, 0.20) = 0.6105 m 2 , 20 = 0.6259 

k(0.25, 0.10) = 0.5525 m uo = 0.5594 
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EJERCICIOS 14.2 Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-31. 


En los problemas del 1 al 12, utilice una computadora como 
ayuda para realizar los calculos. 

1. Utilice la ecuacion en diferencias (3) para aproximar la 
solucion del problema de valores en la frontera 

d 2 u du 

—x = —, 0 < x < 2 , 0 < ? < 1 

dx 2 dt 


c) L = 20, K = 1.10, p = 2.7, y = 0.22, 
/(x) = 0.5x(20 - x) 


u( 0 , t) = 0 , 

“<*• o) - {i 


n( 2 , () = 0 , 0 s i < 1 
0 < x < 1 
1 < x < 2. 

Use n = 8 y m = 40. 

2. Al aplicar la solucion por serie de Fourier del proble¬ 
ma 1 de los ejercicios 11.3 con L = 2, podemos sumar 
los primeros 20 terminos para calcular los valores de 
n(0.25, 0.1), n(l, 0.5) y m( 1.5, 0.8) para encontrar la so¬ 
lucion u(x, t) del problema 1. Un estudiante escribio un 
programa de computadora para realizar esto y obtuvo: 
u( 0.25, 0.1) = 0.3794, u{ 1, 0.5) = 0.1854 y u{ 1.5, 0.8) 
= 0.0623. Suponga que estos resultados son precisos 
para todos los digitos proporcionados. Compare estos 
valores con las aproximaciones obtenidas en el proble¬ 
ma 1. En cada caso, determine los errores absolutos. 

3. Resuelva el problema 1 mediante el metodo de Crank- 
Nicholson con n = 8 y m = 40. Utilice los valores de 
n(0.25, 0.1), u( 1, 0.5) y n(1.5, 0.8) proporcionados en el 
problema 2 para calcular los errores absolutos. 

4. Repita el problema 1 con n = 8 y m = 20. Utilice los va¬ 
lores para u( 0.25, 0.1), n(l, 0.5) y m( 1.5, 0.8) dados en el 
problema 2 para calcular los errores absolutos. ^Por que 
son tan imprecisas las aproximaciones en este caso? 

5. Resuelva el problema 1 mediante el metodo de Crank- 
Nicholson con n = 8 y m = 20. Utilice los valores para 
u( 0.25, 0.1), u( 1, 0.5) y n(1.5, 0.8) dados en el problema 
2 para calcular los errores absolutos. Compare los erro¬ 
res absolutos con los obtenidos en el problema 4. 

6 . En la seccion 11.2 se demostro que si una varilla de 
longitud L esta hecha de un material con conductividad 
termica K, calor especifico y y densidad p, la temperatu- 
ra u(x, t) satisface la ecuacion diferencial parcial 


K 


d 2 u 


yp dx 2 


du 

dt' 


0 <x< L. 


Considere el problema de valores en la frontera consti- 
tuido por la ecuacion anterior y las condiciones 

w(0, t) = 0, u(L, t) = 0, 0 < t < 10 

u(x, 0 ) = f(x), 0 <j<L. 

Utilice la ecuacion en diferencias (3) de esta seccion con 
n = 10 y m = 10 para aproximar la solucion del proble¬ 
ma de valores en la frontera cuando 

a) L = 20, K = 0.15, p = 8.0, y = 0.11, /(x) = 30 

b) L = 50, K = 0.15, p = 8.0, y = 0.1 !,/(*) = 30 


d) L = 100, K = 1.04, p = 10.6, y = 0.06, 

0 < x < 50 

.8(100 - x), 50 <x<100. 


, , f 0 . 8 .r, 

/W ' \ 0 . 8(11 


7. Resuelva el problema 6 mediante el metodo de Crank- 
Nicholson con n = 10 y m = 10. 

8 . Repita el problema 6 si las temperaturas en los puntos 
extremos son u( 0 , t) = 0 , n(L, t) = 20 , 0 s t < 10 . 

9. Resuelva el problema 8 mediante el metodo de Crank- 
Nicholson. 

10. Considere el problema de valores en la frontera del 
ejemplo 2. Suponga que n = 4. 

a) Calcule el nuevo valor de A. 

b ) Utilice la ecuacion de diferencias de Crank-Nichol- 
son (5) para determinar el sistema de ecuaciones 
para u n , m 21 y h 31 , esto es, los valores aproximados 
de u en la primera linea de tiempo. [ Sugerencia: 
Fije el valor dej = 0 en (5), y permita que i tome los 
valores 1, 2, 3.] 

c) Resuelva el sistema de tres ecuaciones sin ayuda de 
un programa de computadora. Compare sus resulta¬ 
dos con los elementos correspondientes de la tabla 
14.4. 

11. Considere una varilla cuya longitud sea L = 20 para la 
cual K = 1.05, p = 10.6 y y = 0.056. Suponga que 

u{ 0, t) = 20, h(20, t) = 30 

u(x, 0) = 50. 

a) Utilice el metodo que se describio en la seccion 11.6 
para calcular la solucion de estado estable ip( x )- 

b) Utilice el metodo de Crank-Nicholson para aproximar 
las temperaturas u(x, t) para 0 <(< 7 m . ix . Seleccione 
7 m . ix lo suficientemente grande para permitir que las 
temperaturas se aproximen a los valores de estado 
estable. Compare las aproximaciones para t = T mix 
con los valores de ip(x) calculados en el inciso a). 

12. Utilice la ecuacion en diferencias (3) para aproximar la 
solucion del problema de valores en la frontera 

d 2 u du 

—t = —, 0<X<U0<7<1 
dx 2 dt 

u(0 , t) = 0, u{\, t) = 0, 0 £ t < 1 

u(x, 0 ) = sen n rx, 0 <i< 1 . 

Use n = 5 y m = 25. 
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14.3 La ecuacion de onda 


H Introduction En esta seccion aproximamos una solucion de la ecuacion unidimen¬ 
sional de onda utilizando el metodo en diferencias finitas presentado en las dos secciones 
anteriores. La ecuacion unidimensional de onda es el prototipo de la ecuacion diferencial 
parcial hiperbolica. 


■ Reemplazo de la ecuacion en diferencias Suponga que u(x, t) representa una 
solucion de la ecuacion unidimensional de onda 


2 d 2 u d 2 u 
dx 2 dt 2 


( 1 ) 


Utilizamos dos diferencias centrales 
d^u 1 

—t ~ — [u(x + h, t) — 2u(x, t) + u(x — h, t)] 
dx h 

d 2 u 

dt 2 

para reemplazar la ecuacion ( 1 ) por 

c 2 1 

—^ [u(x + h , t) — 2u(x, t) + u(x — h, ?)] = -x [u(x, t + k) — 2 u(x, t) + u(x, t — k)\. (2) 

hr Ic 

Despejamos (2) para u(x, t + k), lo que nos da u t ,- +1 . Si A = ck/h, entonces (2) resulta 
en 


\u(x , t + k) — 2 w(.r, t) + u(x, t — k)] 


(3) 

para i = 1,2,, n — 1 yj = 1 , 2 ,..., m — 1 . 

Para el caso en que la ecuacion de onda (1) es un modelo para los desplazamientos 
verticales u(x, t ) de una cuerda vibratoria, las condiciones de frontera tfpicas son u( 0 , t ) 
= 0 , u(a, t) = 0 , t > 0 , y las condiciones iniciales son u(x, 0 ) = f{x), du/dt\ t=0 = g(x), 
0 < x < a. Las funciones/y g pueden interpretarse como la posicion inicial y la velocidad 
inicial de la cuerda. El metodo numerico basado en la ecuacion (3), as! como el primer 
metodo estudiado en la seccion 14.2, es un metodo explfcito de diferencias finitas. Como 
antes, aplicamos la ecuacion de diferencias (3) para aproximar la solucion u(x, t ) de (1) 
utilizando las condiciones de frontera e inicial sobre una region rectangular situada en el 
piano xt definido mediante las desigualdades 0 < .r < a, 0 < / < 7’, donde T es un valor 
especfftco de tiempo. S i n v m son enteros positivos y 



las lineas horizontal y vertical de la reticula ubicada en esta region estan definidas por 


Xj = ih, i = 0 , 1 , 2 , ..., n y tj = jk, j = 0 , 1 , 2 , ..., m. 

Tal como se muestra en la figura 14.11, (3) nos permite obtener la aproximacion u t j +l en 
la lfnea de tiempo (j + l)-esima a partir de los valores indicados en las lmeas de tiempo 
y-esima y (j — l)-esima. Ademas, utilizamos 


Uq j — u( 0, jk) — 0, U n : — u(a, jk) — 0 <— condiciones de frontera 
y Mj o = u(Xj, 0) — f(xj). <—condicion inicial 

Hay un pequeno problema antes de comenzar. Usted puede observar, a partir de (3), 
que para j = I necesitamos saber los valores de m, , (esto es, los valores de u en la pri- 
mera llnea de tiempo) con la finalidad de calcular u u 2 . Sin embargo, a partir de la figura 


“u+i 

(j + l)-esima lfnea-- 

de tiempo 

u i-l,j j u ij u i+l,j 

j-esima lfnea- t-*—— f-•- 

de tiempo ^ 

(j - l)-esima lfnea j ■ 
de tiempo I"* - ^ “H 

Figura 14.11 u en t = j + 1 

se determina a partir de Los tres 
valores de u en t = j y de un valor 
en t = j — 1 
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14.11, con 7 = 0 podemos observar que los valores de u, j en la primera lrnea de tiempo 
dependen de los valores de u t 0 en la lrnea de tiempo cero y de los valores de m,- Para 
calcular estos ultimos, utilizamos la condicion de velocidad inicial u,(x, 0) = g(x). En 
t = 0 es posible deducir por la expresion (5) de la seccion 6.5 que 


g{Xi) = u,(x h 0) 


u(Xj, k) — m(x,-, —k) 
2k 


(4) 


Con la finalidad de que tenga sentido el termino u(x t , —k) = m, en (4), debemos supo- 
ner una u(x, t) extendida hacia atras en el tiempo. A partir de (4) se deduce que 

u{x t , —k)~ u(xj, k) — 2kg(xj) 

Este ultimo resultado sugiere que defmamos 

«i, i = m u - 2 kg(Xi) (5) 

en la iteracion de (3). Sustituyendo (5) en (3) cuando j = 0, obtenemos el caso especial 

A 2 , 

Mi. 1 = — («i+i,o + «i-i,o) + (1 - a )u i0 + kg(x t ). (6) 


Ejemplo 1 Uso del metodo de diferencias finitas 

Aproxime la solucion del problema de valores en la frontera 

d 2 u d 2 u 
dx 2 dt 2 ’ 

m(0, t) = 0, 

u(x, 0) = sen ttx, 

utilizando (3) con n = 5 y m = 20. 

Solucion Generamos las identidades c = 2, a = 1 y T = 1. Con n = 5 y m = 20, ob¬ 
tenemos h = \ = 0.2, k = = 0.05 y A = 0.5. Por lo tanto, con g(x) = 0, las ecuaciones 

( 6 ) y (3) se convierten, respectivamente, en 

“i, i = 0.125(M i+1>0 + Mj_ 10 ) + 0.75 m,- o (7) 

My+i = 0.25w i+1 + 1.5 Ujj + 0.25uj-ij — u t j (8) 

Para i = 1, 2, 3, 4, la ecuacion (7) nos da los valores siguientes para m,- , en la primera 
linea de tiempo: 

u n = 0.125(m 20 + Moo) + 0.75 u 10 = 0.55972100 
m 2 i = 0.125(m 3Q + m 10 ) + 0.75 u 20 = 0.90564761 

(9) 

m 31 = 0.125(m 40 + m 20 ) + 0.75 u 30 = 0.90564761 
u 4l = 0.125 (u 50 + m 30 ) + 0.75m 40 = 0.55972100. 


0 < x < 1, 0 < t < 1 

m( 1 , t) = 0, 0 s t < 1 
du 

— = 0, 0 < JC < 1, 

dt 


Observe que los resultados proporcionados en (9) fueron obtenidos a partir de la condi¬ 
cion inicial u(x, 0) = sen ttx. Por ejemplo, m 20 = sen(0.27r), y asf sucesivamente. Ahora 
j = 1 en ( 8 ) nos da 


u i 2 = 0.25 m,- + 1j1 + 1.5m ; j + 0.25m,— u i 0 . 
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y, para i = 1, 2, 3, 4 obtenemos 



u 12 = 

0.25w 21 + 1.5n n + 

0.25w 01 — n 10 



u 22 = 

0.25w 31 + 1.5m 21 + 

0.25 u n — u 20 



u 32 = 

0.25m 41 + 1.5m 31 + 

0.25^21 W 30 



u 42 = 

0.25m 51 + 1.5 m 41 + 

0.25u 31 — m 40 . 


A1 utilizar las condiciones de frontera, las condiciones iniciales y los datos surgidos de 
(9), a partir de estas ecuaciones conseguimos las aproximaciones para u en la segunda 
linea de tiempo. Estos ultimos resultados y un resumen de los calculos restantes se rela¬ 
cionan en la tabla 14.6. 

Tabla 14.6 

Aproximacion explfcita de las ecuaciones de diferencias 
con h = 0.2, k = 0.05, A = 0.5 


Tiempo 

x = 0.20 

x = 0.40 

x — 0.60 x 

= 0.80 

0.00 

0.5878 

0.9511 

0.9511 

0.5878 

0.10 

0.4782 

0.7738 

0.7738 

0.4782 

0.20 

0.1903 

0.3080 

0.3080 

0.1903 

0.30 

-0.1685 

-0.2727 

-0.2727 

-0.1685 

0.40 

-0.4645 

-0.7516 

-0.7516 

-0.4645 

0.50 

-0.5873 

-0.9503 

-0.9503 

-0.5873 

0.60 

-0.4912 

-0.7947 

-0.7947 

-0.4912 

0.70 

-0.2119 

-0.3428 

-0.3428 

-0.2119 

0.80 

0.1464 

0.2369 

0.2369 

0.1464 

0.90 

0.4501 

0.7283 

0.7283 

0.4501 

1.00 

0.5860 

0.9482 

0.9482 

0.5860 


Se puede comprobar facilmente que la solution exacta del problema de valores en la 
frontera del ejemplo 1 es u(x, t) = sen ttx cos 2tti. Usando esta funcion podemos comparar 
los resultados exactos con las aproximaciones. Por ejemplo, algunas comparaciones selec- 
cionadas aparecen en la tabla 14.7. Como puede observarse en la tabla, las aproximaciones 
estan en la misma “zona” que los valores exactos, pero la precision no es particularmente 
impresionante. Sin embargo, podemos obtener resultados mas precisos. La precision de 
este algoritmo varia con la selection de A. Desde luego, A esta determinado por la election 
de los enteros n y m, los cuales a su vez determinan los valores del tarnano de los interva- 
los h y k. Es posible demostrar que siempre se obtiene la mejor exactitud de este metodo 
cuando la relation A = kc/h es igual a uno, en otras palabras, cuando el intervalo en la 
direction del tiempo es k = h/c. Por ejemplo, la election n = 8 y m = 16 nos da h = |, 
k = ^ y A = 1. Los valores muestra que se relacionan en la tabla 14.8 indican de manera 
clara la mejora en cuanto a exactitud. 


Tabla 14.7 



Tabla 14.8 


Exacto 


Aproximado 

Exacto 

Aproximado 

m(0.4, 0.25) = 

0 

u 25 = 0.0185 

«(0.25, 0.3125) = -0.2706 

u 25 = —0.2706 

w(0.6, 0.3) = 

-0.2939 

m 36 = —0.2727 

m(0.375, 0.375) = -0.6533 

w 36 = —0.6533 

m(0.2, 0.5) = 

-0.5878 

«! jo = —0.5873 

«(0.125, 0.625) = -0.2706 

ii\ lo = —0.2706 

u( 0.8, 0.7) = 

-0.1816 

u AM = -0.2119 




I Estabilidad En conclusion, observemos que este metodo explicito de diferencias 
finitas para la ecuacion de onda es estable cuando A < 1 e inestable cuando A > 1. 
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EJERCICIOS 14.3 Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-33. 


En los problemas 1, 3, 5 y 6 , utilice una computadora como 
herramienta de calculo. 


1. Use la ecuacion de diferencias (3) para aproximar la 
solucion del problema de valores en la frontera 

, d 2 u d 2 u 

c 2 —7 = —7, 0 < x < «, 0 < t < T 
dx 2 dt 2 

u( 0 , t ) = 0 , u(a, 0 = 0 , 0 s ( < T 


u(x, 0 ) = /(x), 

cuando 


du 

dt 


= 0 , 


0 < x ^ a. 


a) 

b) 

c) 


c = 1, a = 1, T = 1, /(x) = x(l — x); n = 4y m = 10 
c =\, a = 2,T= l,/(x) = e~ 16( * _1)2 ;n = 5ym= 10 
c = V2, a = 1 , 7’= 1 , 



0 < x < 0.5 
0.5 < x < 1; 


n = 10 y »? = 25. 

2. Considere el problema de valores en la frontera 
d 2 u d 2 u 
dx 2 dt 2 ’ 


0 < X < 1, 0 < t < 0.5 


m(0, t) = 0, i/(l, /) = 0, 0 s ( s 0.5 
du 

u(x, 0 ) = sen 7 rx, — = 0 , Os.tsl, 

of f =o 

a) Utilice los metodos del capitulo 11 para comprobar 
que la solucion del problema es u(x,t) = sen ttx cost rf. 

b) Utilice el metodo de esta seccion para aproximar la 
solucion al problema con ayuda de un programa de 
computadora. Use los valores n = 4 y m = 5. 

c) Calcule el error absoluto en cada punto interior de la 
malla. 


3. Aproxime la solucion del problema de valores en la 
frontera del problema 2 utilizando un programa de 
computadora con 

a) n = 5, m = 10 b) n = 5, m = 20. 


4. Dado el problema de valores en la frontera 


d 2 u d 2 u 
dx 2 dt 2 ’ 
m( 0 , t ) = 0 , m( 1 , t) = 0 , 0 £ t < 1 


—7 = —, 0 < x < 1 , 0 < r < 1 

dx 2 dt 2 


u{x , 0 ) = x(l — x), — = 0 , 0 s.r<l, 

dt t=0 

utilice h = k = | en la ecuacion ( 6 ) para calcular a mano 
los valores de u L ,. 

5. En la seccion 11.2 se demostro que la ecuacion de una 
cuerda vibratoria es 

T d 2 u d 2 u 
p dx 2 dt 2 ’ 


donde T representa la magnitud constante de la tension 
presente en la cuerda, y p es su masa por unidad de lon- 
gitud. Suponga que una cuerda de 60 centi'metros de 
longitud esta anclada al eje x en sus extremos y se suelta 
desde el reposo con desplazamiento inicial de 


/ M 


O.Olx, 
0.30 - 


x - 30 
100 ’ 


0 < x < 30 
30 < .t £ 60. 


Utilice la ecuacion de diferencias (3) de esta seccion 
para aproximar la solucion del problema de valores en la 
frontera cuando h = 10, k = 5\^p/T y donde p = 
0.0225 g/cm, T = 1.4 X 10 7 dinas. Use m = 50. 


6 . Repita el problema 5 utilizando 


/M 


I 0 . 2 x, 
1.0.30 - 


x - 15 
150 


0 < x < 15 
15 < x < 60 


y h = 10 , k = 2.5 Vp/T. Use m = 50. 


EJERCICIOS DE REPASO DEL CAPITULO 14 Las respuestas a los problemas impares 

seleccionados comienzan en la pagina RESP-34. 


1. Considere el problema de valores en la frontera 
d 2 u d 2 u 

— + —r = 0, 0<x<2, 0<y< 1 
dx 2 dy 2 

u( 0, y) = 0, u( 2, y) = 50, 0 < y < 1 
m(x, 0 ) = 0, u(x, 1 ) = 0, 0 < x < 2. 

Aproxime la solucion de la ecuacion diferencial en los 
puntos interiores de la region con tamano de la malla 


h = Utilice la elimination gaussiana o la iteration de 
Gauss-Seidel. 

2. Resuelva el problema 1 utilizando el tamano de la malla 
de h = Use la iteration de Gauss-Seidel. 

3. Considere el problema de valores en la frontera 

d 2 u du 

, = , 0 < x < 1, 0 <t< 0.05 

dx 2 dt 
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u( 0 , t) = 0 , u( 1, t) = 0 , t > 0 
u(x, 0 ) = x, 0 < x < 1 . 

a) Observe que la temperatura inicial u(x, 0) = x indi- 
ca que en la frontera derecha x = 1 la temperatura 
debe ser u(l, 0 ) = 1 , mientras que las condiciones 
de frontera implican que w(l, 0) = 0. Escriba un 
programa de computadora del metodo explicito en 
diferencias finitas de manera que las condiciones 
de frontera prevalezcan en todos los tiempos con- 
siderados, incluyendo t = 0. Use el programa para 
completar la tabla 14.9. 


b ) Modifique su programa de computadora de tal ma¬ 
nera que prevalezca la condicion inicial en las fron- 
teras en t = 0. Use este programa para completar la 
tabla 14.10. 

c) ,;,Existe alguna relacion entre las tablas 14.9 y 14.10? 
Utilice un intervalo mayor si es necesario. 


Tabla 14.9 


Tiempo 

x = 0.00 

x = 0.20 

x = 0.40 

x = 0.60 

x — 0.80 

x = 1.00 

0.00 

0.0000 

0.2000 

0.4000 

0.6000 

0.8000 

0.0000 

0.01 

0.0000 





0.0000 

0.02 

0.0000 





0.0000 

0.03 

0.0000 





0.0000 

0.04 

0.0000 





0.0000 

0.05 

0.0000 





0.0000 

Tabla 14.10 






Tiempo 

x — 0.00 

x = 0.20 

x = 0.40 

x — 0.60 

x — 0.80 

x = 1.00 

0.00 

0.0000 

0.2000 

0.4000 

0.6000 

0.8000 

1.0000 

0.01 

0.0000 





0.0000 

0.02 

0.0000 





0.0000 

0.03 

0.0000 





0.0000 

0.04 

0.0000 





0.0000 

0.05 

0.0000 





0.0000 
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A P E N D I C E 



Algunas formulas 
de derivadas e integrales 


Formulas de derivadas uy v son funciones de x; cy y c 2 son constantes. 


1. — (c !u + c 2 v) = Ciu' + c 2 v' (Regia de la suma) 

ax 


2. — uv = uv' + vu' (Regia del producto) 
dx 


d u vu — uv 

3.-=--- (Regia del cociente) 

dx v v“ 


dv dv du 

4. — = —• — (Regia de la cadena) 
dx du dx 


d_ 

dx 


5. — u" = nu" * 1 — 


du 

dx 


d 1 du 

6. —In u = - 

dx u dx 


d „ „ du 

7. —e = e — 
dx dx 


d du 

8. — b" = b“ In b — 
dx dx 


d du 

9. — sen u = cos u — 
dx dx 


d du 

10. —cos u = —sen u — 
dx dx 


d_ 

dx 


11. — tan u = sec 2 n — 


du 

dx 


d ~ du 

12. - cot u = —esc ~u — 


dx 


dx 


d du 

13. — sec u = sec u tan u — 
dx dx 


d du 

14. — esc u = —esc u cot u — 
dx dx 


d 

dx 


15. — sen l u = 


1 


du 


Vl - u 2 dx 

1 du 


17. — tan u = , 

dx 1 + u dx 


d — 1 du 

16. —cos u = — . — 

dx V 1 — u 2 dx 

d . 1 du 

18. —sec u = - . — 

dx mVh 2 - 1 dx 


d du 

19. — senh u = cosh u — 
dx dx 


d du 

20. — cosh u = senh u — 
dx dx 


d , 1 du 

21. —senh u = — . — 

dx Vh 2 + 1 dx 


d 1 du 

22. —cosh u = — . — 

dx Vm 2 — 1 dx 


d , 1 du 

23. —tanh u = - j —, \u\ < 1 

dx 1 — u dx 


d , 1 du 

24. —coth u = - j —, \u\ > 1 

dx 1 — u dx 
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I Formulas de integrates n y v son funciones de x; c, y c 2 son constantes. 


1 . 

3. 

5. 

7. 

9. 

11 . 

13. 

15 . 

17 . 

19 . 

21 . 

23. 


(c^u + c 2 v) dx = C\ u dx + c 2 v dx 


u" du = 


u 


n + 1 


+ C, n — 1 


b u 

b u du =-b C 

In b 


cos u du = sen u + C 


sec ~u du = tan u + C 


sec u tan u du = sec u + C 

1 _. u 

— . du = sen —b C 

Va 2 - u~ a 

cosh u du = senh u + C 


, senh 1 —b C 
1 I a 

du = 


V u 2 + a 2 


In (m + \/u 2 + a 2 ) + C 


1 _. u 

— tanh —b C, Ini < a 

1 | a a 

2-2 dU = 1 i 

a — u | 1 * u 

— coth —b C, w > a 

a a 


tan u du = —In I cos u\ + C 


sec u du = In Isec u + tan u\ + C 


2 . u dv = uv — v du (integracion por partes) 


4. 


— du = In Ini + C 
u 


6 . e“ du = e u + C 


8 . sen u du = — cos u + C 


10 . 


csc 2 n du = —cot u + C 


12 . 


esc u cot u du = —esc n + C 


14. 


1 1 , u 

du = — tan —b C 
a a 


2 I 2 

a + u 


16. 


senh u du = cosh u + C 


18. 


Vn 2 — a 2 


du = 


cosh 1 —b C 
a 

In (n + \/u 2 — a 2 ) + C 


20 . 

22 . 

24. 



1 

— du = — In 
u 2 a 


a + u 
a — u 


+ C 


cot u du = In I sen u\ + C 


esc u du = In Icsc u — cot u\ + C 
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A P E N D I C E 



Funcion gamma 


La definicion de la integral de Euler de la funcion gamma* es 


r« 


f ‘e 1 dt. 

*0 


( 1 ) 


La convergencia de la integral requiere que x — 1 > — 1, o x > 0. La relacion de recu- 
rrencia 



Figura A.l Grafica de La funcion 
gamma 


r(* + i) = jcr(x), (2) 

que vimos en la seccion 5.3, puede obtenerse a partir de (1) empleando la integration por 
partes. Ahora, cuando x = 1, 


r(i) 


e~'dt = 1, 
■'o 


y, por lo tanto, la ecuacion (2) nos da 


r( 2 ) = ir(i) = i 
r(3) = 2r(2) = 2-i 
r(4) = 3r(3) = 3-2-1 


y asf sucesivamente. De esta forma se puede observar que cuando n es un entero positivo, 

r(n + 1) = n\. 


Por esta razon, a la funcion gamma a menudo se le llama funcion factorial generalizada. 

A pesar de que la forma integral (1) no converge para x < 0, mediante una definicion 
alterna es posible demostrar que la funcion gamma se define para todos los numeros 
reales y complejos excepto para x = —n, n = 0, 1, 2, ... . Como una consecuencia, (2) 
es realmente valida para x =h —n. Considerada como una funcion de una variable real 
x, la grafica de fOc) es como indica la figura A.L Observe que los enteros no positivos 
corresponden a las asmtotas verticales de la grafica. 


*Esta funcion fue definida por primera vez por Leonhard Euler en su libro Institutiones calculi integralis 
publicado en 1768. 
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En los problemas 23 y 24 de los ejercicios 5.3, utilizamos el hecho de que T( y 2 ) = 
\frr. Este resultado puede deducirse a partir de (1) fijando el valor de x = V 2 : 


n%) = 


t l ! 2 e ' dt. 


(3) 


Establecemos t = u 1 para poder escribir (3) como 


Sin embargo, 
porloque [ T (|)] 2 = I 2 


re/*) = 2 


e " du = 


e " du. 


e xr dv 


e~ u du 2 


e~ v dv = 4 


-^ + ^dudv. 


Convertir a coordenadas polares u = r cos 0, v = r sen 6 nos permite evaluar la integral 
doble: 


e~(“ 2+v2 > du dv = 4 


’ tt/I 


e r r dr dO = tt. 


De aquf que, 


[r(i)] 2 = 7T o r(i) = W. 


(4) 


En vista de (2) y (4), podemos encontrar valores adicionales de la funcion gamma. 
Por ejemplo, cuando x = — a partir de (2) se puede deducir que P( 2 \ T(— 2 ). 
Por lo tanto, T(— \) = — 2T(\) = —2 \/ tt . 


EJERCICIOS PARA EL APENDICE II Las respuestas a los problemas impares seleccionados 

comienzan en la pagina RESP-34. 


1. Evalue lo siguiente. 

a) T(5) b) T(7) 

c) r(—|) d) r(-§) 

2. Utilice (1) y el hecho de que T(f) = 0.92 para evaluar 
Establezca t = x 5 .] 


' OO 

x 5 e~' dx. [Sugerencia: 
■’o 


3. Utilice (1) y el hecho de que T(|) = 0.89 para evaluar 


4. Evalue 


x 4 e 1 dx. 


x [ In — ) dx. [Sugerencia: Establezca t = —lnx.] 


5. Utilice el hecho de que F(.v) > 
medida que x —* 0 + . 

6 . Utilice (1) para deducir (2) para x > 0. 


f l e ' dt para demostrar que r(jc) no es acotada a 


APENDICE II Funcion gamma 
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A P E N D I C E 



Tabla de transformadas 
de Laplace 


m 

1. i 

2. t 

3. f 

4. r '/ 2 

5. t 1 ' 2 

6. f 

7. sen kt 

8 . cos kt 

9. sen 2 kt 

10 . cos 2 kt 

11 . e al 

12 . senhA:? 

13. cosh kt 

14. senh 2 &? 


ig{/(0} = F(S) 
1 


5 

* 2 

n\ 

n + v n es un entero positivo 



Is 2 ' 2 

T{a + 1 ) 


k 

s 2 + lc 


s 2 + k 2 
2 k 2 

s(s 2 + 4k 2 ) 
s 1 + 2 k 2 
s(s 2 + 4k 2 ) 

1 


s — a 


k 


s 2 - k 2 


s 2 -lc 
2 k 2 

s(s 2 — 4k 2 ) 
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15. cosher 

16. e a, t 

17. e a, f 


18. e“'sen kt 

19. e ar cos kt 

20 . e at senh kt 

21 . e at cosh kt 

22 . t sen kt 

23. t cos kt 

24. sen kt + kt cos kt 

25. sen kt — kt cos kt 

26. t senh kt 

27. /cosher 


28. 


e a ' - e b ' 

a — b 


ae a ' — be b ' 

29. - TT 

a — b 

30. 1 — cos kt 

31. kt — sen kt 

32. cos at — cos bt 

33. sen kt senh kt 

34. sen kt cosh kt 

35. cos kt senh kt 


s 2 - 2k 2 
s(s 2 - 4k 2 ) 

1 

(s — a) 2 
n\ 

- -r^ 7 , n es un entero positivo 

(, - a)- +1 * 

k 

(s — a) 2 + k 2 
s — a 

(i — a) 2 + k 2 
k 

(s — a) 2 — k 2 
s — a 

(s — a) 2 — k 2 
2 ks 

(,s 2 + k 1 ) 2 

s 2 - k 2 
(,s 2 + k 2 ) 2 

Iks 2 

{,s 2 + k 2 ) 2 
2 k 3 

(,s 2 + k 2 ) 2 

2 ks 

s 2 + k 2 
(s 2 - ky 

i 

(s — a)(j — b) 
s 

(,s — a)(s — b) 
k 1 

s(s 2 + k 2 ) 
k 3 

/( s 2 + k 2 ) 

s{b 2 — a 2 ) 

{s 2 + a 2 )(s 2 + b 2 ) 

2k 2 s 

/ + 4k A 
k{s 1 + 2 k 2 ) 
s A + 4 k 4 
k(s 2 — 2k 2 ) 

S 4 + 4 k 4 
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36. 

37. 

38. 

39. 

40. 

41. 

42. 

43. 

44. 

45. 

46. 

47. 

48. 

49. 

50. 

51. 

52. 

53. 

54. 

55. 

56. 

57. 


cos kt cosh kt 

m 

S(t — a) 

°ll(t — a) 


J 0 (kt) 


2(1 — cos at) 


2 (1— cosh at) 


sen at 


sen at cos bt 


\fnt' 


i 2 /4t 


2\fi tP 


-a 2 /At 


erfc 


Cvf) 




e ab e b 2 ' erfc bVt + 


2 Vt. 


—e ab e b 1 erfc bVt + 


2 Vi. 


) + erfc (i vX 


e a m 

f(t — a) a ll(t — a) 
g(r)°U(f - a) 

f (n) (0 

m) 

t 

/(r)g(r - t) dT 


s 4 + 4 k 4 
1 


s 


Vs 2 + k 2 


In¬ 


in 


s — b 
s 2 + a 2 


ln- 


2 2 

s — a 


arctan 


1 a + b 

— arctan- 

2 5 


1 a — b 

H— arctan- 

2 i 


e -cVs 


e ~“Vs 

e ~aVs 

s 

e -aVs 

sVs 

e -aVs 

Vs(Vs + b) 

be^ 
s(Vs + b) 

F(s — a) 
e- as F(s) 

e~ as £{g(t + a)} 

s n F(s) - 0)-0) 

F(s)GW 
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Respuestas a los problemas 
seleccionados de numero impar 


Ejercicios 1.1, pagina 12 

1. lineal, segundo orden 3. lineal, cuarto orden 
5. no lineal, segundo orden 7. lineal, tercer orden 
9. lineal en x pero no lineal en y 

15. el dominio de la funcion es — 2 < x < oo; el intervalo mas 
grande de la definicion para la solucion es —2 < x < oo. 

17. el dominio de la funcion es el conjunto de numeros rea¬ 
les excepto x = 2 y x = —2; los intervalos mas grandes 
de la definicion para la solucion son — oo < x < — 2, — 2 
<x<2, o2 <x<oo. 

e' ~ 1 

19. X = — -— defmida en (—oo, In 2) o en (In 2, oo) 

27. a) m = —2 b) m = 2, m = 3 
29. y = 2 

31. no existen soluciones constantes 

Ejercicios 1.2, pagina 18 

1. y= 1/(1 -40 3. y = XRx 2 — l);l<x<oo 

5. y = l/(x 2 + 1); -oo <x< oo 

7. x = — cos t + 8 sen t 

V3 1 

9 x =-cos M— sen t 

4 4 

11. y = \e x - \e~ x 13. y = 5e x 1 

15. y = 0,y = x 3 

17. semipianos definidos por y > 0 o y < 0 
19. semipianos definidos por x > 0 o x < 0 
21 . las regiones definidas por y>2,y< — 2, o — 2 <y <2 
23. cualquier region que no contenga a (0, 0) 


25. si 27. no 

29. a) y = cx b) cualquier region rectangular que no to¬ 
que el eje y 

c ) No, la funcion no es diferenciable en x = 0. 

31. b) y = 1/(1 — x) en ( — oo, 1); y = —l/(x + 1) en 
(-l,oo) 

45. 35 individuos al ano; 95 individuos al ano 


Ejercicios 1.3, pagina 28 

dP dP 

1. — = kP + r; — = kP - r 
dt dt 


dP 

3. — - k\P 2 P 


dx 

7. — = ^x(1000 — x) 
dt 


dA 1 

9. — +- A = 0; A(0) = 50 

dt 100 w 


dA 

11 . — + 


dh ctt /- 

A = 6 13. — =- V/J 

dt 600 - t dt 450 


di 

15. L -b Ri = E(t ) 

dt 

d 2 x 

19. m —x = — kx 
dt 2 


d 2 x (dx\ 2 

21 . x—x + — + 32x = 160 

dt 2 \dtj 


dv 2 

17. m — = mg — kv 
dt 


cPr gR 2 

—x + = o 

dt 2 r 2 

dA 
25. — 
dt 

dx 

- h kx = r, k > 0 

dt 

dy 

29. — 

dx 


RESP-1 


RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS SELECCIONADOS DE NUMERO IMPAR, CAPITULO 1 








RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS SELECCIONADOS DE NUMERO IMPAR, CAPITULO 2 


Ejercicios de repaso del capftulo 1, pagina 33 


5. y" - 2/ + y = 0 

9. b) 


dy 

]. — = ky 
ax 

3. y" + Icy = 0 
7. a), d) 

11. b) 

13. y = Ci y y = c 2 e , \ c 1 y c 2 constantes 
15. y' = x 1 + y 2 

17. a) El dominio es el conjunto de todos los numeros 
reales 



b) ya sea ( 

-oo, 0) o (0, oo) 

19. 

Para x 0 = — 

1, el intervalo es ( 


intervalo es 

(0, oo). 


f- 

-x 2 , x < 0 

21. 

c) y = | 

, 23 

x 2 , x s 0 

25. 

(0, oo) 

27. 


23. (-oo, oo) 

27. y 0 = -3,y, = 0 


Ejercicios 2.1, pagina 42 

21. 0 es asintoticamente estable (atractor); 3 es inestable 
(repulsor). 

23. 2 es semiestable. 

25. —2 es inestable (repulsor); 0 es semiestable; 2 es asin¬ 
toticamente estable (atractor). 

27. — 1 es asintoticamente estable (atractor); 0 es inestable 
(repulsor). 

39. a) mg/k b) \fmgjk 


Ejercicios 2.2, pagina 49 

1. y = — j cos 5x + c 3. y = \e~ 2x + c 
5. y = cx 4 7. — 3e~ 2y = 2e 2x + c 

9. |x 3 lnx — |x 3 = \y + 2y + In | y| + c 
11. 4 cos y = 2x + sen 2x + c 
13. (e 1 + ir 2 + 2(e v + IT 1 = c 

15. 5 = ce kr 17. P = Ce , 

1 + ce 

19. (y + 3) 5 e x = c(x + 4) 5 e y 

21. y = sen( \x 2 + c) 23. x = tan(4 1 — ^ if) 

e -(i + iA) 

25. y = - 

X 

27. y = \x + iV^Vl - x 2 

3 - e 4x ~ l 

29. a) y = 2, y = -2, y = 2 + x 

33. y=l 35. y = 1 + lo tan (]o x) 

39. a ) y = —\/x 2 + x — 1 c) (—oo, — \ — jV5) 

47. y(x)= (4/?/L 2 )x 2 + a 
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1. y = ce 5x , — oo < x < oo 
3. y = l e 3x + ce - *, — oo < x < oo 
5. y = | + ce~ x3 , —oo < x < oo 
7. y = x~ 1 In x + cx~\ x > 0 
9. y = cx — x cos x, x > 0 
11. y = |x 3 — |x + cx~ 4 , x > 0 
13. y = \x~ 2 e x + cx~ 2 e~ x , x > 0 
15. x = 2/ + cy 4 ,y >0 
17. y = sen x + c cos x, — n/2 < x < ir/2 
19. (x + l)e*y = x 2 + c, x> -1 
21. (sec 0 + tan 0)r = 6 — cos 6 + c, — ir/2 < x < 7r/2 

23. y = + cx^'e -3 *, 0 < x < oo 

- 


25. y = x 'e* + (2 — e)x *, x > 0 


E 

27. i = - + 
R 


_ ^ _ 
R 


00 < t < 00 


29. (x + 1 )y = x In x — x + 21, x > 0 


31. y = 
33. y = 
35. y = 


(I 


(1 - e -**), 
2 (e 6 - l)e- 2x . 


+ \e 


+ l)e 


0 < x < 3 
x > 3 

0 < x < 1 

x s 1 


2x — 1 + 4e 


0 < x < 1 


[4x 2 lnx + (1 + 4e 2 )x 2 , x > 1 


37. y = e' 2 1 + ^'V / 7re j:2 (erf(x) - erf(l)) 


47. E{t) = E 0 e 


-{t — A)/RC 


Ejercicios 2.4, pagina 65 


1. 

x 2 — x + |y 2 + 7y = 

c 




3. 

| x 2 + 4xy — 2y 4 = c 


5. 

x 2 y 2 — 3x + 

4y = c 

7. 

no es exacto 


9. 

xy 3 + y 2 cos 

1 2 
X — 2* 

11. 

no es exacto 





13. 

xy — 2xe r + 2e* — 2x~ 

5 _ 

= c 



15. 

x 3 y 3 — tan -1 3 x = c 





17. 

—In | cos x | + cos x sen 

y = 

c 


19. 

t 4 y — 5P — ty + y 3 = 

c 




21. 

3 x 3 + x 2 y + xy 2 - y 

= 

4 

3 



23. 

4/y + t 2 — 5? + 3y 2 — 

y 

= 8 



25. 

y 2 sen x — x 3 y — x 2 + 

y 

In y ■ 

o 

II 

1 


27. 

o 

II 


29. 

x 2 y 2 cos x = 

C 

31. 

x 2 y 2 + x 3 = c 


33. 

3xV + y 4 = 

- c 

35. 

— 2ye 3:t + f e 3x + x = 

c 




37. 

e /(x 2 + 4) = 20 
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39. c) y^x) = — x 1 — \/x 4 — x 3 + 4, 
y 2 (x) = - x 2 + Vx 4 - x 3 + 4 
n 9 " 

45. a) v(x) = 8 y —-j 12.7 ft/s 

Ejercicios 2.5, pagina 70 

1 . x + x In |x| + y = cx 

3. (x - y) In ]x - y| = y + c(x - y) 

5. x + x In |x| = cy 
7. Inix 1 + x 2 ) + 2 tan~ 1 (y/x) = c 
9. 4x = x(ln | y| - c) 2 
11. x 3 + 3x 3 In |x| = 8x 3 
13. In |x| =e ylx - 1 
15. x 3 = 1 + cx~ 3 
17. x -3 = x + 5 + ce 3x 
19. e" y = ct 

21. x~ 3 = -fx- 1 + fx- 6 

23. x = — x — 1 + tan(x + c) 

25. 2y — 2x + sen 2(x + y) = c 
27. 4(y — 2x + 3) = (x + c ) 2 
29. —cot (x + y) + esc (x + y) = x + \/~2 — 1 
2 

35. b) y = -1- (— !x + cx~ 3 y l 

x 


27. i'(t) = f - f e~-"* u ‘; i -> 5 as / -> 00 
29. 9 (0 = ^0 M ^ 50f ; <(0 = 1 e^ 50 ' 

'60 - 60e^ ,/10 , 0 s t < 20 

,60(e 2 — l)e~'/ 10 , / > 20 


31. ;(/) = 


mg 


33. a) v(f) = — + v 0 - - e 


mg 


-kt/m 


b) v ■ 


mg 


como t—¥ 00 


. , \ m 8 
C) s(t) = 


m ( mg\ mf 

- b - ir ,m+ > - 


. , pg( k 

37. a) v(r) = ^-t + r 0 


b) 331 min 
39. a) P{t ) = P 0 e (k '- k2)t 
41. a) Como f —» 00 , jr(0 —> /'A. 

A) x(0 = r!k — ( rlk)e~ k, \ (In 2)!k 


\ Pgr o| 

< ■> 

/ 4k 1 

i k ) 


\ ~t + rj 


+ S n 


Ejercicios 2.8, pagina 90 

1 . a) N= 2000 


b) N{t) = 


2 000e' 


1 999 + e‘ 


7 ; 77(10) = 1834 


Ejercicios 2.6, pagina 75 

1. y 2 = 2.9800, y 4 = 3.1151 
3. y 10 = 2.5937, y 20 = 2.6533; y = <?* 
5. y 5 = 0.4198, y 10 = 0.4124 
7. y 5 = 0.5639, y 10 = 0.5565 
9. y 5 = 1.2194, y 10 = 1.2696 
13. Euler: y 10 = 3.8191, X 20 = 5.9363 
RK4: y 10 = 42.9931, y 20 = 84.0132 


Ejercicios 2.7, pagina 81 

1. 7.9 anos; 10 anos 

3. 760; aproximadamente 11 personas/ano 
5. 11 h 7. 136.5 h 

9. 7(15) = 0.00098/ 0 o aproximadamente 0.1% of 7 0 
11 . 15 600 aproximadamente 
13. 7X1) = 36.76°F; aproximadamente 3.06 min 
15. aproximadamente 82.1 s; aproximadamente 145.7 s 
17.390° 19. A(t) = 200 — 170e~ f/50 

21. A(t) = 1000 - 1000e~' /10 ° 

23. A(t) = 1 000 - 10/ - i 7(100 - f) 2 ; 100 min 
25. 64.38 1b 


3. 1000000; 5.29 mo 

4 (P 0 -1)~(P 0 - 4)e- 3 ' 


5. b) P(t) = 


(Po-l)~ (Po ~ 4K 


c) Para 0 < P 0 < 1, el tiempo de extincion es 

, , 4 ( 7*0 - 1 ) 

/ = — f In-. 


5 V3 

7. 7*(r) = — 4—— tan 


V3 


f + tan - 




V3 


el tiempo de extincion es 


t = 


V3 


tan 


V3 


+ tan - 


/ 27 *0 - 5 

V3 


9. 29.3 g; X —> 60 conforme / —> 00 ; 0 g de A y 30 g de B 

11. a) h{t) = ^ Vh - ^/j ; 7 es 0 < / < V~HAj4A h 

b) 576 VlO s o 30.36 min 
13. a) aproximadamente 856.65 s o 14.31 min 
b) 243 s o 4.05 min 


15. a) v(f) = 



tanh 


-t + Ci 
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donde 


Cl = tanh_ ‘( ^ Vo 




b ) 


m f kg 

c) sit) = —In cosh A / —t + Ci + c 2 

k \ V m 

donde c 2 = —(m/k )In coshc! 
r/v , 

17. a) m — = mg — fcv — pV, donde p es la densidad 
dt 

del agua. 


b) v(f) = 


mg — pV ( V 7 king — kpV 

-tanh - 1 + c i 

k \ m 


c) 


mg — pV 


19. a) W= Oy IV = 2 

A) Mx) = 2 sech 2 (x — c,) 
c) W(x) = 2 sech 2 x 

Ejercicios 2.9, pagina 98 

1 . x(f) = x 0 e~ Al, 

a 2 


z(,) ■ 1 - + 


A, 


A, 


3. 5, 20, 147 dfas. El tiempo cuando y(t) y z(t) son iguales 
tiene sentido porque la mayor parte de A y la mitad de 
B ya no estan, se debio haber formado la mitad de C. 


(lX 1 . 

5. —— — 6 — 25 x \ + 5C 


dx 2 

dt 


50 A 2 


- A _ _2 

25 X 1 25 X 2 


dx i x 2 

7. a) — = 3-- 

dt 100 - 


- 2 - 


x, 


dx-, 


= 2 - 


X\ 


100 + t 

x 2 


dt 100 + t 100 — t 
b) x,(t) + x 2 (t) = 150; x 2 (30) « 47.4 lb 

13. L l C -‘f + (,Rj + R 2 )i 2 + Rp 3 = E{t) 
at 

L 2 — + Rp 2 + (7?! + B 3 )/ 3 = E(t) 
dt 

15. ('(0) = i 0 , s(0) = n — i 0 , r(0) = 0 


Ejercicios de repaso del capitulo 2, pagina 100 

1 . —Aik, un repulsor para k > 0, un atractor para k< 0 
dy 

3. / = (y - i) 2 (y ~ 3) 3 

dx 

5. semiestable para « par y estable para n impar; semiesta- 
ble para n par y asintoticamente estable para n impar 

9. 2x + sen 2x = 2 ln(y 2 + 1) + c 
11. (6x + l)y 3 = — 3x 3 + c 
13. Q = cr 1 +^t\-l + 5 Inf) 

15. y = \ + c(x 2 + 4)~ 4 
17. y = CSC X, 77 < X < 277 

19. (b) y = |(x + 2Vy~ 0 - x 0 ) 2 , x > x 0 - 2VyiJ 
23. P(45) = 8.99 miles de millones 
'10 + VlOO - y 2 ' 


25. x = 10 In 


VkxT 


■ y 


27. a) 


BT l + T 2 BT l + T 2 
1 + B ’ 1 + £ 


fe) r(f) = BTl + 72 + —-— 

w 1 + B 1 + B 

, N [4? - k 2 , 0 < f < 10 

29. i(t) = < 5 

■ J l 20, t > 10 

31. h(t ) = (V2 - 0.00000163r) 2 

33. No 

ac,e aklt 

35- X M = t + CieaM ,.v(0 = C 2 (l + C ie “^) Vtl 

37. x = —y + 1 + c 2 e~ y 


Ejercicios 3.1, pagina 115 

1. y=\e c -\ e x 3. y = 3x — 4x In x 

9. (-oo,2) 

.. , e t x -x\ u, senhx 

11 .a)y = - 2 - -((? - e x ) b) y = -— 

e — 1 senh 1 

13. a) y = e* cos x — e* sen x 

b) no tiene solution 

c) y = e* cos x + e~'” n d‘ sen x 

d) y = c 2 (A sen x, donde c 2 es arbitraria 

15. dependiente 17. dependiente 

19. dependiente 21. independiente 

23. Las funciones satisfacen la ecuacion diferencial y son 
linealmente independientes en el intervalo puesto que 
W(e 3x , e 4x ) = le x ¥=0;y = c^ + c 2 e 4x . 

25. Las funciones satisfacen la ecuacion diferencial y son 
linealmente independientes en el intervalo puesto que 
W(e x cos 2x, (A sen 2x) = 2e~ x + 0; y = c x eA cos 2x + 
c 2 e x sen 2x. 

27. Las funciones satisfacen la ecuacion diferencial y son 
linealmente independientes en el intervalo puesto que 
W(x\ x 4 ) = x 6 + 0; y = cp? + c 2 x 4 . 
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29. Las funciones satisfacen la ecuacion diferencial y son 
linealmente independientes en el intervalo puesto que 

W(x, x~ 2 , x ~ 2 In x) = 9x ~ 6 =f= 0; y = qx + c 2 x ~ 2 + 
c 3 x ~ 2 In x. 

35. b) y p = x 2 + 3x + 3c 2 *; y p = -2x 2 - 6x - \e 2x 


Ejercicios 3.2, pagina 118 


1 . 

yi = 

= xe 2 * 

3. 

yi = 

- sen 4x 

5. 

Jh = 

: senhx 

7. 

J 2 = 

= xe M 

9. 

yi = 

= x 4 In 1 x 1 

11 . 

J 2 = 

= 1 

13. 

yi = 

: x cos (In x) 

15. 

3h = 

: x 2 + x + 2 

17. 

yi = 

-■ e 2x v = — - 
e >yp 2 

19. 

^2 = 

-e 2x ,y p = 5 2 e 3 * 

Ejercicios 

3.3, pagina 124 




1 . 

y = 

+ 

ns 

l 

x 

4^ 

3. 

y = 

cie 3x + c^ 2 * 

5. 

y = 

qc 4x + c 2 xe 4x 

7. 

y = 

Cie*' 3 + c 2 e- M 

9. 

y = 

Ci cos 3x + c 2 sen 3x 




11 . 

y = 

e 2x (c 1 cos x + c 2 sen x) 



13. 

y = 

e */ 3 (q cos | V 2 x + 

' c 2 

sen 5 

V 2 x) 

15. 

y = 

Ci + c 2 e~ x + c 3 e 5x 




17. 

y 

c x e x + c 2 e 3x + c 3 xe 3x 



19. 

1! = 

c x e' + e \c 2 cos t + 

c 3 sen t) 



21 . y = qe~* + c 2 xe~ x + c 3 x 2 e~* 

23. y = q + c 2 x + e~^\c 3 cos |V3x + c 4 sen \ V3x) 
25. y = Ci cos | V3x + c 2 sen |V3x + 

CyX cos |V3x + c 4 x sen |V3x 
27. n = qe r + c 2 re r + c 3 e~ r + c 4 re~ r + c 5 e~ 5r 
29. y = 2 cos 4x — | sen 4x 
31. y = -i e -*- 1J + ie 5 ^ 1 ) 

33. y = 0 

35 - >' = 36 ~ 36 e ~ 6X + \ xe 6X 

37. y = e 5x - xe 5x 


41- y = - 1 - 


V3 


e -V3, + i 

2 


39. y = 0 

1 + 


V3 


„V3*. 


y = cosh V3x H- 7 = senh V3x 


Ejercicios 3.4, pagina 134 


1 . 

.7 

= qe 1 + c 2 e 2x + 3 


3. 

y 

= Cie 5x + c 2 xe Sx + f x + 

3 

5 

5. 

y 

= qe -2 * + c 2 xe~ 2 ' + x 2 - 

- 4x + \ 

7. 

y 

= Ci cos V3x + c 2 sen V3x + 


(- 

-4x 2 + 4x - f)e 3x 


9. 

.7 

= q + c 2 e x + 3x 


11 . 

.7 

= ci?' 2 + c 2 x^' 2 + 12 + 

ix 2 e * /2 

13. 

.7 

= q cos 2 x + c 2 sen 2 x - 

- |x cos 2 x 

15. 

.7 

= Ci cos x + c 2 sen x — k 

x 2 cos x + |x 

17. 

y 

= qe* cos 2 x + c 2 e* sen 2 x + \x e* sen : 


19 . 

21 . 

23. 

25. 

27. 

29. 

31. 

33. 

35. 

37. 

39. 

41. 


y = qe~* + c 2 xe~* — 7 cos x + sen 2 x — cos 2 x 
y = Cj + c 2 x + c 3 e 6x — |x 2 — ^ cos x + yy sen x 
y = qe* + c 2 xe x + c 3 x 2 e >t — x — 3 — § x 3 ^ 
y = qcos x + c 2 sen x + c 3 xcos x + c 4 xsen x + 
x 2 — 2x — 3 

y = V 2 sen 2 x — | 

y = -200 + 200e ~* /5 - 3x 2 + 30x 

y = — lOe -2 * cos x + 9e~ 2x sen x + 7e~ 4 * 

F 0 F 0 

x = —7 sen cot - 1 cos cot 

2 co 2 2co 

y = 11 - 1 le* + 9xe* + 2 x - 12 xV + \e 5x 
y = 6 cos x — 6 (cot 1 ) sen x + x 2 — 1 


—4 sen V3x 


.7 = 

sen V3 + V3 cos V3 



J cos 2 x + f sen 2 x + | sen x. 

0<xS 7t/2 

.7 - 

if cos 2 x + | sen 2 x, 

X > 7t/2 


Ejercicios 3.5, pagina 139 

1 . y = Ci cos x + c 2 sen x + x sen x + cos x In I cos x I 

3. y = q cos x + c 2 sen x — \ x cos x 

5. y = Ci cos x + c 2 sen x + | — <5 cos 2x 

7. y = qe* + c 2 e~* + \ x senh x 

9. y = c { e 2x + c 2 e~ 2t + 


| ( e 2 c ln|x| — e 


— dt), x 0 > 0 


11 . y = qe * + c 2 e 


c 2 e x — e 


(eT x + e -2 *) In (1 
sen e* 


e 1 ) 


13. y = qe 
15. y = qe~ f + c 2 te~‘ + | ^e - ' In ? — f ^e - ' 

17. y = qe* sen x + c 2 e x cos x + \ xe x sen x + 

| e* cos x In I cos xl 

19. y =l e -*a + | e*/2 + 1 ^2^/2 - 1 xe * /2 
21 . y = | e~ 4 * + He 21 - ^e- 2x + I e x 
23. y = qx ~ 1/2 cos x + c 2 x ~ 1/2 sen x + x ~ 1/2 
25. y = Ci + c 2 cos x + 

c 3 sen x — In I cos x I — sen x In I sec x + tan x I 


Ejercicios 3.6, pagina 144 

1 . y = qx -1 + c 2 x 2 

3. y = Ci + c 2 In x 

5. y = q cos(2 In x) + c 2 sen(2 In x) 

7. y = cxP-^ + c 2 x< 2+V «> 

9. y = Ci cos( | In x) + c 2 sen( | In x) 

11. y = qx - " + c 2 x -2 In x 

13. y = x -1/,2 [q cos (|V3 In x) + c 2 sen(|V31nx)] 
15. y = qx 3 + c 2 cos (V2 Inx) + c 3 sen( V2 In x) 
17. y = q + c 2 x + c 3 x 2 + c 4 x -3 
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19. 

y = 

Ci + C 2 X 5 + f x 5 In x 

21. 

y = 

C\X + c 2 x In x + jr(ln x) 2 

23. 

y = 

C\X ~ 1 + c 2 x — In x 

25. 

y = 

2 - 2jT 2 

27. 

y = 

cos(ln x) + 2 sen(ln x) 

29. 

y = 

| — In x + | x 2 

31. 

y = 

(yjT 10 + C 2 X 2 

33. 

y = 

CiX + C 2 X~ 8 + JfjX 2 

35. 

y = 

x 2 [c! cos(3 In x) + c 2 sen(3 In x)] + 

37. 

y = 

2(—x) 1/2 - 5(—x) 1/2 ln( -x), x < 0 

Ejercicios 
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3. 

y = 

In lcos(c! — x) 1 + c 2 



1 1 

5. 

y = 

^rlnlCiX +1- X + c 2 


Cl Ci 

7. 

13 

3 y 

- c,y = x + c 2 

9. 

y = 

tan(|77 — |x), — \tt < x <\tt 

11. 

y = 

- Vl — c 2 x 2 + c 2 

Cl 

13. 

y = 

1 + x + ^x 2 + k X 3 + |x 4 + T 0 X 5 + ■ 

15. 

y = 

1 + X -\ X 2 + f x 3 -|x 4 + ^x 5 + • • 

17. 

y = 

1 

< 

1 

* 

to 


Ejercicios 3.8, pagina 161 

V27T 


1 . 


8 


3. x(?) = — | cos 4V6? 


5 - fl) xl .T0 = ~b = J r x (j) = 


i 


2 ’ *V32 


977 


V2 

4 


b ) 4 ft/s; hacia abajo 

(2 n + 1)tt 

c) ? = - ——,n = 0, 1,2,... 

16 

7. a) la masa de 20 kilogramos 

b) la masa de 20 kilogramos; la masa de 50 kilogramos 

c) ? = «77, n = 0, 1, 2, ...; en la posicion de equi- 
librio; la masa de 50 kilogramos se mueve hacia 
arriba mientras que la masa de 20 kilogramos se 
mueve hacia arriba cuando n es par y hacia abajo 
cuando n es impar. 

, N 1 3 

9. x(t) = — cos 2? H— sen 2? 

2 4 


Vl3 


sen (2? + 0.5880) 


11. a) x(?) = —| cos 10? + | sen 10? 


= § sen(10? - 0.927) 


c) 15 ciclos 

d) 0.721 s 

(2 n + 1)77 

e) --— + 0.0927, n = 0, 1, 2,... 

’ 20 

f) 43) = -0.597 ft 

g) 4(3) = -5.814 ft/s 

h) 4(3) = 59.702 ft/s 2 

i) ±8 | ft/s 

H77 HIT 

j) 0.1451 +—; 0.3545 +—,n = 0,1,2,... 

5 5 

k) 0.3545 + ™,n = 0, 1,2,... 

V3 

13. 120 lb/ft; 4?) =-sen 8 V3; 

12 

17. a) arriba b) hacia arriba 

19. a) abajo b ) hacia arriba 

21. | s; | s, x(f) = e~ 2 ; esto es, la posicion es aproximada- 
mente de 0.14 pies por debajo de la posicion de equili- 
brio. 

23. a) 4?) = 3 e 2 '— 

b) 40 = —f e 2 ' + f e ~ 8 ' 

25. a) 40 = e~ 2f (—cos 4? — \ sen 4?) 

V5 

b) 40 = e 2 sen(4? + 4.249) 

c) ?= 1.294 s 

27. a) /3>§ A) j8 = | c) 0<^<f 


29. x(?) = e ,/2 l — 


64 


4 V47 

„ cos —-— ?-3= 

3 2 3V?7 


V47 
sen —-— ? ) + 


10 


(cos 3? + sen 3?) 


31. 40 = 4 e~ 4f + ?e~ 4 ' — | cos 4? 

33. 40 = “ \ cos 4? + | sen 4 t + \ e~ 2 ' cos 4? — 2e~ 2 ' sen 4? 

d 2 x dx 

35. a) m —x = ~k(x — h) — R — o 
</? 2 M ?/r 

drx 


-jy + 2A— ; - + arx = u>~h{t). 


dx 

dt 1 dt 
donde 2A = film y or = k/m 


b ) I ft; ? 


A) 40 = c 2J (—ff cos 2? — jf sen 2?) + f§ cos ? + ff sen ? 
37. x(?) = —cos 2? — f sen 2? + § ? sen 2? + f ? cos 2? 

F 0 

39. b) - 1 sen w? 

2 w 

45. 4.568 C; 0.0509 s 

47. qit) = 10 — 10f?~ 3 '(cos 3 1 + sen 3?) 

i(t) = 60e~ 3 ' sen 3?; 10.432 C 
49. q p = qy sen ? + qy COS t, i p = yp cos t — fy sen ? 

53. q(t) = -k e~ 10 '(cos 10? + sen 10?) + |; | C 
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57. q(t) = ( q 0 

VZc7 0 sen ■ 

i(t) = i 0 cos 


E 0 C 

1 - y 2 LC 
t 

+ 


sen 


VZc i - j 2 ec 

7 _ 1 

VZc Vlc 

E 0 Cy 


COS - -j= + 

Vlc 

EqC 

cos yt 


q 0 


EqC 

1 - y 2 LC 


Vlc 1 - y 2 EC 


sen yt 


Ejercicios 3.9, pagina 171 


Wr\ 

1. a) y(x) =-( 6 l/x 2 — 4Lx 3 + x 4 ) 

^ 2 24£7 


3. a ) y(x) = 
5. a) y(x) = 


H'o 

48£7 

w 0 


(3L 2 x 2 - 5 Lx 3 + 2x 4 ) 


360 El 
c ) x ~ 0.51933, y, 

WqEI 

P 2 


(1L a x - 10 L 2 x 2 + 3x 5 ) 
= 0.234799 


7. y(x) = -cosh. 


+ 


WqEI 


senh , 


wqLVei 

pVp 


senh, / — j 


cosh, / — L 
El 


+ 


w. 


0 _ Jl 


x~ + 


WqEI 


2 P 

_ „2 „ _ 


9. A„ = n , n = 1, 2, 3,...; y = sen nx 

(2 n — 1 ) 2 tt 2 (2 n — lWx 

11. A„ =- — -, n = 1,2,3,... ;y = cos 


4L 


13. A„ = n 2 , n = 0, 1, 2,...; y = cos nx 


2 L 


2 2 

n 77 tlTTX 

15. A„ = . n = 1, 2, 3,...; y = e x sen — 

17. A„ = n 2 , n = 1, 2, 3,...; y = sen(n In x) 

19. A„ = / 7 4 77 4 , n = 1, 2, 3, ... ;y = sen nirx 

21 . x = U 4, x = IJ2, x = 3L/4 

H7T Vt mrx 

25. n = 1, 2, 3, ...; y = sen- 

lVp ' E 


27. u(r) = 


Uq ab M[b HqCI 

b — a J r b — a 
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d 2 x 

7. -^r + X = 0 
dt 2 

15. a) 5ft b) 4VT0fi/s c) 0 < 7 < f VT0; 7.5 ft 
dv . 

17. a) xv -1- v 2 = 32x 

dx 

b) | v 2 x 2 - fx 3 = —288 

c) por aproximadamente 0.66 s 


19. a) xy" = r V 1 + (y') 2 . Cuando t = 0, x = a, y = 0, 
dyldx = 0 . 
b) Cuando r =A 1, 


jW - f 


1 


1 


1 + r \a 
Cuando r = 1, 


1 


1 - r 2 


y W = \ 




a 2 ) H-In — 


a x 

c) Las trayectorias se intersecan cuando r < 1. 
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1 . x = C\e' + c 2 te' 

y = (c, - c 2 )e' + c 2 te‘ 

3. x = d cos t + c 2 sen t + t + 1 
y = C| sen t — c 2 cos 7+7—1 
5. x = Vi sen f + I c 2 cos ? — 2 c 3 sen V6t — 2 c 4 cos V6t 
y = c, sen 7 + c 2 cos 7 + c 3 sen V6t + c 4 cos V6t 
7. x = Cje 2 ' + c 2 e 21 + c 3 sen 27 + c 4 cos 27 + | e' 

y = c^ 2 ' + c 2 e 2t — c 3 sen 2 ? — c 4 cos 2t — \ e' 

9. x = c 3 — c 2 cos ? + c 3 sen ? + {5 e 3f 

y = c 3 + c 2 sen 7 + c 3 cos 7 — ^ e 3f 

11. x = de f + c 2 e~ tl2 cos | V37 + c 3 e _,/2 sen | V37 
y = (—| c 2 — |V3c 3 )e ^'^ 2 cos |V3? 

+ (|V3c 2 — 3 sen \ V3t 

13. x = cV' + | e' 

y = — |de 4f + c 2 + 5c' 

15. x = Ci + c 2 7 + c 3 e f + c 4 e - ' — | T 2 

y = (d - c 2 + 2) + (c 2 + 1)7 + c 4 e - ' - It 2 
17. x = Cie' + c 2 e _r/2 sen |V37 + c 3 e~ f/2 cos |V3? 

y = de' + ( — | c 2 — | V3c 3 ) e >n sen | V3? 

+ (2 Vlc 2 - | c 3 ) e _ ' /2 cos |V3? 
z — c^' + (—\ c 2 + | V3c 3 ) e~ tl2 sen \V3t 
+ (— 2 V3c 2 - | c 3 ) e _,/2 cos |V3? 

19. x = — 6c!e _f — 3c 2 e -2 ' + 2c 3 e 3f 
y = c x e + c 2 e~ 21 + c 3 e 3 ' 
z = 5 de~ f + c 2 e -2 ' + c 3 e 3 ' 

21. x = e~ 3,+3 - 7e _3,+3 
y = —e~ 3,+3 + 27e _3,+3 
25. mx" = 0 

my" = —mg', 

X = c x t + c 2 

y = -2 V + c 3 7 + c 4 
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1. y = 0 3. falso 5. 8 ft 

7. | 9. (-oo, 0); (0, oo) 

11 . y = Cie 3x + c 2 e~ 5x + c 2 xe~ Sx + c 4 e* + c 5 xe x + CgxV, 
y = cqx 3 + c 2 x~ 5 + c 3 x~ 5 In x + c 4 x + c 5 x In x + 

CftA'On x) 2 

13. y = c^ 1 + V3 ^ + C 2 ^-^ 

15. y = Cj + c 2 e~ Sx + c 3 xtT 5jr 

17 . y = c x e~*^ + e^ 3x V c 2 cos 


V7 Vi 

- x + c, sen- x 

2 3 2 


19. y = e 3x ' 2 (c 2 cos 


vn 


x + c 3 sen 


VTT 


' *) 


| x 3 + 
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2 1 

1. — e- 

s s 


5. 


1 + e^ 77 
s 2 + 1 

1 1 1 


13. 


17. 


1 


(s ~ 4 ) 2 
s 2 - 1 
7 + l ) 2 

4 10 


1 1 

3. 2 2 ^ 

s s 


1 1 

7. - e~ s + — e~ s 
s s 2 

i 


9.- 2 +^e~ s 

s s 2 s 2 S - 1 


n. 


15. 


s + 2s + 2 


48 

19 ' 7 


2 6 3 

21. —- 23. -rl—r- 

r s s sr s 


36 2 

25 x 


125 - 


21 . y = C[ + c^e 2 * + c 3 e 3 * + j sen x — | cos x + f x 
23. y = e 7 (c! cos x + c 2 sen x) — e* cos x In I sec x + tan x I 
25. y = Cl x ~ 1/3 + c 2 x m 
27. y = CjX 2 + c 2 x 3 + x 4 — x 2 In x 

29. a) y = c, cos cox + c 2 sen &>x + A cos ax + fi sen ax, 
co =A a, y = cos cox + c 2 sen cox + Ax cos cox + 
Bx sen cox, co = a 

b) y = c x e~ mx + c 2 e"‘ x + Ae“ w a, 
y = cqtT"* + c 2 e wx + Axe 1 " 1 , to = a 
31. a) y = Cj cosh x + c 2 senh x + c 3 x cosh x + c 4 x senh x 
A) y p = Ax 2 cosh x + fix 2 senh x 
33. y = e * -77 cos x 
35. y = ^ (A — | e~ x ~ x — \ sen x 
37. y = x 2 + 4 
41. x = —Cjg' — | c 2 e 2 ' + | 
y = tqe' + c 2 e 2 ' — 3 
43. x = Cie' + c 2 e 5 ' + te' 

y = — c x e' + 3c 2 e 5 ' — te' + 2e‘ 

45. 14.41b 47. 0 < m < 2 

49. tt) t/(f) = — j 3 q sen lOOf + sen 50f 
A) i(t) = — | cos lOOf + | cos 50t 


c) t = —, n = 0 , 1 , 2 ,... 
50 


d 2 x 


6 6 3 1 1 1 

25. —r 3 —7 H—y H- 27. - + - 

s s s s s S - 4 


12 1 8 15 

29. - +-+- 31. — 


s s — 2 s — 4 


s 3 s 2 +9 


e k ' - e~ k ' 

33. Utilice senh kt = -para demostrar que 


i£!{senh kt} = 


1 1 2 
35. —--- 37. ^- 

2 (s — 2 ) 2s s 2 + 16 


39. 


4 cos 5 + ( sen 5 )s 
s 2 + 16 
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53. m —r- + kx = 0 
dt 2 


1. 

7 

3. 

t - 2 ? 4 

5. 

l+3t + V + V 

7. 

t - 1 + e 2 ‘ 

9. 

1 e-«* 

11. 

f sen It 

13. 

t 

cos — 

2 

15. 

2 cos 3t — 2 sen 3f 

17. 

| - | e~ 3 ' 

19. 

| e~ 3t + V 

21. 

0.3e 01 ' + 0.6e~ a2f 

23. 

| e 2f - e 3 ' + \ e 6t 

25. 

j — | cos V~5t 



27. 

—4 + 3e ' + cos t + 3 sen t 


29. 

5 sen t — \ sen 2 1 

31. 

y = -1 + e' 

33. 

v = A At , 19 - 6 1 

y io e ^ io e 

35. 

4 —t 1 —At 

y = 3 e - 3 e 

37. 

y = 10 cos t + 2 sen t 

-V2 

sen V2 1 

39. 

y = e-" 2 + | e- 2 ' 

+ ll e 

'+\e- 

41. 

y = \ e * — \e 3t cos 2 1+\ 

e~ 3t sen 2 1 
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1 6 

{s - 10) 2 3 ' {s + 2) 4 

_ 1 _ 2 _ 1 _ 

5 ‘ (5 - 2) 2 + (s - 3) 2 + (5 - 4) 2 * 
3 

7 (s - l) 1 2 + 9 


5 5—1 5 + 4 

■ 5 2 + 25 (5 - l) 2 + 25 3 (5 + 4) 2 + 25 

11. yt 2 e~ 2t 13. e 3 * 5 * * * 'sen 7 

15. e~ 2 ' cos 7 — 2e~ 2 ' sen 7 17. e~* — te~* 

19. 5 — 7 — 5e~‘ — 4 te~' — \ t 2 e~' 

21. y = ?e~ 4 ' + 2e~ 4 ' 23. y = e~' + 2 te~' 

25. y = \ ? + £ - £ e 3 ' + f ?e 3 ' 

27. v = — ? e 3 ' sen 2? 

29. y = | | e' cos 7 + \ e' sen 7 
31. y = (e + l)?e~' + (e — 1)e ? 


„ , ^ 3 _ 7t/ , Vl5 7 Vl5 _ 7t/2 Vl5 

33- x(f) = -~e 7 ' 2 cos - 7-—e 7,/2 


sen- 


37. 



39. 


+ 2 - 


41. 43. i(f-2) 2 °il(f-2) 

45. — sen 7 °U(f — 17 ) 

47. °U.(t - 1) - c <l,)o U(t - 1) 

49. c) 51. f) 

53. a) 

55. /(7) =2-4%(t- 3); £g{/(0} = - - - 

s s 


57. /(?) = t 2 °U(t~ 1); = 2 2 —y + - 

5 5 5 

1 ^ 2,5 ^ 2 ^ 

59 . /(?) = t-t<U(t- 2);2(«f)} = - - — - 2 - 

5“ 5- 5 

e ~ bs 

6i. /(o = met -a)- met - by xifet)) =- 

5 5 

63. y = [5 — 5e _(,_1) ] °U(t - 1) 

65. y = ~\+\t + \ e~ 2 ‘ ~ \ met ~ 1) 

-\ et - i) °n(f - i) + i e~ 2{, - l) met - i) 

67. y = cos 2 1 — l sen 2(7 — 277) met — 2ir) + 

5 sen(7 — 27 t) °l l(t — 2 tt) 

69. y = sen t + [1 — cos(7 — 17 )] met — 77 ) — 

[1 — cos(? — 277)] met — 2 tt) 

71. x(?) = § t — ^ sen At — f (7 — 5) — 5) + 

, 5 6 sen 4(7 - 5) °U(7 - 5) - f °U(? - 5) + 

f cos 4 et - 5) met - 5) 


- ^ _ l e -5(*-3) 


73. q(t) = I met - 3) 5 

1 


met - 3 ) 


10 , i io 

_-cos t H-sen t 

101 101 101 


- — e - m -™ 2) rn\ t 


101 


10 / 

^ 377 

-cos 

7 - 

101 ' 

V 2 , 

1 / 

^ 377 

-sen 

7 - 

101 ' 

V 2 , 


377 
2 

°ltl t - 


377 


b) i mix ~ 0.1 en t ~ 1.6, i, 

2 


—0.1 en t ~ 4.7 


77. y(x) = ^2-x 2 
' 16£7 


WqL 

x + 


w, 


0 „4 


24 El 

r 2 


1 2EI 

W 0 
24 E, 


All x 


WgL _ 

79. y(x) = ~^—x 2 
• V ’ 48£7 

w 0 


w 0 L , 

-x + 


24 El 


~~~x 4 - X 5 + I X - — ) °l(i x - — 


60EI 


81. a) ^ = keT - 70 - 57.5f - (230 - 57.5f) °U(f - 4)) 
dt 


Ejercicios 4.4, pagina 225 

1 

(5 + 10) 2 

65 2 + 2 


1. 


3. 


5. 


(5 2 - l) 3 


(5 2 + 4) 2 
125 - 24 
[(5 - 2) 2 + 36] 2 


9. y = —j e 1 + ^ cos t — \ t cos t + \ t sen t 
11. y = 2 cos 37 + f sen 3 1 + \t sen 3 1 
13. y = \ sen At + \t sen 4? 

— \et ~ 77) sen 4(7 — 77 ) met — 77) 


17. y = | T 3 + c/ 
5—1 


21 . 


25. 


29. 


(5 + 1)[(5 - l) 2 + 1] 

5 + 1 

5[(5 + l) 2 + 1] 

35 2 + 1 


6 

19 -7 


23. 


1 


27. 


5(5 - 1) 

1 


5 2 (5 2 + l) 2 


s\s ~ 1) 
31. e‘ - 1 


I e' + 7 te‘ + 7 7 2 e 1 


37. fit) = sen t 

1 
4 


33. e‘ - \ t 2 - t - 1 
39. /(?) = e- f ■ 

41. /(7) = e ' 

43. /(?) = | e 2 ' + ^ e -2 ' + ^ cos 27 + | sen 27 

45. y(7) = sen t — \t sen 7 

47. i(t) = 100[e I0</ 0 - c 20(1 r) ] met - 1) 


- 100[e 


—10(7 2) _ — 20(r— 


2) ] °U(7 - 2) 
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49. 


53. 


1 — e 


s( 1 + e~ as ) 
coth ( tts/ 2 ) 
s 2 + 1 


51. 


a 1 1 


s e — 1 


55. /(O = | (1 - e- Rl,L ) 


+ - ^ (-1)" (1 - e S( '- o U(t _ n) 

^ ,i = i 

57. x(l) = 2(1 — cos 3f — 5 e _f sen 3l) 

OO 

+ 4 2 ( _1 )" [! “ cos 3(1 - nv) 

n= 1 

— | e (t sen 3(1 — mr)] °ll(l — mr) 
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1 . y = e 3l '~ 2) °lL(t - 2 ) 

3. y = sen t + sen 1 °14(1 — 2tt ) 

5. y = —cos 1 °ll/ t — — j + cos 1 °ll( 1-— 


7- V 


= 1 — 1 „ -2' 4- ri - 1 „-2(f 


+ [7 - 1 e 2(f HjoitCr - 1 ) 


9. y = g- 2 !'- 2 ^ sen 1 °U,(l - 2ir) 

11. y = e~ 2 ' cos 3l 4- § e~ 2t sen 3l 

+ 5 e~ 2( '~ ,^, sen 3 (1 — tt)°U,( t — tt) 

+ | e - 2(, - 37r> sen 3(1 - 377 )°lt(l - 3 tt) 

— (jx 2 ~ ] -x 3 \ 0 < x < — 

,, , v _ , EI\4 6 / 2 

L sxsl 

4EI \2 12/ 2 


Ejercicios 4.6, pagina 234 

1. x = — 5 e~ 2 ' + 3 e‘ 

y = i ^ 2 ' + | e f 

5. x = — 2e 3 ' + | e 2f — \ 

V = 8 p 3r _ 5 2, _ I 

> 3 e 1 e 6 

7. x = — 1 1 — | V2 sen V2l 
y = — \ t + | V2 sen V21 

. 2 , 1 . 

9. x — 8 4-r 4 . 

3! 4! 

2 1 4 

' 3! 4! 

11. x = ‘ r 4-14-1 — e 1 
y = — | 4- j e~’ 4- | te~‘ 

1 

13. x, = — 


3. x = —cos 3l — f sen 3l 
y = 2 cos 3l — 3 sen 3l 


1 2\/6 — 2 2 , . 

X| = — sen 1 4-sen V 6 l 4- — cos 1 — — cos V 6 l 

2 V6 — 4 1 - 

x 2 = — sen 1 -— sen V 6 l 4- — cos 1 4- — cos V 6 1 


15 . b) 4 = T - ^ e - 900 ' 

; _ 80 _ 80 —900, 

«3 9 9 e 

c) /, = 20 - 20e~ 900 ' 

17. / 2 = —ff e~ 2 ' 4- ^ e~ 15 ' 4- ff cos 1 4- yjj sen 1 

• _ 30 -2/ 1 250 -15/ 280 ___ . , 810 . 

l 3 ~ 13 e 3“ 1469 e 113 C0S 1 113 Sen ? 


19 ‘ h 5 


100, cosh50V2l - ——— e~ 100f senh50V2l 


6V2 


4 =-g^ 100 'cosh50V2l- 

5 5 5 


'senh50V2l 
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1 2 

1. -x - -ye 
s s~ 


5. verdadero 


9. ^- 

s 2 4- 4 

13. i l 5 

17. e 5 ' cos 2l 4-1 e 5 ' sen 21 


3. falso 

1 

7. - 

s + 7 

4s 


11 . 


(s 2 4- 4) 2 


is. !iV' 


19. cos 7 r(l — 1) °lt (1 — 1) 4- sen tt (1 — 1) °lL(t — 1) 
21.-5 23. e k(s a) F(s - a) 

25. fit) a U,(t - t 0 ) 27. f(t - t 0 ) 41,(1 - f 0 ) 

29. /(I) = 1 - (1 - l)°Ll(l - 1) - °U(l - 4); 

^1/(0} =4-4^-V 4s ; 


S 2 S 2 5 


ig{ e '/(l)} =■ 


1 


1 




(s - l ) 2 (s - l ) 2 

1 

s - 1 

31. /(I) = 2 + (1 - 2)°ll(l - 2); 

2 1 

^[/«} = 7 + 1- 


^{e'/(D} =■ 


s” 

2 


1 


(s - l ) 2 




S — 1 

33. >■ = 5te‘ + \ t L e t 
35- y = -25 

- 5 (1 - 2) °U(1 - 2) 4- | e _(,_2) °lt(1 - 2) 


I,. 3 —t 

5 ? + 2 e 50 e 


14 „-5, 


- Z m - 2) 


-5(,-2) 0 ),,, _ 


°Ll(l - 2) 


37. >■ = I 
39. x = - 


il 2 


I e^ 2 ' 4- i e 2 ' 


y = i + I e- 2 ‘ - i e 2 ' 

41. 1(1) = -9 4- 21 4- 9e _,/ - 
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+ 6x 


43. y(x) = 


w 0 


12 EIL 


r i . 

L . 

L 2 . 

L 3 . 


1 , l , l , 

-x 3 + -x 4 

-x 3 + —x 3 

KJ 

JO 

2 ; 

ii 

i 

K> 

£ 4 . _ x ~ _|_x 3 H_ x 4 + • ■ • 

L 5 

2 

2 

4 

2! 3! 4! 




. - , , 00 + <Ao , 00 *Ao A / 2 I 

45. 0,(7) =---cos cot H-—-cos Vfti" + 2A7 


. , , 00 + *Ao 00 - «Ao 

d 2 (t) =-cos cot - 


cos \/cti 2 + 2Kt 
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- 1 i 'i 
2 ’ 2 ) 


i. = 


3. R= 10, (-5, 15) 


5. x — | x 


- 2 *3 A 5 _ JL 7 , . . . 

15 A 315 ' 

7. 1 + ^x 2 + ^x 4 + f^x 6 +---, (—tt/2, tt /2) 


9- 2 (*■ “ 2 K-i** 

k = 3 

00 

11. 2cj + 2 [2 (7c + l)c* +1 + 6c* Jjc* 
*: = 1 

15. 5; 4 

17. >’i(x) = C 0 1 + 


1 


-JC 3 + 


1 


+ 


yi(x) = ci 

19. y,(x) = c 0 
yi(x) = ci 
21. y,(x) = c 0 
yi(x) = ci 


x + 


+ 


3-2 6 • 5 • 3 • 2 

1 9 . 

-x + 

9 • 8 • 6 • 5 • 3 • 2 

1 , 1 


-jc 4 + 


4-3 7 • 6 • 4•3 

1 


10 • 9 • 7 • 6 • 4 • 3 


jc 10 + 


1 , 3 . 21 , 

2! A 4! A 6! A 

1 , 5 , 45 , 

X — X ~h — - X + 

3! 5! 


1 , 4 2 , 

1 -x 3 3- x 6 - 

3! 6! 

2 2 4 5 2 * 2 2 

X - x H- 

4! 7! 


7! 

T~ • 4 2 

9! 


x 9 + 


8 2 • 5 2 • 2 2 


10 ! 


x 10 + 


23. y,(x) = c„; y 2 (x) = c, ^ ~x n 
25. ^(x) = c 0 
y 2 (-«) = q 


1 , 1 , 1 

1 + -X 2 + -X 3 + -X 4 + 

2 6 6 

1 , 1,1 

X + -X 2 + -X 3 + -X 4 + 

2 2 4 


27. y,(x) = c„ 

yi(x) = ci 


1 , 

1 + -x 2 - 

4 

1 3 

x-x -I- 

6 2-5! 


7 4 23 • 7 , 

x 4 + " 6 


4 • 4! 
14 


6 ! 

, 34 • 14 . 

x 5 +-x 7 - 


= 8x - 2 e x 

31. y(x) = 3 — 12x 2 + 4x 4 


33. yj(x) = c 0 

y 2 (x) = Ci 


120 


1-x 3 H-— x 5 + •■• 


1 4 1 

x-x 4 H-x 6 + 

12 180 
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1. x = 0, punto singular irregular 

3. x = —3. punto singular regular, x = 3, punto singular 
irregular 

5. x = 0, 2 i, —2i, puntos singulares regulares. 

7. x = — 3, 2, puntos singulares regulares 

9. x = 0, punto singular regular; x = —5, 5, 2, puntos 
singulares regulares 


11. para x = 1: p(x) = 5, q(x) = 


x(x - l) 2 

X + 1 


5(x + 1) 

para x = — 1: p(x) = -, q(x) = x + x 

x — 1 


13. r x = f, r 2 = -1 
15. 7| = |, r 2 = 0 

y(x) = Ci x 3 ' 2 


7-5-2' 


9 • 7 • 5 • 3! 


-x 3 + 


+ C- 


17. ri = \,r 2 = 0 


y(x) = Cl x 7 1* 


J2 j_7_„3 

3 • 3! 


1-x + 


15 23-15-2 

2 3 


+ C- 


31 • 23 • 15 • 3! 

2 2 , 


x 3 + 


1 — 2x + 


9-2' 


4 • 7! 
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19. r, =\,r 2 = 0 
y(x) = C, x 1 / 3 


1 H- X + -r-. 

3 3 2 • 2 


-x 3 + 


+ C, 


3 3 • 3! 

1 1 

1 H-x H- 

2 5-2 


x 2 + 


1 

5 • 2 


x 3 + 


21- C = 2 , r 2 = 0 

v(x) = C,x i/2 


2 1 
23. r x = 3 , r 2 = 3 


2-2 2 Z • 3 


1 H-x 4- 

7 9-7 


2 3 • 4 
11-9-7 


-x 3 + 


y(x) = C x x 2/3 

+ C 2 x 1/3 

25. r x = 0, r 2 = —1 

OO 

y(x) = c i ^ 


, 1 5,1, 

2' 28" 21 


n =o (2n + 1)! 

OO 2 

= ClX ‘ B ?o (2 n + 1)! 


, 1 1 - 7 , 

1-x H-x 2 -x 3 + ••• 

2 5 120 


I 00 1 

-x 2 " + C 2 x~'2 x 2 " 


«=o (2«)! 


+ C 2 x 1 2 


1 


„=o (2n)! 


— [C| senh x + C 2 cosh x] 


27. r, = 1, r 2 = 0 


I JL 


y(x) = C t x + C 2 [x In x — 1 + , x 


1 3 I I 4 

12 * + 72 * 


29. rj = r 2 = 0 

y(x) = C^(x) + C 2 


yi(x)lnx + yi(x)( -x + -x 2 


3 • 3! 


-x 3 + 


1 


4 • 4! 


dondey^x) = "V —x" = e* 

„=o «! 

” (-1)" /- , sen(\/A?) 

33. b) yi (t) = 2 , iM (Va t) 2n = 


»=o (2« +1)! 


°o ( _ 1 V* 

n =0 (2n)! ? 


VAf 

cos (\/a r) 


c) y = CjX sen 


VI 


+ C 2 X cos 


Va 

X 


Ejercicios 5.3, pagina 270 

1. y = c x J m {x) + c 2 7_ 1/3 (x) 
3. y = C|7 5/2 (x) + c 2 7_ 5/2 (x) 
5. y = C|7 0 (x) + c 2 7 0 (x) 

7. y = c ] J 2 (3x) + c 2 Y 2 (3x) 


9. y = c 1 / 2/3 (5x) + c 2 /_ 2/3 (5x) 

11. y = c 1 x~ 1,,2 / 1 / 2 (a:x) + c 2 x~^ 2 J^ 1 / 2 ( ax ) 

13. y = x“ i/2 [c 1 7 1 (4x 1/2 ) + c 2 F,(4x I/2 )] 

15. y = xfcj/^x) + c 2 Ei(x)] 

17. y = x 1/2 [c!/ 3/2 (x) + c 2 7 3/2 (x)] 

19. y = x^O/^x 2 ) + c 2 /_ 1/2 (|x 2 )] 

23. y = x 1/2 [c!/ 1/2 (x) + c 2 7_ 1/2 (x)] 

= Ci sen x + C, cos x 
25. y = x-^Cj/j/^x 2 ) + c 2 7_ 1/2 (^x 2 )] 

= C, x~ 3//2 sen (| x 2 ) + C, x~ 3 / 2 cos (| x 2 ) 

35. y = CyX 1/2 J 1/3 (jax 3/2 ) + c 2 x 1/2 7_ 1/3 (fax 3/2 ) 

45. P 2 (x), P 3 (x), P 4 (x) y P 5 (x) se proporcionan en el texto 
P 6 (x) = ,' 6 (23lx 6 - 315x 4 + 105x 2 - 5), 

P 7 (x) = ,' 6 (429x 7 - 693x 5 + 315x 3 - 35x) 

47. A! = 2, A, = 12, A 3 = 30 


Ejercicios de repaso del capitulo 5, pagina 273 
1. Falso 

r 1 1 

3. - 2 <X< 2 

7. x 2 (x — l)y" + y' + y = 0 

9- r x = \, r 2 = 0 

yi(x) = CyX [1 — 3 X + 50 X — 630 x + •■'] 

y 2 (x) = C 2 [1 - X + \ X 2 - ^ X 3 + • ■ • ] 

11 . y,(x) = c 0 [1 + § X 2 + \ X 3 + f X 4 + ■ ■ ■ ] 

y 2 (x) = Cy [x + I X 3 + \ X 4 + • • • ] 


13. r, = 3, r 2 = 0 
yi(x) = C : x 3 


y 2 (x) = C ; 


1 1 , 1 , 

1 H—x H-x" H-x 3 + 

4 20 120 


1 


1 + x H—x 


15. y(x) = 3[1 — x 2 + 3 x 4 — jj x 6 + • ■ ■ ] — 2[x — \ x 3 
xc 7 + - - - ] 


l 

8 


17. 

19 . 

21 . 


i 

6 ™ 

x = 0 es un punto ordinario 


1 


y(x) = c 0 1 — — x 3 + 

1 


3 3 2 • 2! 3 3 • 3! 


x y + 


+ Cy 


X - X + 


1 


4 4-7 

1 x 10 + 


4-7-10' 


+ 


5 2 1 3 

— X — —X 

2 3 


1 , 1 , 

H—;-x 6 -4-x 9 + 

3 2 -2! 3 3 • 3! 


RESP-12 


RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS SELECCIONADOS DE NUMERO IMPAR 


















































Ejercicios 6.1, pagina 280 

1. para h = 0.1, y 5 = 2.0801; para h = 0.05, y 10 = 2.0592 

3. para h = 0.1, y 5 = 0.5470; para h = 0.05, y 10 = 0.5465 

5. para h = 0.1, y 5 = 0.4053; para h = 0.05, y 10 = 0.4054 

7. para h = 0.1, y 5 = 0.5503; para h = 0.05, y 10 = 0.5495 

9. para h = 0.1, y 5 = 1.3260; para h = 0.05, y 10 = 1.3315 

11. para h = 0.1, y 5 = 3.8254; para h = 0.05, y 10 = 3.8840; 

para x = 0.5 el valor real es y(0.5) = 3.9082 
13. a) y x = 1.2 

b ) y"(c)y = 4e 2c yy = 0.02/' < 0.02e°' 2 = 0.0244 


c) El valor real es y(0.1) = 1.2214. El error es 0.0214. 

d) Si h = 0.05, y 2 = 1.21. 


e ) El error con h = 0.1 es 0.0214. El error con h = 0.05 es 
0.0114. 

15. a) y x = 0.8 

„ h 2 . (0.1) 2 

b) y"(c ) — = 5e~ 2c -y 2 - = 0.025e“ 2c < 0.025 
para 0sc<0.1 

c) El valor real es y(0.1) = 0.8234. El error es 0.0234. 

d) Si h = 0.05, y 2 = 0.8125. 

e ) El error con h = 0.1 es 0.0234. El error con h = 0.05 
es 0.0109. 

17. a) El error es 19/2 2 e _3(c_1) . 
h 2 

b) /(c) — s 19(0.1) 2 (1) = 0.19 

c) Si h = 0.1, y 5 = 1.8207. Si h = 0.05, y 10 = 1.9424. 

d) El error con /? = 0.1 es 0.2325. El error con h = 0.05 
es 0.1109. 


19. a) El error es 


1 


h 1 


b) 


/(c) | 


(c + l) 2 2 
2 (0.1) 2 


— ( 1 )' 


= 0.005 


c) Si h = 0.1, y 5 = 0.4198. Si h = 0.05, y 10 = 0.4124. 

d) El error con /; = 0.1 es 0.0143. El error con h = 0.05 es 
0.0069. 


Ejercicios 6.2, pagina 284 

1. y 5 = 3.9078; el valor real es y(0.5) = 3.9082 
3. y 5 = 2.0533 5. y 5 = 0.5463 

7. y 5 = 0.4055 9. y 5 = 0.5493 

11. y 5 = 1.3333 
13. a) 35.7678 

c) v(t) = 


v(5) = 35.7678 


15. a) h = 0.1, y 4 = 903.0282; 

h = 0.05, y 8 = 1.1 X 10 15 

17. a) y l - 0.82341667 

.„ h 5 . h 5 7 fm (®'^) 5 
b) y (5 \ c) — = 40e _2c — < 40e 2<0) yy = 3.333 X 10“ 6 


c) El valor real es y(0.1) = 0.8234134413. El error es, 
3.225 X 10“ 6 < 3.333 X 10“ 6 . 

d) Si h = 0.05, v 2 = 0.82341363. 


e) 


Error con h = 0.1 es 3.225 X 10 6 . Error con 
h = 0.05 es 1.854 X 10“ 7 . 


19. a) y (5) (c)—= 


If _ 24 ti 

5! ~~ (c + l) 5 5! 


: 2.0000 X 10“' 


24 h 5 0.1 5 

b) - -rr— <24- -- 

(c + l) 5 5! 5! 

c ) A partir de los calculos con h = 0.l,y 5 = 0.40546517. 
Apartirdeloscalculoscon/7=0.05,v 10 =0.40546511. 


Ejercicios 6.3, pagina 288 

1. y(x) = -x + los valores reales son y(0.2) = 1.0214, 
y(0.4) = 1.0918, y(0.6) = 1.2221, y(0.8) = 1.4255 
las aproximaciones se proporcionan en el ejemplo 1 


3. y 4 = 0.7232 

5. para h = 0.2, y 5 = 1.5569; para h = 0.1, y 10 = 1.5576 
7. para h = 0.2, y 5 = 0.2385; para h = 0.1, y 10 = 0.2384 


Ejercicios 6.4, pagina 293 

1. y(x) = -2e 2x + 5xe 2x ; y(0.2) = -1.4918, y 2 = -1.6800 
3. yi =-1.4928, y 2 = -1.4919 
5. y 1= 1.4640, y 2 = 1.4640 
7. x, = 8.3055, y, = 3.4199; x 2 = 8.3055, y 2 = 3.4199 
9. Xy = -3.9123, y, = 4.2857; x 2 = -3.9123, y 2 = 4.2857 
11. X! = 0.4179, y, = -2.1824; x 2 = 0.4173, y 2 = -2.1821 


Ejercicios 6.5, pagina 296 

1. y t = -5.6774, y 2 = -2.5807, y 3 = 6.3226 

3. y, = -0.2259, y 2 = -0.3356, y 3 = -0.3308, y 4 = -0.2167 

5. y, = 3.3751, y 2 = 3.6306, y 3 = 3.6448, y 4 = 3.2355, 

* = 2.1411 

7. y, = 3.8842, y 2 = 2.9640, y 3 = 2.2064, y 4 = 1.5826, 
y 5 = 1.0681, y 6 = 0.6430, y 7 = 0.2913 

9. y, = 0.2660, y 2 = 0.5097, y 3 = 0.7357, y 4 = 0.9471, 

y 5 = 1.1465, y 6 = 1.3353, y 7 = 1.5149, y 8 = 1.6855, 

y 9 = 1.8474 

11. y, = 0.3492, y 2 = 0.7202, y 3 = 1.1363, y 4 = 1.6233, 
y 5 = 2.2118, y 6 = 2.9386, y 7 = 3.8490 

13. c) y 0 = -2.2755, y x = -2.0755, y 2 = -1.8589, 
y 3 =-1.6126, y 4 =-1.3275 
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Ejercicios de repaso del capftulo 6, pagina 297 

1. Comparacion de metodos numericos con h = 0.1 


X n 

Euler 

Euler 

mejorado 

RK4 

1.10 

2.1386 

2.1549 

2.1556 

1.20 

2.3097 

2.3439 

2.3454 

1.30 

2.5136 

2.5672 

2.5695 

1.40 

2.7504 

2.8246 

2.8278 

1.50 

3.0201 

3.1157 

3.1197 

Comparacion de metodos numericos con h 

= 0.05 

x„ 

Euler 

Euler 

mejorado 

RK4 

1.10 

2.1469 

2.1554 

2.1556 

1.20 

2.3272 

2.3450 

2.3454 

1.30 

2.5410 

2.5689 

2.5695 

1.40 

2.7883 

2.8269 

2.8278 

1.50 

3.0690 

3.1187 

3.1197 

Comparacion de metodos numericos con h 

= 0.1 

X n 

Euler 

Euler 

mejorado 

RK4 

0.60 

0.6000 

0.6048 

0.6049 

0.70 

0.7095 

0.7191 

0.7194 

0.80 

0.8283 

0.8427 

0.8431 

0.90 

0.9559 

0.9752 

0.9757 

1.00 

1.0921 

1.1163 

1.1169 

Comparacion de metodos numericos con h 

= 0.05 

X n 

Euler 

Euler 

mejorado 

RK4 

0.60 

0.6024 

0.6049 

0.6049 

0.70 

0.7144 

0.7194 

0.7194 

0.80 

0.8356 

0.8431 

0.8431 

0.90 

0.9657 

0.9757 

0.9757 

1.00 

1.1044 

1.1170 

1.1169 


5. h = 0.2: v(0.2) « 3.2; h = 0.1: y(0.2) « 3.23 
7. x(0.2) « 1.62, y(0.2) « 1.84 

Ejercicios 7.1, pagina 307 

1.2X4 3. 3X3 5. 3X4 

7. no es igual 9. no es igual 

11. x = 2, y = 4 13. c 23 = 9, c 12 = 12 
(2 11\ / —6 l\ f 2 28\ 

15 ' \2 -1/V 14 —19/ \12 -127 



RESP-14 RESPUESTAS A LOS 


19 

- 18 \ 

19 

6 ) 

30 

31/ 

V 3 

22 ) 


9 24\ f 3 8\ f 0 0\/-4 -5\ 

3 8/V-6 -16/ VO 0/V 8 10/ 

/ 4 8 10W 6\ 

21 . 180; 8 16 20 ; 12 
V10 20 25/ \ —5 / 


39. AB no es necesariamente igual a BA 
41. a 11 x I + a 12 x 2 = bi 

a 2 1*1 + a 22 x 2 = b 2 


1 cos (3 0 

— sen (8 \ 

M r = 0 1 

0 ’ 

\ sen j3 0 

cos [3 ) 

/ 1 0 

0 ^ 

M P = 0 cos a 

sen a 

\ 0 — sen a 

cos a ) 

3V2 + 2V3 - 

■ V6 + 6 

Xc — 

6 8 


3 V2 + 2V3 - 

- 3 V6 + 2 

3S- g 


V2 + V6 


Zc =-« 0.9659 

s 8 


Ejercicios 7.2, pagina 319 


1. 

X\ = 4, x 2 = -7 

3. 

Xl 

2 

- - 3 > x 2 

1 

- 3 


5. 

X\ =0,x 2 = 4, jr 3 = -1 

7. 

Xl 

= -t, x 2 = 

= t, X 3 

= 0 

9. 

inconsistente 

11. 

Xl 

= 0, x 2 = 

0, x 3 

= 0 

13. 

X\ = -2, x 2 = -2, jc 3 = 4 

15. 

Xl 

= 1, x 2 = 

2 -t, 

x 3 = 

17. 

X\ = 0, x 2 = 1, x 3 = 1, x 4 = 

= 0 





19. 

inconsistente 






21. 

X\ = 0.3, x 2 = -0.12, x 3 = 

4.1 





23. 

2Na + 2H 2 0 -> 2NaOH 

+ h 2 





25. 

Fe 3 0 4 + 4C ^ 3Fe + 4CO 





27. 

3Cu + 8NH0 3 3Cu(N0 3 ) 2 

+ 4H 2 0 + 2NO 


29. 

35 • 38 • 1 

l \~ 9 > l 2 ~ 9 9 l 3 ~ 3 






31. 

Intercambie los renglones 1 y 

2 en / 3 




PROBLEMAS SELECCIONADOS DE NUMERO IMPAR 





33. Multiplique el segundo renglon de I 3 por c y surnelo al 
tercer renglon 


35. EA: 


37. EA = 


^ a 21 

a 22 

a 2l\ 


«11 

a l2 

«13 


\ fl 31 

a 32 

a 33 ) 


( 

dll 

a n 

fll3 


a 2l 

a 22 

a 23 

\ca 

21 "P fl 31 

cq 2 i 3“ d 32 

ca 23 + 


39. x, = 3 , x 2 = 3 

-,511 

41. X t = j,X 2 = ~3,X 3 =-3 

Ejercicios 7.3, pagina 325 

1. 2 3. 1 5. 3 

7. 2 9. 3 11. linealmente independiente 

13. linealmente independiente 15. 5 
17. rango(A) = 2 

Ejercicios 7.4, pagina 331 


27. 



19. Matriz singular 


23. 


7> 

4 

"3 

1 

3 

y 


31. * = 5 


35. Mediante el teorema 7.13, det AB = detA detB. Puesto 
que det A + 0 y det B A 0, se puede deducir que det 
AB =A 0. De acuerdo con el teorema 7.19, AB es no 
singular. 

37. El resultado se deduce a partir de det (AA _1 ) = det I. 

39. Multiplique AB = 0 por A -1 . 41. no 

43. x 1 = 6, x 2 = -2 45. Xi - |, x 2 = 

47. Xj = 2, x 2 = 4, x 3 =-6 49. jcj = 21, jc 2 = 1, = —11 

c i_9_13 . 


1. 9 3. 1 

5. 

2 

7. 10 

9. -7 

D 1 . 

x \ ~ 10 > x 2 ~ 20 » 







x x = 6, .v, = 16; 

11. 17 

13. 

A 2 - 3A 

-4 

15. -48 



17. 62 

19. 

0 


21. -85 


x x = -2, x 2 = -7 

23. -x + 2y - z 

25. 

-104 


27. 48 

53. 

El sistema tiene solamente una solucion trivial 

29. Aj = -5, A, = 7 





55. 

El sistema tiene soluciones no triviales. 







—Rt i E 2 H~ R?P\ + RiE\ — R 2 E 3 

Ejercicios 7.5, pagina 336 




57. 

R^R\ + R^Ri ^ 1^2 

1. Teorema 8.11 


3. 

Teorema 8.14 


R 3 E 2 — R 3 E x — R[E 3 + r x e 2 

5. Teorema 8.12 


7. 

Teorema 8.10 


R 3 Ri + R 3 R 2 + R[R 2 

9. Teorema 8.8 


11. 

-5 

13. -5 


—/?2^l ^ ^1^3 ^2^3 ~ R \^2 

15. 80 17. 

-105 

23. 

0 

25. -15 


R^R\ ■+■ R 3 R 2 ^ 1^2 


27. -9 29. 0 

Ejercicios 7.6, pagina 346 

,( i * 

\ 9 9 


li. 


31. 16 


5. 


1 

1 

!\ 

n 

13 

8 

2 

2 

2 \ 

( 15 

30 

15 

1 

1 

-A 9 

1 

2 

1 

8 

4 

8 y - 

15 

15 

15 

3 

1 

I / 

\ T 

7 

2 

8 

4 

8/ 

V 15 

30 

15 


Ejercicios 7.7, pagina 350 

1. x l = — |, x 2 = f 3. jcj = 0.1, x 2 = -0.3 

5. x = 4, y = -1 7. Xi = -4, x 2 = 4, x 3 = -5 

9. u = 4, v=|,w=l 11. k = f 

13. 7\ = 450.8 lb, T 2 = 423 lb 


Ejercicios 7.8, pagina 356 

1. K 3 , A = -1 

5. K 2 , A = 3; K 3 , A = 1 


3. K 3 , A = 0 


0 


13. 


15 . 


2 

7 

1 

9 

9 

3 

1 

1 

2 

27 

27 

9 

10 

17 

2 

27 

27 

9 

4 

4 

1 

27 

27 

9 


7. A 1 = 6,A 2 =l,K 1 =fH,K 2 = j 


9. Aj = A 2 = -4, 


17 . 


_i 

4 

JL 

12 


11. A| = 3i, A 2 = -3i 
- 3 i 
5 


k,= 0 


I, K 2 = 


;; 

1 + 3/ 
5 
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13. A 1 = 4,A 2 = -5, 
'1 


11 . 


Kl lo Kl 


15. Aj = 0, A, = 4, A 3 = -4, 

17. Aj = A 2 = A 3 = -2, 

k K4 k K:) 

19. A 3 = —1, A 2 = i, A 3 = —i, 

^ (") 

K 1= | -1 , K 2 = i , K 3 = -i 


21. A 1 = 1,A 2 = 5,A 3 = -7 i 

K 0 K 0 K 

23. Para A, A! = 4, A 2 = 6, 



Ki 


K 2 


25. Aj =0,A 2 = 6 

Ejercicios 7.9, pagina 360 

/ y[3(-l) , "2 m + 1 + (5)"'] —f[(—2) ; " - 5" 


3. 


v -f[(-2r-5 m ] ±[( - 2 ) m ~ 6(5)" 
"11 57 

,38 106 

^2 m_1 [5 m + (-1)'"] §2”'~ 2 [5" ! - (-1)'"] 

, j[10 m - (-2)"'] f 2 m ~ 1 [5 m + 5(-l) m ] 

'83328 41680^ 

,33 344 16640; 

1 2 m - 1 2 m - 1 
0 ±[2 m+1 + (-1)" 1 ] |[2 m -(-l)"‘] |; 

,0 l[ 2 m — (—l) m ] \[ 2 m + 2(-l) m ] / 

1 1023 1023' 

0 683 682 

,0 341 342, 

/ ±[2 2m + 1 + (-2)'"] ±[4 m - (-2)'"] 

|[2 2m + 1 - (—1)'"2" !+1 ] |[4"' + ( —l) m 2 m+1 ] 
\|[2 2m + 1 + (— 2)"‘ - 3] ±[4 m - (-2)'"] 

'699392 349184 0 N 
698368 350208 0 
,699391 349184 1, 


7m4 m+1 + (1 — ni)4 m 3m4 ml 

-3m4"'-' m4 m - 1 + (1 - m)4” 

22528 18432' 

,-18432 -14336 

( l M 

13. a) 4 m ^3 gy, m > 1 

b) A"' = 0, m > 1 

c) 

2(3 ) m_1 3 m_1 3 “ _1 

9(2)'" - 4(3)'"] g[3(2) m — 2(3)'"] ^[-3(2) m - 2(3)'" 

, 6L -9(2)'" + 8(3)"'] ±[-3(2)'" + 4(3)'"] ±[3(2 ) m + 4(3)'"] 


15. 


3_ 2 

10 5 

J_ I 
"10 5 


17. b-f 


Ejercicios 7.10, pagina 367 

1. b) Aj = -4, A 2 = -1, A 3 = 16 

3. b ) A t = 18, A 2 = A 3 = -8 5. ortogonal 

7. ortogonal 9. no ortogonal 

/ _ 2 _ 

VTo 

l 


( _L J_\ 


n. 


15. 


V2 

Vf 

1 

1 

Vf 

vf 

1 

1 

’ vf 

vf 

0 

0 

l 

l 


13. 


J_\ 

VTo 

3 


\ VTo VTo/ 


n\ 


V2 7 


/- 


17. 


VTT 

V66 

vv 

l 

4 

2 

VTT 

V66 

V6 

1 

7 

1 ) 

VTT 

V66 

W 

-4 h = 1 

5 ’ ® 5 


Ai = 

> 

II 

TO 

> 

u> 

ll 

4 


/ 1 1 

1 


V 2 V6 

V 

P = 

1 1 

1 


V 2 V6 V3 
2 1 

\ 0 VT vf/ 

23. Utilice (AB) r = B r A r . 
Ejercicios 7.11, pagina 374 


1 . 2 , 


3. 14, 
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7. 7 y 2 9. 4, 3, y 1 


/ vTo 

VIo\ 

11 . aproximadamente 0.2087 

23. P = 

vu 

V35 

if 3 2 M 

13. 0-2 4 2 


2 

5 


\ VT4 

V35/ 


, D 


3 0 

0 10 


.12 3, 

d) 0.59 

e ) aproximadamente 9.44EY/L 2 


Ejercicios 7.12, pagina 383 

-3 1 

1 1 


1. P: 


,D 


3. no diagonalizable 


13 

2 

1 

-1 


1 1 


D 


D 


D 


5. P = 


7. P = 


9. P = 


11. P = 


13. P = 


15. no diagonalizable 


1 0 
0 5 


-7 

0 

l 

3 

0 

— i 
0 





19. P = 


D 


21. P = 


f° 

1 + V5 1 

° 

2 


\1 

0 


/I 

0 

0 

0 

V5 

0 

\o 

0 

— V5 

(~ 

3 -1 

-1 


0 1 

0 

- 

3 0 

0 

\ 

1 0 

1 

( 2 

0 

0 

0 

2 

0 

0 

0 

1 

\0 

0 

0 - 

1 

1 

J_\ 


V2 

V2 


1 

1 


2 

0 


A 


25. P = 


27. P = 


,_1_ J_ V 

/ V2 V2 °\ 
1 1 
V2 V2 
0 0 


, D 


Vi - 2 

\3 3 


-I , D = 



0 

V2 

V2 



0 


1 

0 

0 

, D = 

b 

-6 

° 

L 0 

1 

1 


\0 

0 

8/ 


29. P = 


31. Elipse; utilizando 

/ J_ _L\ 

V2 V2 

1 1 

V V5 Vi) 

obtenemos X 2 /4 + Y 2 /6 = 1. 
33. Hiperbola; utilizando 

/ 1 „J_\ 


X = 


X' 


X = 


X 


V5 V5 

2 1 

V V? V5 J 

obtenemos X 2 /4 - Y 2 /4 = 1. 


35. A = 


4 -1 
2 1 


39. A 5 = 


21 

22 


11 

10 
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"35 15 38 36 0 
,27 10 26 20 0 


1. a) 


0/ 


^48 

64 

120 

107 

40\ 



°\ 


3. a) 

V32 

40 

75 

67 

25/ 



0 



/ 31 

44 

15 

61 

50 

49 

41 

0 


5. a) 

24 

29 

15 

47 

35 

31 

21 

1 / 



V 1 

-15 

15 

0 

-15 

-5 

-19 


0 0 
0 2 


\ V2 V2/ 


7. STUDY_HARD 
9. MATH_IS_IMPORTANT_ 

11. DAD_I_NEED_MONEY_TODAY 
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—. r- 1 i-l 1 

25. X 1 =- 2 ,X 2 = 7,X 3 = 2 


15 

22 

20 

8 

23 

6 

21 

22 

13. a) B' = 10 

22 

18 

23 

25 

2 

23 

25 

V 3 

26 

26 

14 

23 

16 

26 

12 
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1 . 

(0 

1 

1 

0) 



3. 

(0 

0 0 1 

1) 

5. 

(1 

0 

1 

0 1 

0 0 1) 

7. 

(1 

0 0) 


9. 

error 

de paridad 


11. 

(1 

0 0 1 

1) 

13. 

(0 

0 

1 

0 1 

1 0) 


15. 

(0 

1 0 0 

1 0 1) 

17. 

(1 

1 

0 

0 1 

1 0) 


19. 

palabradecodigo; (0 0 0 0) 

21. 

(0 

0 

0 

1) 



23. 

palabradecodigo;(l 111) 

25. 

(1 

0 

0 

1) 



27. 

(1 

0 1 0) 


29. 

2 7 


128; 2 4 : 

= 16; 







(0 

0 

0 

0 0 

0 0), 

(0 

1 0 

0 1 

0 1), 



(0 

1 

1 

0 0 

1 1), 

(0 

1 0 

1 0 

1 0), 



(0 

1 

1 

1 1 

0 0), 

(0 

0 1 

0 1 

1 0), 



(0 

0 

1 

1 0 

0 1), 

(0 

0 0 

1 1 

1 1), 



(1 

0 

0 

0 0 

1 1), 

(1 

1 0 

0 1 

1 0), 



(1 

0 

1 

0 1 

0 1), 

(1 

0 0 

1 1 

0 0), 



(1 

1 

1 

0 0 

0 0), 

(1 

1 0 

1 0 

0 1), 



(1 

0 

1 

1 0 

1 0), 

(1 

1 1 

1 1 

1 1) 
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1. y = 0.4x + 0.6 3. y=l.lx-0.3 

5. y= 1.357 lx + 1.9286 

7. v = -0.84r+ 234, 116.4, 99.6 


23. 

29. 

33. 

35. 

37. 



240 31. solamente la solution trivial 

I 2 + 10HNO 3 -> 2HI0 3 + 10NO 2 + 4H 2 0 

v - 1 V - 1 Y - 2 

x \ — 2 > x 2 - 4 ’ •*3 _ 3 

x = X cos 6 - Y sen 6 , 


y = X sen 0 + Y cos 6 


39. xi = l,x 2 = 5, x 3 = 23 



43. A 1 =A 2 = -1,A 3 = 8, 
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(2 3 4\ 

3 4 5 

4 5 6 
\5 6 7/ 


7. |,-5 9. 0 



11. falso 


15. falso 17. verdadero 19. falso 


5. falso 


13. verdadero 


51. 

53. HELP_IS_ON_THE_WAY 
55. (1 1 0 0 1); error de paridad 

Ejercicios 8.1, pagina 413 


1 . 


3. 


5. 


7. 



dx 

— = 4x + 2y + e' 
dt 


dy 

— = -x + 3v - e' 
dt 

— = x — y + 2 z + — 3 1 
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dy 

dt 

dz 

dt 


= 3x — 4y + z + 2e 1 + t 
= —2x + 5y + 6z + 2e~' — t 


17. Sf; VF(X b X 2 ) = — 2e 81 ¥= 0 implica que X t y X 2 son 
linealmente independientes en (—oo, oo). 

19. No; W(X,, X 2 , X 3 ) = 0 para toda t. Los vectores so- 
lucion son linealmente independientes en ( —oo, oo). 
Observe que X 3 = 2X! + X 2 . 

Ejercicios 8.2, pagina 425 

L X = Cl Q) e 5 ' + c 2 (_j) e -' 

4 2^ 


3 ' 

f 5' 


5. X = C[ I I e + c 2 1 . I e 


1 


7. X = c t I 0 I e 1 + c 2 I 3 I e 2 ' + c 3 I 0 I e 

W U L 

9. X = C[ ^ 0^ e ' + c 2 ^4^ e 3 ' + c 3 ^ — 1^ e 2< 

l 4 \ (~ U \ 

11. X = Cl 0 \ e + c 2 \ 6 e-' a 

+ c 3 e - 3,/2 

"O'' 

a, 

1 



13. X = 3 | ^ ) e ,u + 2 


19. X = cq ( 3 J + c 2 


21. X = c 3 ( j J e 1 ' + c 2 


11 + 
r 


1 
4 
1 

4 / j 


,fcr + l - \er' 

\) Vo; 


23. X = ci ^ 1 j e' + c 2 ^ 1 j e 2t + c 3 ^0 j e 2 ' 

/-“) l 2 \ 

25. X = cj -5 + c 2 0 e 5 ' 


+ c 3 



0 | te 5 ' + 



1 
2 

iU 5 ' 




31. Correspondiente al valor propio A, = 2 de multiplicidad 
cinco, los vectores propios son 


K, = 


M 


M 


M 

0 


0 


0 

0 

,K 2 = 

1 

,K 3 = 

0 

0 


0 


1 


W 


w 


w 


. cos t \ / sen t , 

33. X = c,l ) e 4 + c 2 ( e 4 ' 

\2cos/4- sen// \2sen/— cos// 

35. X = Cl ( COS? )e 4, + c,( SCnf '- 4f 
, —cos /— sen// V — sen / + cos/y 


. 5 cos 3/ ^ 

37. X = c 1 l ^ „ „ , + c 2 


5 sen 3/ ^ 

4cos 3/ + 3sen 3tJ \4sen 3/- 3cos 3// 


— cos / 


sen / 


39. X = Cl | 0 

,0, 


cos / + c 3 — sen / 


sen / / 


cos t/ 




5 sen 3/ 

+ c 3 1 —4sen 3/ + 3 cos 3/ ] e~ 2 ' 
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f’Sc l e lt — 2 c 2 e~ 4 ' 

1. X = 1 1 2 


3. X = 


cqe 7 ' + 3c 2 e 4 [ 
c ^ 2 + c 2 e 3 '/ 2 
-2c/ /2 + 2 c 2 e 3 ' /2 
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5. X = 


7. X = 


9. X = 


11. a) M = 


-qe 4/ + c 2 e 2,s 
c je -4 ' + c 2 e 2 ' 
c 2 e 2 ’ + c 3 e 6 ' 


qe — c 2 e — c 3 e 
qe -f + c 2 e 2 ' 
qe - ' + c 3 e 2 ' 
qe' + 2 c 2 e 2 ' + 3 c 3 e” 
qe ( + 2 c 2 e 2 ' + 4 c 3 e” 
qe' + 2c 2 e 2 ' + 5 c 3 e 3 ' 

m l 0 

0 m 2 


K = 


k x + k 2 
-k 2 


-k 2 

h. 


Puesto que M es una matriz diagonal donde m, y m 2 
son diferentes de cero, tiene una inversa. 


b) B = M K = 


i + h 

k 2 \ 

ni\ 

m { 

h 

h. 

m 2 

m 2 J 


c) X = ql Jcos t + c 2 1 


sen t 


+ c 3 ^ ^cos \/bt + c 4 ^ ^senVfe 
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1. X 

3. X 



5. X 

7. X 

9. X 

11. X 

13. X 

15. X 

17. X 



19. X 
21. X 



+ 

23. X = ql 
25. X = ql 
+ 

27. X = q 

+ 


sen t 
cos t 
cos t 
sen t 
cos t 
— sen t, 

— sen t 
sen t tan t, 
2 sen t 
cos t 


In | cos /| 
e' + c 2 1 
+ c 


sen t 
— cos t 
sen t 
cos t 
sen t 
cos t 
2 cos t 
— sen t 


e' + 


cos t 
sen t 
cos t 
sen t 


te l 


In | cos t\ 


cos t 
i __ 


e' + c 2 | 
e' lnj sen t\ + 


e' + 


3 sen t 
Icos t 


te' 


2 cos t 
— sen t 


e'lnlcos , 



35. 


X = 


/ 1,2 _ 41, _ 4L , + r JO, \ 

I 2‘ 10' 110 ^ C 1 ^ C 2 e 1 

V -1/2 + 39 f _ r + r „10r ) 

V 2 r ' io‘ no c i ’ c 2 e / 
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X = 



2/ + 2 



-2t 


17. e A 


U 1 ' + 3 te 2 ' -9te 2 ' N 

- 2 ' e 2 ' - 3 te 2, y 


X = cj 


te 

'1 + 3 i\ 


2 t 


-91 


+ C \l- 3r. 


,„ 2 / 


19. e A 


+ |e 6 ' 5 


5 e -r 5 e 
2 6 / 


- |e 6,N| 


U-* - 


y + te 6 '/ 


X = 


X = 


/4„Z + I e 6/N 


Cl l|e' - fe 6 '. 1 + C 


A V' 


;e' + U 


fe 6A 
4 6 1 


O 


c 3 i + c l\y‘ 


,3/ 


21. e A 


f e 

VO 


2e~' + 2e 3 '\ 


e 


X = 


Cl l Q i. 


■ 3 ' + cl 


'-2e~‘ + 2e : 


,3t\ 


x = c 2 \ 



' + cl .. |e 


1 L 3 ' 

.07 


25. X = 


2 C 2 1 
c \§e 3 ' - 


-te 3 ' + te : 


V*-^. I -2 

+ C2 l-i e 3 ' 


+ ¥') 


x = c 3 | 


; 3f + c 4 l _ )e 


1 )> 

3/ 


Ejercicios de repaso del capftulo 8, pagina 442 

1. k = 5 5. X = cj )e‘ + c-. 


-><> 


, cos 2M , / sen 2? 3 

7 - x = ci , )e + cl je- 

sen 2 tJ \ cos 2 tj 


9. X = Ci e 21 + c 2 | 1 |e 4 ' + cq e 3 ' 




n. x-cQe 2 '+c 2 ry+(^\+(y 


, cos t \ / sen t 

13. X = cj + cl 

.cost— sen?/ \sen?+cos? 


1 \ ( sen r 

I + lnlcsc? — cotfl 

. 1 / V sen t + cos t) 



15. b) X = c 


Ejercicios 9.1, pagina 450 

1. x' = y 

y' = —9 sen x; puntos criticos en (±/?7r, 0) 
3. x' = y 

y' = x 2 + y(x 3 — 1); punto crftico en (0, 0) 
5. x' =y 

y' = ex 3 — x; 


Vs’ 


punto crftico en (0, 0), I —, , 0 

V Ve 

7. (0, 0) y (—1, —1) 

9. (0, 0) y (|, f) 

11. (0,0), (10,0), (0, 16), y (4, 12) 

13. (0, y), v arbitrariamente 

15. (0,0), (0, 1), (0, -1), (1,0), (-1,0) 

17. a) x = Cje 5 ' — c 2 e~' 
y = 2c!e 5r + c 2 e~' 
b) x = —2e~' 
y = 2 e-‘ 

19. a) x = Cj(4 cos 3? — 3 sen 3?) + c->(4 sen 3? + 3 cos 
3?) 

y = C[(5 cos 3 1) + c 2 (5 sen 3?) 
b) x = 4 cos 3? — 3 sen 3? 
y = 5 cos 3 1 

21. a) x = c^sen t — cos ?)e 4 ' + c 2 (—sen t — cos ?)e 4 ' 
y = 2c!(cos ?)e 4 ' + 2c 2 (sen ?)e 4 ' 
b) x = (sen t — cos ?)e 4 ' 
y = 2(cos ?)e 4 ' 

1 1 


23. r = 


0 = t + c 2 ; r = 4 


^1024? + 1 


, 0 = t; 


V4 1 + Ci 

las espirales solucion hacia el origen a medida que au- 
menta t. 
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25. 


1 


r =— , =, 9 = t + c 2 \ r = l, 0 = t (o 

VI + Cl e- 2 ' 

x = cos t y y = sen t) es la solucion que satisface 

1 

X(0) = (1,0); r = — . =. 9 = t es la solucion que 

Vl - !v 2 ' 

satisface X(0) = (2, 0). Esta solucion forma una espiral 
hacia el cfrculo r= la medida que aumenta t. 

27. No existen puntos crfticos y, por lo tanto, no hay solu- 
ciones periodicas. 

29. Parece ser una solucion periodica que encierra al punto 
crftico (0, 0). 

Ejercicios 9.2, pagina 459 

1. a) Si X(0) = X 0 esta sobre la lfnea y = 2x, entonces 
X(t) se aproxima a (0, 0) a lo largo de esta lmea. 
Para las demas condiciones iniciales, X(t) se apro¬ 
xima a (0, 0) desde la direccion determinada por la 
llneay = —x/ 2 . 

3. a) Todas las soluciones son espirales inestables que 
no tienen li'mite a medida que t aumenta. 

5. a) Todas las soluciones se aproximan a (0, 0) en la 
direccion especificada por la lmea y = x. 

7. a) Si X(0) = X 0 esta sobre la lfnea y = 3x, entonces 
X(t) se aproxima a (0, 0) a lo largo de esta lfnea. 
Para las demas condiciones iniciales, X(t) no tiene 
lfmites y y = x sirve como la asfntota. 

9. punto silla 11. punto silla 

13. nodo estable degenerado 15. espiral estable 

17. l/d < 1 

19. fi < — 1 para un punto silla; — 1 < u < 3 para un punto 
espiral inestable. 

23. a) (-3,4) 

b) nodo inestable o punto silla 

c) (0, 0) es un punto silla. 

25. a) (i,2) 

b ) punto espiral inestable 

c) (0, 0) es un punto espiral inestable. 

Ejercicios 9.3, pagina 467 

1. r=r 0 e M 

3. x = 0 es inestable; x = n + 1 es asintoticamente esta¬ 
ble. 

5. T = T 0 es inestable. 

7. x = a es inestable; x = /3 es asintoticamente estable. 

9. P = alb es asintoticamente estable; P = c es inestable. 
11. (|, 1) es un punto espiral estable. 

13. (V2, 0) y (— V2, 0) son puntos silla; (\, — |) es un 
punto espiral estable. 


15. (1,1) es unnodo estable; (1, — 1) es un punto silla; (2, 2) 
es un punto silla; (2, —2) es un punto espiral inestable. 

17. (0,-1) es un punto silla; (0, 0) es no clasificado; (0, 1) 
es estable, sin embargo, no podemos clasificarlo. 

19. (0, 0) es un nodo inestable; (10, 0) es un punto silla; 
(0, 16) es un punto silla; (4, 12) es un nodo estable. 

21. 9 = 0 es un punto silla. No es posible clasificar 9 = ir/3 
0 0= —tt/3. 

23. No es posible clasificar x = 0. 

25. No es posible clasificar x = 0, sin embargo, x = 1/ Ve 
y x = — 1/ Ve son puntos de equibbrio. 

29. a) (0, 0) es un punto espiral estable. 

33. a) (1,0), (-1,0) 

35. Iv 0 l < |V2 

37. Si P > 0, (0, 0) es el unico punto crftico y es estable. Si 
P < 0, (0, 0), (x, 0), y (—x, 0), donde p = — a/j8, son 
puntos crfticos. (0, 0) es estable, mientras que (x, 0) y 
(—x, 0) son puntos de equibbrio. 

39. b) (517/6, 0) es un punto silla. 
c) (ir/6, 0) es un centra. 


Ejercicios 9.4, pagina 475 

1 . [ai 0 | < 

5. a) Primero demuestre que y 2 = Vq + g In 



1 + x 2 
1 + Xo 


9. a) El nuevo punto crftico es (die — e 2 /c, alb + e x !b). 


b) sf 


11. (0, 0) es un nodo inestable, (0, 100) es un nodo estable, 
(50, 0) es un nodo estable, y (20, 40) es un punto de 
equibbrio. 

17. a) (0, 0) es el unico punto crftico. 


Ejercicios 9.5, pagina 484 

1. El sistema no tiene puntos crfticos. 
dP dQ 

3. — + — = -2 < 0 

dx dy 

dP dQ , 

5.-1-= — fi + 9y 2 > 0 si fi < 0 

dx dy 

7. El unico punto crftico (0, 0) es un punto silla. 

9. S(x, y) = V- v/2 

dP dQ 

11. — + — = 4(1 x 2 3y 2 ) > 0 for x 2 T 3y 2 < 1 
dx dy 


13. Utilice S(x, y) = l/(xy) y demuestre que, 
d(SP) + 0(50 = _ j_ 
dx dy Kx 
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15. Sin = (— 2x, — 2y),demuestrequeV-n = 2(x — y) 2 + 2y 4 . 

17. Si; el unico punto critico (0, 0) esta ubicado fuera de la 
region invariante ^ < x 2 + y 2 < 1, por lo que se puede 
aplicar el teorema 9.8 (h). 

19. V ■ n = 2y 2 (l - x 2 ) > 2y 2 (l - r 2 ) y 3P/dx + 
dQ/dy = x 2 — 1 < 0. El unico punto critico es (0, 0) y es 
un punto espiral estable. Por lo tanto, el teorema 9.9(it) 
se puede aplicar. 

dP dQ . . 

21. a) -1-= 2xy — 1 - i 2 < 2r - 1 — x~ = 

dx dy 

(x - l) 2 < 0 

b ) lim^oo X(t) = (|, |), es un punto espiral estable 

Ejercicios de repaso del capitulo 9, pagina 486 

1. verdadero 3. centra o punto silla 

5. falso 7. falso 9. verdadero 

1 


11. r = 


</3t + 1 


,d = t\ la curva solution forma una espi¬ 


ral hacia el origen. 

13. centra; nodo estable degenerado 

15. nodo estable para pi < —2; punto espiral estable para 
—2 < pi < 0; punto espiral inestable para 0 <li < 2; nodo 
inestable para pi >2 

17. Demuestre que y 2 = (1 + x 0 2 — x 2 ) 2 — 1. 

dP dQ 
19. — + — = 1 
dx dy 

21. a) Sugerencia: Utilice el criterio negative de Bendix- 
son. 

d) En b), (0, 0) es un punto espiral estable cuando 
(8 < 2 ml\/g/l — co 2 . En c, (x, 0) y (— x, 0) son puntos 

espirales estables cuando j8 < 2 mlX^ or — g 2 /(co 2 l 2 ). 

Ejercicios 10.1, pagina 495 

V 77 
7. - 


9. JZ 


11 . 


= V~p-, 


mr 

cos — X 

-j 

P 

V 


21. a) T= 1 
d) T — it 


P 

b) T= ttL/2 
e ) T = 27 t 


c ) T = 2tt 
f) T= 2 p 


Ejercicios 10.2, pagina 500 

1 ri 1 1 , 1 v 1 - (- 1 )" 

’■ /« = 2 + ^,S - n -“ 


3- fix) = - + 


OO ( 

n= 1 L 


(- 1 )"- 1 


- cos mrx 


sen nirx , 


5. fix) = — + 


OO ( 

n = 1 L 


2(-i r 


- cos nx 


/(- 1)" +1 77 

2 r , X \ 


H - 7 (— 1 — 1 ) sen 72x 7 

V « 

77/2 / J 


oo (_iyi+i 

7. /(x) = 77 + 2 2 - sen nx 

n = 1 ,7 


1 1 


1 « (-1)" + 1 


9. /(x) =-1— sen x H-"V - 

n > TT 2 TT& 1 - 


■ cos nx 


1 1 


. . i i x—i i i nil nil 

11. f(x) = -1-V < — sen— cos — 

J K J 4 77 " I O O 


1 /277 7177 


7277 \ H7T 


13. /(x) = 7 + 5^ 


15. 


fix) = 


4 { H 2 77 2 


2 senh 77 


H— 1 — cos — sen — x 
n \ 2 

( _ 1)" ~ 1 7277 

cos X 

(_!)«+1 n7T 

H-sen— x 

7277 5 


'l ^ (- 1 )" , 

—f- >, -- (cos nx — n sen nx 

.2 1 + 72 2 V 

19. Fije el valor de x = 77/2. 

Ejercicios 10.3, pagina 506 

1. impar 3. ni par ni impar 5. par 

7. impar 9. ni par ni impar 

_ 2^1- (-1)" 

11 . f{x) = — 2 j - sen nx 

77 n=i 


72 


. , 77 2 “ (-1)" - 1 

13. fix) = y + — 2 j --- cos nx 


n= 1 


n 


,, , 14“ (-1)" 

15. fix) = - + — 2j - 2 COS 7777X 

J 77 n = l n 

rM 2 t7 2 (-1)" +1 

17. fix) = — + 4 2j - 2 - cos nx 

n= 1 ^ 

, 2^1- (-1)11 + IT) 

19. nx) = — >, -senTrx 

77 72 

TUT 

COS-1 

3,4^, 2 

2'. rw = 4 + ^2— f —-y 

« \ 2 , 2 v 1 + (_1) " 

23. fix) = — + — 2 j ~ x -3— COS 77X 


n 
mr 


25. fix) = 7 + ^ 2 
2 77 


sen 


■ COS 7277X 


n= 1 


nrr 

_ 1 — cos — 

2 2 
/TV) = — X -sen nux 

77 n=l w 
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2 4 


(- 1 )" 


27. /(x) = — + — Y —- 

J W 77 77 ^ 1 - 4« 2 


cos 2 nx 


a ^ n 

fix) = — >, —r-sen 2 nx 

- 1 v ' -rr /I .,2 _ 1 


77 ", 4lT - 1 

1177 

2 cos-(- 1 )" - 1 

, , 77 2 - 2 v ' 

29. fix) = -1->. -,- cos nx 

4 77 “j « 2 

mr 
sen — 

4 °o 2 

f(V) = — X -«— sen nx 

^n=l H 2 

1177 

_ COS- 1 

, , 3 4 “ 2 mr 

31- f(x) = - + — 2 - 2 - cos 

4 77 n= i n L 


fix) = 


oo ( 

n= 1 v 


4 /777 2 [ HIT 

sen —-—(— 1 ) > sen 


2 2 

n 7T 


2 nir J 2 

5 2 - 3(-l)«-l 

33. /M = 7 + 2j -2- cos n7TX 

O 77 n = i H 


~ f(-i) (-i)"-n 

f(x) =4 ^ + X— \ 

;= l «77 llV J 


sen mrx 


477 2 f 1 77 1 

3 s fm =-h 4 > s —7 cos nx -sen nx 7 

W 3 ,^U 2 « J 

3 1 00 1 

77 f(x) =-Y — sen 2 « 77 x 

37. M 7 2 ^ ^ n 

10 i - (-1)" 

39. x p {t) = ~ 2 j ~77f - 77 sen nt 

77 „ =1 «(10 — n ) 

77^ 00 1 

4 '. ^ + 16 2 „ v _ 48) »' 

, N 10 - 1 - (-1)" fl 1 , 

W 77 " 10 - n 2 l n VTO 

,, [ \ 2 w 0 L 4 ^ ( _1 )" +1 7177 

45. b ) >’(x) = — T 2, -j-sen — x 

EItt "j /i L 


Ejercicios 10.4, pagina 511 


!■ fi x ) = 2 

n= —oo, n=fcQ 
oo 

3. /(*) =|+ 2 

n = —oo, n^0 


l -(-!)" 


■ e 


imrx /2 


1 - e -1 " 77 / 2 
2l1771 


5. /(x) = 77 + 2 -e"“ 

,, = —oo, n^0 ^ 

Ejercicios 10.5, pagina 518 

1 - y = cos a )r x; a definido por cota = a; 
A : = 0.7402, A 2 = 11.7349, 

A 3 = 41.4388, A 4 = 90.8082 

yi = cos 0.8603x, y 2 = cos 3.4256x, 

y 3 = cos 6.4373.x, y A = cos 9.5293x 


5 . 2 [1 + sen 2 a„] 

(1177 Y (1177 . 

X “ > = ln-v|,»- 1.2.3, ... 

d r „ A 

b) dx^ Xy 1 + x y = 0 

f 5 1 (nm \ («77 

c) — sen -lnx sen -lnx ax = 0 , m + n 

] t x \ln5 J \ln5 

9. — [xe^Y'l + ne~ x y = 0; 
dx 

O 

e^ x L m (x)L n (x) dx = 0, m =£ n 
11. a) A„= 16ir, y n = sen(4« tan -1 x), n = 1, 2, 3, ... 

■ i 


b) 


1 


1 + x‘ 


sen(4m tan ! x) sen (4n tan 'x) dx = 0, 


m n 


Ejercicios 10.6, pagina 525 

1. a t = 1.277, a 2 = 2.339, a 3 = 3.391, a 4 = 4.441 
1 


3 - f( x ) = 2 

1=1 

o< 

5 - f( x ) = 4 2 


-/ 0 (a,x) 


“1 a,^i(2a,) 

«Yi(2a,) 


7. /(x) = 20 2 


iti (4 « 2 + l)4(2a,) 
aY 2 ( 4 «/) 


Jfapc) 

J i( a ,x) 


itl (2a 2 + 1 
9 “ 7 2 (3a,-) 

9. f(x) =-4 V -- Jfotjx) 

2 it{ a 2 /5(3«,-) 

15. /(x) = i P 0 (x) + | PiW + 16 Pfx) - §2 P A ix) +••• 
21. fix) = { P 0 (x) + f P 2 (x) - , 3 6 P A (x) + • • •, 
f{x) = lx I en (—1, 1) 

Ejercicios de repaso del capitulo 10, pagina 526 


1. 

verdadero 

3. coseno 

5. 

falso 

7. 5.5, 1,0 

9. 

verdadero 


13. 

1 2 °° 

= y + 

2 77^ 

I [(— 1)'' — 1 ] COS 1177X 

L 11“77 


H—( — l)"sen /177.x 
n 


1 -(-1 Ye - 


15. /(x) = 1 - e 1 + 2^ —- 

n= i I 4- /7 77 

2ht 7[1 - (-l)"e _1 ] 

fix) = >, -;—,-sen ii77x 

(2ll — 1) 2 77 2 

17. A„ = 2 -- n = 1; 2, 3, ..., 


COS 1177.x; 


>’„ = cos 


36 
2« - 1 


77 lnx 
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19. p{x) = 




- -i <x< 1, 


■i VT 1 


T m (x) T n (x) dx = 0, m ¥= n 


1 “ 742a,) 

21- f{x) = - 2 t-(a \ 

4 ,-=i a i / 1 (4a i ) 

Ejercicios 11.1, pagina 531 

1. Los casos posibles pueden resumirse en una forma 
u = c le c 2 ( x +y), donde Cj y c 2 son constantes. 

3. u = c ie y +c 4. x ~y) 5. u = Cj(x>’) C2 

7. no separable 

9. u = e^\A l e ko ‘ 1 ' cosh ax + B x e ko ^' senh ax) 
u = e~'(A 2 e *" 2f cos or + 5 2 e _te "'sen ax) 
u = e~'(A 3 x + fi 3 ) 

11. u = (c! cosh ax + c 2 senh ax)(c 3 cosh aat + 
c 4 senh aat) 

u = (c 5 cos ax + c 6 sen ax)(c 7 cos aat + c 8 sen aat) 
u = (c 9 x + c w )(c n t + c 12 ) 

13. u = (cj cosh ax + c 2 senh ax)(c 3 cos ay + c 4 sen ay) 
u = (c 5 cos ax + c 6 sen ax)(c 7 cosh ay + c 8 senh ay) 
u = (c 9 x + c 10 )(c u y + c 12 ) 

15. Para A = a 2 > 0 existen tres posibilidades: 

/) Para 0 < a 2 < 1, 

u = (C[ cosh ax + c 2 senh ax)(c 3 cosh \/1 — ory 
+ c 4 senh V 7 1 — a 2 y) 

ii) Para a 2 >1, 

u = (C[ cosh ax + c 2 senh ax)(c 3 cos \/a 2 — ly 
+ c 4 sen \/or — ly) 

iii) Para a 2 = 1, 

a = (c! coshx + c 2 senhx)(c 3 y + c 4 ) 

Los resultados para el caso A = —a 2 son simila- 
res. Para A = 0: 

u = (cjX + c 2 ) (c 3 cosh y + c 4 senh y) 

17. elfptica 19. parabolica 

21. hiperbolica 23. parabolica 

25. hiperbolica 

Ejercicios 11.2, pagina 537 

d 2 u du 

1. k —- = —, 0 < x < L, t > 0 
dx 2 dt 


d 2 u 

du 

3. k —y = 

o 

A 

dx 2 

dt 

II 

du 

100,— 

dx 


= —hu{L, f), t > 0 


m(x, 0) = /(x), 0 < x < L 
d 2 u du 

5. k —y — hu = —, 0 < x < L, t > 0, 
dx 2 dt 

h es una constante 

m(0, t) = sen(7 rt/L), u(L, t) = 0, ? > 0 

m(x, 0) = /(x), 0 < x < L 

, 5 2 m d 2 u 

7. cr —- = —— 0 < x < L, t > 0 
dx 2 dt 2 


u{ 0, 0 = 0, m(L, 0 = 0, t > 0 
du 

u(x, 0) = x(L — x), — 
d 2 u du d 2 u 


= 0, 0 < x < L 


9. a~ —t — 2/3— = —y, 0 < x < L, t > 0 
dx 2 dt dt 2 


u{ 0, t) = 0, u{L, t ) = sen irt, t > 0 

= 0, 0 < x < L 


, , , „ du 

"(x. 0) =/(x), — 


d 2 u d 2 u 

11. —r + — =0, 0<x<4, 0<y<2 
dx 2 dy 2 


du 

dx 

du 

dy 


= 0, m( 4, y) = /(y), 0 < y < 2 


= 0, m(x, 2) = 0, 0 < x < 4 


7 = 0 


Ejercicios 11.3, pagina 539 


< x ’0 = - 2 


7Z7T 

COS-h 1 

2 


3. «(x, /) = 


n = 1 
L 


/? 


U-W^sen^x 


f{x)dx 


OO 

+ l2 


/77T 

/(x) cos —j~xdx 


— U« 2 *r 2 lT 2 \t YVTT 

X e A«”7i)' C0S -X 


5. n(x, t) = e 


l 

L) 


/(x) c/x 


7777 

f(x) cos —j~xdx 


r\ OO 

+ l2. 

^ " = i VJ o 

x £ - k { nV / I?)t cos 


/ , dn 

m(0, 0 = 0,— 

dx 


= 0, t > 0 


x = L 

u{x, 0) = /(x), 0 < x < L 


Ejercicios 11.4, pagina 543 

X 7, 1 - (-■)" 
’■ “<-*■ f) - ^ 2 —^— 


7777(7 7777 

cos -i sen — x 

L L 
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3. u(x, t) = 

5. u(x, t ) = 

7. u(x, t) = 

9. u(x, t) = 

donde A„ 
13. u(x, t ) = 
15. u(x, t ) = 

17. u{x, t) = 

donde A, 

B, 

Ejercicios 11.5. 

1 . u(x, y) = 

3. u{x, y) = 

5. u{x,y) = 
7. u(x, y) 

9. u(x,y) 

RESP-26 


6V3 


7 TCI 77 1 57 TCI 


, , cos — t sen — x - x cos - 

- 2 ' L L 5 2 L 


5tt 1 lira 


Irr 


X sen — x H—rcos- t sen — x 


sen at sen x 


donde A., = 200 


B„ = 200 


[1 ~ (—!)"] 

H7T 

[1 — (—1)"] [2 — cosh«7r] 


senh mr 


11. u(x, y) = — ^ ( f ( x ) sen nxdx Je ny sen nx 


sen — 
8A ^ 2 

2 2 ^ 


mra mr 
cos -fsen — x 


77 n=1 n 


-Pi 

2_ 

77 


oo ( 

n = 1 l 


P 


cos q n t H-sen q n t ( sen nx , 


■ 


f (x) sen nx dx y q n = V "tr — f3 2 


t + sen x cos 2 at 


— sen 2 x sen 2 at 
2 a 


„cos at 


2 2 

n 77 


IK 


+ B„ sen — x—at sen — x, 
” L 2 ) L 


2 

L J 


HTT 

f(x) sen -j-xdx 


2 L 

i 2 2 

mr a J 


m t 

g(x) sen —j— x dx 


, pagina 549 


r\ OO 

-2 

rt ■ * 


/LSI 

senh —Z? 0 
a 


mr 

f[x) sen —x dx 


H7T 117T 

X senh — y sen — x 


/! — 1 
2 


„ I «77 77 77 \ 7777 

13. «(-T, >') = 2j L A„ cosh — y + senh — .7 ) sen — X 


donde A„ = 


a 


J o 


nit 

f(x) sen —xdx 


B„ = 


1 


«77 \a 

senh —b 
a 


mr 

A„ cosh —b 
a 


mr 

g(x) sen — x dx 


15. u = Mj + u 2 donde 

, , 2 ^ 1 - ( - 1)" , 

udx, y) -> -senh ny sen nx 

77 ~ x n senh mr 

, , 2 [1 - ( - 1)"] 

u 2 (x, y) = — 2 j -“- 

77 ^ n 

senh nx + senh 77(77 — x ) 

X-sen ny 

senh mr 

17. la temperatura maxima es u = 1 

Ejercicios 11.6, pagina 555 

200 °° f — 1 j” — 1 

1. u(x, t) = 100 H-- e~ kn w ' sen mrx 

77 „=i « 


3. u(x, t) = u 0 — 2k X ^ X ^ 2 


«o r 


mr kn 2 rr 3 


X [(—1)" — lie kn ' sen mrx 

OO 

5. u(x, t) = i/j(x) + ^ A n e~ kr ^' n2t sen mrx , 


^7T 

/rnsen —xox: 

<3 ", \ W7T « 

n_1 V senh —Z? 

a 

htt mr 

X senh — (Z? — v) sen —x 
a a 

1 ,2^1 -(-lr , 

— x H-r > —-senh mrx cos niry 

2 77 " n senh /277 

: 2 “ LI - (-if] 

77 « 

77 cosh nx + senh nx 


X 


- sen /7y 


n COSh 77 77 + Senh 7777 

OO 

y ( A n cosh 7777V + B„ senh mry) sen mrx. 


donde t j/(x) = —7 \ —e /ix + (e ^ — l)x + 1 ] 


A„ = 2 


7. t/f(x) = M 0 


1 


L/(x) — i//(x)] sen mrxdx 
senh Vh/k x 


senh Vhfk 


9. u(x, t) = —- (x — x 3 ) 


A_ 

6 a 2 

2A (-1)" 

H — 2 —7 2 , - x — cos mrat sen mrx 

a TT n = \ n 


11. u(x, y) = ( u 0 — u x )y + u x 


2 “ u 0 (-1 )" - U] 

H-y* -e ,!7rl sen mrx 

77 „-t1 77 


RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS SELECCIONADOS DE NUMERO IMPAR 










































13. u(x, /) = 2 2 


(“ 1 )" 


„ = i n(n ~ 3) 


e 31 sen nx 


oo C-lV’ 

_I_ o XT' V ' -n 2 t 

+ 2 2j -— e sen nx 


»=i «(« “ 3) 


2 

15. m(x, f) = "V — 

»=i W77 

OO 

+ 2 


n 2 tt 1 sen 1 — cos t 

7J 4 7T 4 + 1 


sen mrx 


4 - 2(—l) n 


h 3 tt 3 


, „ 2mr 

-(-!)" 4 4 I , 

«V + 1 

17. 77 (x, t) = (1 — x) sen t 


r\ OO 

+ ^2 

rrr ■ * 


77 2 7T 2 e n7T ’ — n 2 7J- 2 cos f — sen f 


n(n 4 v 4 +1) 


sen flux 


Ejercicios 11.7, pagina 560 


sen a 


M —kn/ 2 t 

2—" cos a„x, donde 


1. u(x, t) = 2h^ 

„= i (« + sen a„) 

a„ son las rafces positivas consecutivas de cot a = a//; 

OO 

3. 77(x, y) = ^ A„ senh a„y sen a„x, donde 


A,. = 


2/7 


senh a n b(ah + cos 2 a„a) 


/(x) sen a, r x dx y a„ 


son las rafces positivas consecutivas de tan aa = —a/h 

oo /o„ _ I ' 

5. w(x, /) = 2 A„e~^ 2 ”~ sen( —-17rx, 

„ = i V 2L 


donde A„ = — 

L Jn 


f(x) sen 


2n - 1 
2L 


7TX dx 


A,, OO 

7. «c*,y) = ^2 
77 ■=1 


/ x , 2n - 1 

(2/7 — 1) cosh I -1- |7T 


9. u(x, 0=2 


2n — l\ (2n — 1 

X cosh) —--I 7rx sen I—-— |7ry 

4 sen a., 


a l(kat 2 , - 2)(1 + cos 2 a„) 

X (e~ 2f — sena„x 

Ejercicios 11.8, pagina 564 

OO oo 

1 . «(x, y, t) = 2 2 A m n e ^ m + " ^ sen mx sen n y> 


m = 1 n = 1 

4w 0 

donde A mn = - - 

mmr 

oo oo 


[1 - (-1)"-][1 - (-1)"] 


3. u(x, y, t) = 2 2 sen mx sen ny cos a \/nr + ;; 2 r. 


donde A„,„ = 


16 


ran 3 3 2 

mnir 


oo oo 


[(-l) ffl - !][(-!)"- 1] 


5. u(x, y, z) = 2 2 A mn senh 




ra= 1 n = 1 

m7T 7Z77 

sen-x sen — v, 

a b 


donde = \I(rmr/a) 2 + ( mr/b ) 2 

4 f* f a 

> i / \ f( x ? y') 

ab senh (cco mn ) J Q J Q 

77777 7777 

X sen-x sen — y dx d\ 

a b 

7. Utilice a = b = c = 1 con/(x, y) = u 0 en el problema 5 
y fix, y) = — u 0 en el problema 6. Sume las dos solucio- 
nes. 


Ejercicios de repaso del capitulo 11, pagina 564 

1. u = Cl e^ ylc ^ 


( u x — u 0 ) 

3. f//(x) = 77 0 H-7—:-x 


1 + 77 


2/7 


5. 77(x, 0 = 2 


, 7777 37777 , 

/ cos-cos- 

4 4 


77 77 


n — t 

X sen 77 77flfsen 7777X 


, x lOO^l-(-l)" , 

7. 7/(x, y) =- V -senh 77x sen 7iy 

77 "j 77 senh 77 77 

, x 100 ^ 1 — (-1)" 

9 u(x, y) =- > - e ' sen ny 

77 „ = i 11 

11. a) u(x, t) = e~ { sen x 

OO 

13. u(x , f) = e~^ x+ ^ 2 A n [ \/n 2 + 1 cos \// 2 2 + If 

n = 1 

+ sen \/n 2 + If] sen Tlx 

Ejercicios 12.1, pagina 570 

u o M o 1 _ ( _ 1)" 

1. 77(7; 0) = — 4- — Y ---- d’ sen 770 

2 77 n 

2tt 2 °° 1 

3. 77(7; 0) =-4 2 T f" COS 770 

3 „=1 n 

OO 

5. m( 7; 0) = A 0 + 2 7 " (A„ cos nO + B„ sen 770), 


donde A 0 = 


277. 


A » = ^ 

77 


77 


/(0) 7/0 


/(0) COS 7707/0 


/(0) sen 770 t/0 


7. 77(7, 0) = A 0 In ( — 
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+ 2 


by 


(A„cos nd + B„sennd), 


(ci\ 1 

donde A n ln — = — 

W 2 ttJ 


f( 0 ) dd 


(by _ uy 
W w 

/ b\ n _ (aY 
,a) \b) 


1 


A. = 


B n = ~ 

IT 


f( 6 ) cos nO dO 


o 

27 T 


f( 9 ) sen nd dd 


“ (r 2 " + a 2n ) 

9 . u{r, 6 ) = A 0 + 2 ---(A„cos nO + S„sen nO), 


f 


donde A 0 = 


2tt 

J i 


Mdo 


(b 2n + a 2n ) 1 

A„ = - 


n n 


b' 

(b 2n + a 2 ") n 1 

b" B " ~ 77 


J o 

2t t 


f[ 0 ) cos nd dd 

T 

f{d) sen nddd 


7777 


sen 


2 / r\ 2n 

- 1 — 1 cos 2 nd 


, . 1 2 
11 . u(r,d) = - + - 2 

Z ff n = 1 

4-1 - ( -i)» , 3 - - * 2 " / a \» 

13 . u{r, 0 ) = — 2 j -^-^-~( - 1 sen nd 


77 - h 3 a 2 n -b 2n \r 


Ejercicios 12.3, pagina 580 

1 . n(r, 0 ) = 50 


^P o (cos 0 ) + I^Wcosfl) 


-^^)p 3 (cOS0) + li(0V 5 (cOS0) 


3 . u(r, 6 ) = - cos 6 
c 


oo jJ2n +1 


5 . u(r, 6 ) = 2 A <, 


^2n+l _ ^2n + l 

fj2n+lyfl + 1 


P„(cos 0 ), 


donde 


fo 2n + 1 - a 2n+1 
A 2 " + 1 a" + 1 
2 n + 1 


f( 6 )P„( cos 0 ) sen 0 t /0 


7 . u(r, 0 ) = ^A 2 ,/ n P 2 n (cosd), 


donde A 2 „ = 


4/7 + 1 


2 " c 2 " 


tt/2 

f(d)P 2n ( cos 0 ) sen 0 <70 


200 00 (— 1 )" 

9 . u(r, t) = 100 H- 2 - e " n ( sen mrr 


1 4^, / mrci mra \ mr 

11. u(r, 7) = — 2j 1 A „cos - 1 + B„sen- 1 Isen — r. 


sen 


2 fr\ n 


Ur, 2 Ur, “ _ , . , 

1 5 . u(r, d) = — + — Y -( - ) cos nd 

2 77 « 

Ejercicios 12.2, pagina 576 

, <■ 2 ^ sen a n at 

!■ m (a t ) = —2j - 777 —,W) 

“ senh a „(4 - z) 

3 . u(r, z) = u 0 2 j -TA-, x MV) 

»=i senh 4 a„/ 1 ( 2 a„) 

OO 

5 . u(r,t)= ^ J A n J 0 (a n r)e~ kalt , 


donde A„ = 22 -- rJ 0 (a n r)f{r)dr 

cJi{a„c) J Q 

OO 

7 . u(r, f) = 2 A M<x n r)e kal \ 


n = 1 

donde A„ = 


2« 2 


(a 2 + h 2 )J 2 0 (a„) J Q 


rJo{ a n r )f( r )dr 


9 . u(r, t) = 100 + 50 2 


■AK) 


-J 0 (a n r)e 


» — i ^22 Ji{2a„) 

OO 

11 . 0 ) u{x,t)= 2 A „cos(a„Vgr)y 0 ( 2 a„Vx), 
22 = 1 

2 


donde A„ = 


" Lj\( 2 a n \/~L) J Q 


vl 


vJ Q [ 2 a n v)f(v 2 )dv 


donde A„ = — 


B„ = 


mra 


mr 

rf(r) sen rdr. 


mr 

rg{r) sen- rdr 


Ejercicios de repaso del capitulo 12, pagina 581 

2 u 0 “ 1 - (-1)" f r \ n 

1. u{r, 0) = -2 -( ~ ) sen n 0 

7J- „ , n \cj 

, . 4n 0 “ 1 - (-1)" 

3. u(r, 0) = — 2 - r " sen n6 


5. n(r, 0) = A 0 + 2 A„r"cos nd. 


1 f 7 " 

donde A 0 = — f(d)dd 


2 

A„ = - 

77 


/(0) COS 770 <70 


, , '•■■■ + t-- 4 " i - (-iy 

7. u{r, 0) = — 2 T o- 4 „- sen 4 « 0 


77 ^ 2 + 2 


11. u(r, t) = 2e~ h ’ 2 


»=i «2,A(«,<) 


J 0 (a n r)e-^ 
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13. u{r, z) = 50 ^ 


cosh a n z 


« = i a n cosh 4a n Ji(2a„) 
15. u(r, 6) = 100 


M a „r) 


3 7 

— rP x { cos 6) -r 3 7’ 3 ( cos 0) 

2 8 


11 s , 

+ — r 5 7’ 5 ( cos 0) + 

16 


Ejercicios 13.1, pagina 585 

1. a ) Sea r = u 2 en la integral erf (Vi). 

7. y(?) = e 7 " erf(V77f) 


9. Utilice la propiedad 


b r 0 

= j + 

'0 J o J o 


Ejercicios 13.2, pagina 590 

avt 77X 

1. u(x, t) = A cos -sen — 

v ' L L 


3. u(x, t) = f[ t — — j °U,( t — — 


5. u(x, t) = 


i s (,_ry + Asea J l i- x 




t - 


F n 00 ( ( 

1. u(x,t) = a —2(-l)"|^ 

2nL + L — x 


2nL + L — x 


X °U I t — 


- r - 


X °U (t - 


2nL + L + x 


2nL + L + x 


a 


)} 


9. u(x, t) = (t — x) senh( t — x) ^(r — x) + 
xe _l cosh f — e~ x t senh t 


11. u(x, t) = U\ + (m 0 — Mj) erfc 


2Vt 


13. u(x, t) = u 0 


1 - 


| erfc ^ 


x 

2 Vt 


erfcl Vt + 


15. u(x, t) = 


7(1 - 7 


2'Vzr J Q t 3 / 2 

17. m(x, t) = 60 + 40 erfc 


2Vf 




2VT zr 2 


^(f - 2) 


19. m(x, t) = 100 


- e'^+'erfc Vi + 


1 — X 

2 Vi 


erfc 


1 — x 

2 Vt 


21. u(x, t) = u 0 + u 0 e ^/ L ) f sen^— x^ 


23. u(x, t) = u 0 — u 0 ^ ( — 1)" 


erfc 


erfc 


n = 0 

2?z + 1 + x 

2Vkt 


2n + 1 — x 

2Vkt 


25. m(x, t) = u 0 e G,,/C erff — 7- 


Ejercicios 13.3, pagina 597 

1 f°° sena cos ax + 3(1 — cos a) sen ax 

1- /(*) = - --- 1 - 

4V ' 77 a 

J o 


da 


1 f 

3. /(x) = — [A(a)cos ax + 5(a) sen ax] da, 

77 


77 

10 


donde A(a) = 
B{a) = 

5. /(x) = 

7 - /M = -7 

77 

9 - /M = ^ 

77 

11 ■ /M = 77 

13. /(x) 


3a sen 3a + cos 3a — 1 


sen 3a — 3a cos 3a 


cos ax + a sen ax 
1 + a 2 

(1 — cos a) sen ax 


da 


da 


(77a sen 77a + cos 77a — l)cos ax 


da 


TT 

2k 


a sen ax 
4 + a 4 


da 


cos ax 
7 + a 2 


r/a 


/(*) = — 


77 

15 . /(x) = ^ 

77 


a sen ax 


da 


*°° (4 — a 2 ) cos i 


(4 + a 2 ) 2 


■ da 
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fix) = 
17. fix) = 


o (4 + of) 2 
2 , x > 0 


da 


77 

2 1 
TT 1 + X 


Ejercicios 13.5, pagina 613 
3. 1 


19. Sea x = 2 en (7). Utilice una identidad trigonometrica y 
reemplace a por x. En el inciso b) realice el cambio de 
variable 2x = kt. 


Ejercicios 13.4, pagina 602 


1 . n(x, t) = 


1 f°° e ~ ka2f 
1 + a 2 


e~ ,ax da 


77 j 

2Un 


cos ax 


7. 


1 1 


2 2 

1 ; 


1111 
-1 

z z 

-1 — i 


1 1 


77, i77 : 77 . <77 

" " 2 ' r 2 


77 jfi 
2 2 


_i 77 | i'77 


2 2 

1 -1 1 

i _77_i77 ; 72 /7 2 

A 2 2 1 2 2 

—i —1 i 


1 

-1 


72 iyfe 
2 2 


—i 
-1 
/ 


2 2 

- 11-11 


72 <77 
2 2 

—i 

77 (77 
2 2 

-1 


1 + a 2 

•°° | _ e~ k0(2t 
a 


e~ ka ' da 


72 .'72 

V" 2 2 


72 i77 


-1 

1 

-1 


77 + i77 77 | *77 


—i -1 i 

/7 , 

2*2 y 


_ 77 ■ ;77 ■ 77 ■ *77 

2 -7 2 1 o -7 . 


sen ax da 


roo -t 

1 — cos a: 
a 


o 


3. w(x, /) = 


5. n(x, r) = 


7. n(x, f) = — 


9. a) m(x, r) = - I E(a)cos aaf 


Ejercicios de repaso del capitulo 13, pagina 613 


1. w(x, y) = — 


e A “ 'sen ax da 


senh ay 


a(l + a 2 ) cosha77 


cos ax i/a 


3. m(x, t) = u 0 e *'erfi 


sen a 


e fa2 'cos ax da 


2 Vi 


2tt 


5. n(x, t) = 


erfc 


2Vt 


c/r 


. , senaflf', 

G(a)-|e'“ i/a 


7. n(x, f) = —— 
277 


sen a (77 — x) + sen< 


-e~ korl da 


11. w(x, y) = — 

13. n(x, y) = 


77 

100 


'°° senha(77 — x) 

0 (1 + a 2 ) senh air 


cos ay da 


, , 100 r°°/ 1 - cos a 

9. n(x, y) =- 


sen a 


X [e at sen ay + 2e “’’sen ax] i/a 


- e “cos ax i/a 


11. u(x, y) 


2 f°° senha(2 — y) 

15. u(x, y) = — F(a) --— sen ax da 

77 J senh 2a 


, N 2 f a 

17. uLx.y) = — - 7 e “sen ay + e “sen ax da 

77 J 0 1 + a 2 L 7 J 


77 

1 


B cosh ay 


V (1 + a 2 ) senh air 


sen ax da 


13. u(x, y) = — 


cos ax + a sen ax 2f 


1 + a 2 


da 


19. n(x, f) = 


21 . n(x, y) = 


1 

Vl + 4 kt ' 


-x 2 /{l+4ki) 


1 


2V77 . 


00 -a 2 /4 


cosh ay 


cosh a 


e~ ,ax da 


2 V 77 . 


e “ 2 / 4 cosh ay 


cosh a 


cos ax da 


Ejercicios 14.1, pagina 620 

1 ■ u n ~ l5> u 2 l = 15 

3. u n = u 2 i = V3 /16, u 2 2 = u n = 3 V3 /16 

5. i/',| — — 12.50, n 3 j — /ij 3 — 18.75, — w 23 — 37.50, 

n u = 6.25, n 22 = 25.00, m 33 = 56.25 

7. A) m 14 = « 41 = 0.5427, n 24 = n 42 = 0.6707, 

n 34 = ;/ 43 = 0.6402, n 33 = 0.4451, n 44 = 0.9451 
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Ejercicios 14.2, pagina 626 

Las tablas de esta section proporcionan una selection de la 
cantidad total de aproximaciones. 

1 . 


Tiempo 

x = 0.25 

x = 0.50 

x = 0.75 

x = 1.00 

x = 1.25 

x = 1.50 

* = 1.75 

0.000 

1.0000 

1.0000 

1.0000 

1.0000 

0.0000 

0.0000 

0.0000 

0.100 

0.3728 

0.6288 

0.6800 

0.5904 

0.3840 

0.2176 

0.0768 

0.200 

0.2248 

0.3942 

0.4708 

0.4562 

0.3699 

0.2517 

0.1239 

0.300 

0.1530 

0.2752 

0.3448 

0.3545 

0.3101 

0.2262 

0.1183 

0.400 

0.1115 

0.2034 

0.2607 

0.2757 

0.2488 

0.1865 

0.0996 

0.500 

0.0841 

0.1545 

0.2002 

0.2144 

0.1961 

0.1487 

0.0800 

0.600 

0.0645 

0.1189 

0.1548 

0.1668 

0.1534 

0.1169 

0.0631 

0.700 

0.0499 

0.0921 

0.1201 

0.1297 

0.1196 

0.0914 

0.0494 

0.800 

0.0387 

0.0715 

0.0933 

0.1009 

0.0931 

0.0712 

0.0385 

0.900 

0.0301 

0.0555 

0.0725 

0.0785 

0.0725 

0.0554 

0.0300 

1.000 

0.0234 

0.0432 

0.0564 

0.0610 

0.0564 

0.0431 

0.0233 

3. 








Tiempo 

* = 0.25 

x = 0.50 

* = 0.75 

x = 1.00 

x = 1.25 

x = 1.50 

* = 1.75 

0.000 

1.0000 

1.0000 

1.0000 

1.0000 

0.0000 

0.0000 

0.0000 

0.100 

0.4015 

0.6577 

0.7084 

0.5837 

0.3753 

0.1871 

0.0684 

0.200 

0.2430 

0.4198 

0.4921 

0.4617 

0.3622 

0.2362 

0.1132 

0.300 

0.1643 

0.2924 

0.3604 

0.3626 

0.3097 

0.2208 

0.1136 

0.400 

0.1187 

0.2150 

0.2725 

0.2843 

0.2528 

0.1871 

0.0989 

0.500 

0.0891 

0.1630 

0.2097 

0.2228 

0.2020 

0.1521 

0.0814 

0.600 

0.0683 

0.1256 

0.1628 

0.1746 

0.1598 

0.1214 

0.0653 

0.700 

0.0530 

0.0976 

0.1270 

0.1369 

0.1259 

0.0959 

0.0518 

0.800 

0.0413 

0.0762 

0.0993 

0.1073 

0.0989 

0.0755 

0.0408 

0.900 

0.0323 

0.0596 

0.0778 

0.0841 

0.0776 

0.0593 

0.0321 

1.000 

0.0253 

0.0466 

0.0609 

0.0659 

0.0608 

0.0465 

0.0252 


Los errores absolutos son aproximadamente de 2.2 X 10 2 , 3.7 X 10 2 , 1.3 X 10 2 


7. a) 


5. 


Tiempo 

x = 0.25 

x = 0.50 

x = 0.75 

x = 1.00 

x = 1.25 

x = 1.50 

x = 1.75 

0.00 

1.0000 

1.0000 

1.0000 

1.0000 

0.0000 

0.0000 

0.0000 

0.10 

0.3972 

0.6551 

0.7043 

0.5883 

0.3723 

0.1955 

0.0653 

0.20 

0.2409 

0.4171 

0.4901 

0.4620 

0.3636 

0.2385 

0.1145 

0.30 

0.1631 

0.2908 

0.3592 

0.3624 

0.3105 

0.2220 

0.1145 

0.40 

0.1181 

0.2141 

0.2718 

0.2840 

0.2530 

0.1876 

0.0993 

0.50 

0.0888 

0.1625 

0.2092 

0.2226 

0.2020 

0.1523 

0.0816 

0.60 

0.0681 

0.1253 

0.1625 

0.1744 

0.1597 

0.1214 

0.0654 

0.70 

0.0528 

0.0974 

0.1268 

0.1366 

0.1257 

0.0959 

0.0518 

0.80 

0.0412 

0.0760 

0.0991 

0.1071 

0.0987 

0.0754 

0.0408 

0.90 

0.0322 

0.0594 

0.0776 

0.0839 

0.0774 

0.0592 

0.0320 

1.00 

0.0252 

0.0465 

0.0608 

0.0657 

0.0607 

0.0464 

0.0251 


Los errores absolutos son aproximadamente de 1.8 X 10 2 , 3.7 X 10 2 , 1.3 X 10 2 . 


x = 14.00 x = 16.00 * = 18.00 


Tiempo x = 2.00 x = 4.00 x = 6.00 x = 8.00 x = 10.00 x = 12.00 


0.00 

30.0000 

30.0000 

30.0000 

30.0000 

30.0000 

30.0000 

30.0000 

30.0000 

30.0000 

2.00 

27.6450 

29.9037 

29.9970 

29.9999 

30.0000 

29.9999 

29.9970 

29.9037 

27.6450 

4.00 

25.6452 

29.6517 

29.9805 

29.9991 

29.9999 

29.9991 

29.9805 

29.6517 

25.6452 

6.00 

23.9347 

29.2922 

29.9421 

29.9963 

29.9996 

29.9963 

29.9421 

29.2922 

23.9347 

8.00 

22.4612 

28.8606 

29.8782 

29.9898 

29.9986 

29.9898 

29.8782 

28.8606 

22.4612 

10.00 

21.1829 

28.3831 

29.7878 

29.9782 

29.9964 

29.9782 

29.7878 

28.3831 

21.1829 

b) 










Tiempo 

x = 5.00 

x = 10.00 

x = 15.00 

x = 20.00 

x = 25.00 

x = 30.00 

x = 35.00 

x = 40.00 

x = 45.00 

0.00 

30.0000 

30.0000 

30.0000 

30.0000 

30.0000 

30.0000 

30.0000 

30.0000 

30.0000 

2.00 

29.5964 

29.9973 

30.0000 

30.0000 

30.0000 

30.0000 

30.0000 

29.9973 

29.5964 


4.00 

29.2036 

29.9893 

29.9999 

30.0000 

30.0000 

30.0000 

29.9999 

29.9893 

29.2036 

6.00 

28.8212 

29.9762 

29.9997 

30.0000 

30.0000 

30.0000 

29.9997 

29.9762 

28.8213 

8.00 

28.4490 

29.9585 

29.9992 

30.0000 

30.0000 

30.0000 

29.9993 

29.9585 

28.4490 

10.00 

28.0864 

29.9363 

29.9986 

30.0000 

30.0000 

30.0000 

29.9986 

29.9363 

28.0864 
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c) 


Time 

x = 2.00 

x = 4.00 

x = 6.00 

x = 8.00 

x = 10.00 

x = 12.00 

x = 14.00 

x = 16.00 

x = 18.00 

0.00 

18.0000 

32.0000 

42.0000 

48.0000 

50.0000 

48.0000 

42.0000 

32.0000 

18.0000 

2.00 

15.3312 

28.5348 

38.3465 

44.3067 

46.3001 

44.3067 

38.3465 

28.5348 

15.3312 

4.00 

13.6371 

25.6867 

34.9416 

40.6988 

42.6453 

40.6988 

34.9416 

25.6867 

13.6371 

6.00 

12.3012 

23.2863 

31.8624 

37.2794 

39.1273 

37.2794 

31.8624 

23.2863 

12.3012 

8.00 

11.1659 

21.1877 

29.0757 

34.0984 

35.8202 

34.0984 

29.0757 

21.1877 

11.1659 

10.00 

10.1665 

19.3143 

26.5439 

31.1662 

32.7549 

31.1662 

26.5439 

19.3143 

10.1665 

d) 

Tiempo 

x = 10.00 

x = 20.00 

x = 30.00 

x = 40.00 

x = 50.00 

x = 60.00 

x = 70.00 

x = 80.00 

x = 90.00 

0.00 

8.0000 

16.0000 

24.0000 

32.0000 

40.0000 

32.0000 

24.0000 

16.0000 

8.0000 

2.00 

8.0000 

16.0000 

23.9999 

31.9918 

39.4932 

31.9918 

23.9999 

16.0000 

8.0000 

4.00 

8.0000 

16.0000 

23.9993 

31.9686 

39.0175 

31.9686 

23.9993 

16.0000 

8.0000 

6.00 

8.0000 

15.9999 

23.9978 

31.9323 

38.5701 

31.9323 

23.9978 

15.9999 

8.0000 

8.00 

8.0000 

15.9998 

23.9950 

31.8844 

38.1483 

31.8844 

23.9950 

15.9998 

8.0000 

10.00 

8.0000 

15.9996 

23.9908 

31.8265 

37.7498 

31.8265 

23.9908 

15.9996 

8.0000 

9. a) 

Tiempo 

x = 2.00 

x = 4.00 

x = 6.00 

x = 8.00 

x = 10.00 

x = 12.00 

x = 14.00 

x = 16.00 

x = 18.00 

0.00 

30.0000 

30.0000 

30.0000 

30.0000 

30.0000 

30.0000 

30.0000 

30.0000 

30.0000 

2.00 

27.6450 

29.9037 

29.9970 

29.9999 

30.0000 

30.0000 

29.9990 

29.9679 

29.2150 

4.00 

25.6452 

29.6517 

29.9805 

29.9991 

30.0000 

29.9997 

29.9935 

29.8839 

28.5484 

6.00 

23.9347 

29.2922 

29.9421 

29.9963 

29.9997 

29.9988 

29.9807 

29.7641 

27.9782 

8.00 

22.4612 

28.8606 

29.8782 

29.9899 

29.9991 

29.9966 

29.9594 

29.6202 

27.4870 

10.00 

21.1829 

28.3831 

29.7878 

29.9783 

29.9976 

29.9927 

29.9293 

29.4610 

27.0610 

b ) 

Tiempo 

x = 5.00 

x = 10.00 

x = 15.00 

X = 20.00 

x = 25.00 

x = 30.00 

X = 35.00 

x = 40.00 

x = 45.00 

0.00 

30.0000 

30.0000 

30.0000 

30.0000 

30.0000 

30.0000 

30.0000 

30.0000 

30.0000 

2.00 

29.5964 

29.9973 

30.0000 

30.0000 

30.0000 

30.0000 

30.0000 

29.9991 

29.8655 

4.00 

29.2036 

29.9893 

29.9999 

30.0000 

30.0000 

30.0000 

30.0000 

29.9964 

29.7345 

6.00 

28.8212 

29.9762 

29.9997 

30.0000 

30.0000 

30.0000 

29.9999 

29.9921 

29.6071 

8.00 

28.4490 

29.9585 

29.9992 

30.0000 

30.0000 

30.0000 

29.9997 

29.9862 

29.4830 

10.00 

28.0864 

29.9363 

29.9986 

30.0000 

30.0000 

30.0000 

29.9995 

29.9788 

29.3621 

c ) 

Tiempo 

x = 2.00 

x = 4.00 

x = 6.00 

x = 8.00 

x = 10.00 

x = 12.00 

x = 14.00 

x = 16.00 

x = 18.00 

0.00 

18.0000 

32.0000 

42.0000 

48.0000 

50.0000 

48.0000 

42.0000 

32.0000 

18.0000 

2.00 

15.3312 

28.5350 

38.3477 

44.3130 

46.3327 

44.4671 

39.0872 

31.5755 

24.6930 

4.00 

13.6381 

25.6913 

34.9606 

40.7728 

42.9127 

41.5716 

37.4340 

31.7086 

25.6986 

6.00 

12.3088 

23.3146 

31.9546 

37.5566 

39.8880 

39.1565 

36.9745 

31.2134 

25.7128 

8.00 

11.1946 

21.2785 

29.3217 

34.7092 

37.2109 

36.9834 

34.5032 

30.4279 

25.4167 

10.00 

10.2377 

19.5150 

27.0178 

32.1929 

34.8117 

34.9710 

33.0338 

29.5224 

25.0019 
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d) 


Tiempo 

X = 10.00 

x = 20.00 

X = 30.00 

x = 40.00 

x = 50.00 

x = 60.00 

x = 70.00 

x = 80.00 

x = 90.00 

0.00 

8.0000 

16.0000 

24.0000 

32.0000 

40.0000 

32.0000 

24.0000 

16.0000 

8.0000 

2.00 

8.0000 

16.0000 

23.9999 

31.9918 

39.4932 

31.9918 

24.0000 

16.0102 

8.6333 

4.00 

8.0000 

16.0000 

23.9993 

31.9686 

39.0175 

31.9687 

24.0002 

16.0391 

9.2272 

6.00 

8.0000 

15.9999 

23.9978 

31.9323 

38.5701 

31.9324 

24.0005 

16.0845 

9.7846 

8.00 

8.0000 

15.9998 

23.9950 

31.8844 

38.1483 

31.8846 

24.0012 

16.1441 

10.3084 

10.00 

8.0000 

15.9996 

23.9908 

31.8265 

37.7499 

31.8269 

24.0023 

16.2160 

10.8012 


11. a) ip( .v:) = \ x + 20 

b) 


Ejercicios 14.3, pagina 630 

La) b) 


Tiempo 

x = 4.00 

x = 8.00 

x = 12.00 

x = 16.00 

Tiempo 

x = 0.25 

x = 0.50 

x = 0.75 

0.00 

50.0000 

50.0000 

50.0000 

50.0000 

0.00 

0.1875 

0.2500 

0.1875 

10.00 

32.7433 

44.2679 

45.4228 

38.2971 

0.20 

0.1491 

0.2100 

0.1491 

20.00 

29.9946 

36.2354 

38.3148 

35.8160 

0.40 

0.0556 

0.0938 

0.0556 

30.00 

26.9487 

32.1409 

34.0874 

32.9644 

0.60 - 

- 0.0501 

- 0.0682 

- 0.0501 

50.00 

24.1178 

27.4348 

29.4296 

30.1207 

0.80 - 

- 0.1361 

- 0.2072 

- 0.1361 

70.00 

22.8995 

25.4560 

27.4554 

28.8998 

1.00 - 

- 0.1802 

- 0.2591 

- 0.1802 

90.00 

22.3817 

24.6176 

26.6175 

28.3817 





110.00 

22.1619 

24.2620 

26.2620 

28.1619 





130.00 

22.0687 

24.1112 

26.1112 

28.0687 





150.00 

22.0291 

24.0472 

26.0472 

28.0291 





170.00 

22.0124 

24.0200 

26.0200 

28.0124 





190.00 

22.0052 

24.0085 

26.0085 

28.0052 





210.00 

22.0022 

24.0036 

26.0036 

28.0022 





230.00 

22.0009 

24.0015 

26.0015 

28.0009 





250.00 

22.0004 

24.0007 

26.0007 

28.0004 





270.00 

22.0002 

24.0003 

26.0003 

28.0002 





290.00 

22.0001 

24.0001 

26.0001 

28.0001 





310.00 

22.0000 

24.0001 

26.0001 

28.0000 





330.00 

22.0000 

24.0000 

26.0000 

28.0000 





350.00 

22.0000 

24.0000 

26.0000 

28.0000 






Tiempo 

x = 0.1 

X 

ii 

© 

Ni 

x = 0.3 

c) 

x = 0.4 

x = 0.5 

x = 0.6 

X 

ii 

© 

x = 0.8 

X 

ii 

© 

0.00 

0.0000 

0.0000 

0.0000 

0.0000 

0.0000 

0.5000 

0.5000 

0.5000 

0.5000 

0.12 

0.0000 

0.0000 

0.0082 

0.1126 

0.3411 

0.1589 

0.3792 

0.3710 

0.0462 

0.24 

0.0071 

0.0657 

0.2447 

0.3159 

0.1735 

0.2463 

- 0.1266 

- 0.3056 

- 0.0625 

0.36 

0.1623 

0.3197 

0.2458 

0.1657 

0.0877 

- 0.2853 

- 0.2843 

- 0.2104 

- 0.2887 

0.48 

0.1965 

0.1410 

0.1149 

- 0.1216 

- 0.3593 

- 0.2381 

- 0.1977 

- 0.1715 

0.0800 

0.60 

- 0.2194 

- 0.2069 

- 0.3875 

- 0.3411 

- 0.1901 

- 0.1662 

- 0.0666 

0.1140 

- 0.0446 

0.72 

- 0.3003 

- 0.6865 

- 0.5097 

- 0.3230 

- 0.1585 

0.0156 

0.0893 

- 0.0874 

0.0384 

0.84 

- 0.2647 

- 0.1633 

- 0.3546 

- 0.3214 

- 0.1763 

- 0.0954 

- 0.1249 

0.0665 

- 0.0386 

0.96 

0.3012 

0.1081 

0.1380 

- 0.0487 

- 0.2974 

- 0.3407 

- 0.1250 

- 0.1548 

0.0092 


Tiempo 

X 

ii 

© 

'-u 

x = 0.8 

x = 1.2 

x = 1.6 

0.00 

0.0032 

0.5273 

0.5273 

0.0032 

0.20 

0.0652 

0.4638 

0.4638 

0.0652 

0.40 

0.2065 

0.3035 

0.3035 

0.2065 

0.60 

0.3208 

0.1190 

0.1190 

0.3208 

0.80 

0.3094 

- 0.0180 

- 0.0180 

0.3094 

1.00 

0.1450 

- 0.0768 

- 0.0768 

0.1450 
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3. a) Ejercicios de repaso del capftulo 14, pagina 630 









1 . Un 

= 0.8929, Mi i 

= 3.5714, Mii = 

13.3929 



Tiempo 

X 

ii 

© 

is> 

x = 0.4 


x = 0.6 

x = 0.8 















3. a) 

i = 0.20 

x = 0.40 



x = 0.80 


0.00 

0.5878 

0.9511 


0.9511 

0.5878 


— 



— 




0.10 

0.5599 

0.9059 


0.9059 

0.5599 


0.2000 

0.4000 


0.6000 

0.8000 


0.20 

0.4788 

0.7748 


0.7748 

0.4788 


0.2000 

0.4000 


0.6000 

0.5500 

o 

0.30 

0.3524 

0.5701 


0.5701 

0.3524 


0.2000 

0.4000 


0.5375 

0.4250 


0.40 

0.1924 

0.3113 


0.3113 

0.1924 








■— 








0.2000 

0.3844 


0.4750 

0.3469 


0.50 

0.0142 

0.0230 


0.0230 

0.0142 








SL 








0.1961 

0.3609 


0.4203 

0.2922 

< 














U 








0.1883 

0.3346 


0.3734 

0.2512 

ft? 

b ) 













EE 







b) 

x = 0.20 

x - 0.40 



* - 0.80 

g 

Tiempo 

C4 

© 

II 

X 

© 

ii 

X 


x = 0.6 

X 

ii 

© 

bo 

— 



— 



Ub 

§ 

0.00 

0.5878 

0.9511 


0.9511 

0.5878 


0.2000 

0.4000 


0.6000 

0.8000 


0.05 

0.5808 

0.9397 


0.9397 

0.5808 


0.2000 

0.4000 


0.6000 

0.8000 

o 

0.10 

0.5599 

0.9060 


0.9060 

0.5599 








as 








0.2000 

0.4000 


0.6000 

0.5500 

Ul 

0.15 

0.5257 

0.8507 


0.8507 

0.5257 
















0.2000 

0.4000 


0.5375 

0.4250 

2E 

0.20 

0.4790 

0.7750 


0.7750 

0.4790 








3 








0.2000 

0.3844 


0.4750 

0.3469 

z 

0.25 

0.4209 

0.6810 


0.6810 

0.4209 








Ul 

0.30 

0.3527 

0.5706 


0.5706 

0.3527 


0.1961 

0.3609 


0.4203 

0.2922 

Q 

0.35 

0.2761 

0.4467 


0.4467 

0.2761 








(/) 







c ) 

Si; la tabla del inciso b) es 

la tabla del inciso a) 

O 

0.40 

0.1929 

0.3122 


0.3122 

0.1929 


desplazada hacia abajo. 




Q 

0.45 

0.1052 

0.1701 


0.1701 

0.1052 








< 

0.50 

0.0149 

0.0241 


0.0241 

0.0149 








Z 

o 







Ejercicios para el apendice II, pagina AP-5 
















u 

u 

5. 






1. 24; 

720; 4V¥ /3 

; -8Vtt /15 

3. 

0.297 

Ul 









r i 


f 1 



■J 

Ul 

Tiempo 

x = 10 

X 

ii 

© 

x = 30 

X 

ii 

© 

x = 50 

5 . r(^) > 

i 

i 

1 

A 


~ l dt = - 

para x > 0. 

(/) 

0.00000 

0.1000 

0.2000 

0.3000 

0.2000 

0.1000 


J 

0 

J 

0 



(/I 

0.60134 

0.0984 

0.1688 

0.1406 

0.1688 

0.0984 

A medida que x —> 0 + , l/x —> 

+ 00. 


< 

s 

1.20268 

0.0226 

-0.0121 

0.0085 

-0.0121 

0.0226 








Ul 

1.80401 

-0.1271 

-0.1347 

-0.1566 

-0.1347 

-0.1271 








.J 

DB 

2.40535 

-0.0920 

-0.2292 

-0.2571 

-0.2292 

-0.0920 








O 

3.00669 

-0.0932 

-0.1445 

-0.2018 

-0.1445 

-0.0932 








as 

Q. 

3.60803 

-0.0284 

-0.0205 

0.0336 

-0.0205 

-0.0284 








1/1 

4.20936 

0.1064 

0.1555 

0.1265 

0.1555 

0.1064 








o 

J 

4.81070 

0.1273 

0.2060 

0.2612 

0.2060 

0.1273 








< 

5.41204 

0.0625 

0.1689 

0.2038 

0.1689 

0.0625 








(/) 

6.01338 

0.0436 

0.0086 

-0.0080 

0.0086 

0.0436 








2 

6.61472 

-0.0931 

-0.1364 

-0.1578 

-0.1364 

-0.0931 








E/) 

Ul 

7.21605 

-0.1436 

-0.2173 

-0.2240 

-0.2173 

-0.1436 








3 

7.81739 

-0.0625 

-0.1644 

-0.2247 

-0.1644 

-0.0625 








CL 

(A 

8.41873 

-0.0287 

-0.0192 

-0.0085 

-0.0192 

-0.0287 








Ul 

9.02007 

0.0654 

0.1332 

0.1755 

0.1332 

0.0654 








B 

9.62140 

0.1540 

0.2189 

0.2089 

0.2189 

0.1540 









Nota : El tiempo esta expresado en milisegundos. 
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Indice 


A 

aceleracion 

debido a la gravedad, 26 
Adams-B ashforth-Moulton 
corrector de, 287 
metodo de, 286-287 
predictor de, 286 
Agnew, Ralph Palmer, 32, 124 
Aliasing, 608-609 
amortiguamiento crftico 
de un circuito electrico, 160 
de un sistema resorte/masa, 154, 155 
amortiguamiento viscoso, 26 
amperios (A), 25 
amplitud amortiguada, 156 
amplitud, 152 
amortiguada, 156 

de vibraciones libres, 160 
analisis compartimental, 396 
analisis cualitativo 

de ecuaciones diferenciales de primer orden, 36-45 
de ecuaciones diferenciales de segundo orden, 148-149 
de sistemas de ecuaciones diferenciales, 452-467 
angulo de fase, 152 

aplicaciones de las ecuaciones diferenciales 
barril en flotation, 30 
biologfa, 75 
cable suspendido, 27 
cadena deslizante, 126 
circuitos electricos, 159 
colector solar, 92 

columna flexionandose bajo su propio peso, 271 
cosechas, 88 

crecimiento poblacional logfstico, 87-88 
cuerda rotatoria, 170-171 


cuerda vibrante, 545 
cuerpos en cafda libre, 27-28, 30, 32 
curvas de busqueda, 181-182 
deflexion de una viga, 166-168, 171-172 
degradation de rigidez, 153 

aproximacion de cinco puntos para la ecuacion de Laplace, 616 
aproximacion lineal local, 459 
aproximaciones con diferencia finita, 293-294 
arco, 447 

aritmetica de las series de potencias, 241 
atrayente, 41,417 

B 

balanceo de ecuaciones quimicas, 318 
balanceo, 308 
barra torcida, 559 

C 

cabeceo, 308 
cable colgante, 27 

cable suspendido bajo su propio peso, 27 
cables suspendidos, modelos matematicos, 27 
cables telefonicos, forma, 176-177 
cadena de longitud n, 387 

cadena elevada por medio de una fuerza constante, 178-179 

cadena en cafda libre, 66, 71 

cadena resbaladiza, modelo, 26-27, 126 

cadenas binarias, 387 

cafdas de voltaje, 25, 79, 97, 159, 222 

caja deslizante sobre un piano inclinado, 84-85 

calculo de orden h", 277 

campo de direcciones, 36-38, 42 

campo de pendientes, 36 

campos vectoriales 

sistema piano autonomo, 446-447 
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capacidad de carga, 86 
capacitancia, 25 
carga de Euler, 169-170 
cargas crfticas, 170 
catenaria, 177 
centra, 456 
ceros 

de funciones de Bessel, 265 
ciclo hmite, 482 
ciclo, 477 
cicloide, 102 

circuito de serie RC, ecuacion diferencial, 29, 79, 237 
circuito LR en serie, ecuacion diferencial de, 79, 224 
circuito LRC en serie, 159-161, 222-223 
ecuacion diferencial, 25 
ecuacion integrodiferencial, 223 
circuitos en serie, 25, 29, 77, 79-80, 83 
analogos, 159-161, 165-166 
circuitos, ecuaciones diferenciales, 25, 29 
clasificacion de las ecuaciones diferenciales ordinarias 
clepsidra, 102-103 
cociente de Raleigh, 370 
cocientes de diferencias, 294 
diferencias finitas, 295-296 
codificar un mensaje, 384-386, 388 
en el codigo Hamming (7,4), 389 
codigo, 384, 388 

codigo corrector de errores, 387-392 

codigo Hamming (7,4), 389 

codigo Hamming (8,4), 392 

coeficientes de Fourier, 497 

coeficientes de las incognitas en un sistema lineal, 

310 

coeficientes de transferencia, 397 
coeficientes discontinues, 56-57 
coeficientes indeterminados 

para ecuaciones diferenciales lineales, 126-135 
para sistemas lineales, 430-432 
coeficientes no polinomicos, 248 
coeficientes polinomicos, 243-248, 251-252 
cofactor, 327, 337 
colector solar, 92 
coleo, 308 

columna, flexion bajo su propio peso, 271 
comando FindRoot, 123-124 
comando MatrixPower, 375 
comando Nsolve, 123-124 
condicion de compatibilidad, 550 
condicion de Dirichlet, 535 
condicion de Neumann, 535 
condicion de Robin, 535 
condiciones de extremo libre, 167, 543, 559 
condiciones de frontera homogeneas, 535 
condiciones de frontera, 106, 535 
dependientes del tiempo, 552-555 
homogeneas, 535 

independientes del tiempo, 550-552 


no homogeneas, 535 
periodicas, 173 
condiciones iniciales, 15, 534 
condiciones periodicas de frontera, 173 
conjunto completo de funciones, 494 
conjunto fundamental de soluciones 

de un sistema de ecuaciones diferenciales lineales, 110, 
411 

de una ecuacion diferencial lineal, 110 
existencia, 110, 411 

conjunto normalizado de funciones, 493 
conjunto ortogonal 

con respecto a una funcion de peso, 494 
de funciones, 492-493 
de vectores, 493 

conjunto ortonormal de funciones, 482, 492-493, 519 

conmutador de dos matrices, 401 

constante de amortiguamiento, 154, 163, 471 

constante de crecimiento, 76 

constante de Euler, 265 

constante de integration, 54 

constante del resorte, 150 

constante del resorte variable, 153 

constante efectiva del resorte, 162 

constantes de un sistema lineal, 310 

contorno, 761 

convergencia absoluta 

de una serie de potencias, 240 
convergencia 

de una integral de Fourier, 594 
de una serie de Fourier, 498-499 
de una serie de Fourier-Bessel, 522-523 
de una serie de Fourier-Legendre, 524 
de una serie de potencia, 240 
coordenadas cilfndricas, 572-578 
laplaciano en, 575-576 
laplaciano, 578-579 

coordenadas polares, 449-450, 567-571, 572-578 
laplaciano en, 567-569 
coordenadas rectangulares, 527-567 
corriente permanente, 80, 160-161 
cosecha, 88 

coseno Fourier, 600 
Fourier, 598-604 
Faplace, 194, 220-225 
par, 599 

seno Fourier, 600-601 
Coulomb (C), 25 
crecimiento bacterial, 75-76 
crecimiento logistico, 87-88 
crecimiento y deterioro, 75-79, 81 
Criptografia, 384-387 
criterio negativo de Bendixson, 478-479 
criterio negativo de Dulac, 479-480 
criterios de estabilidad 

para ecuaciones autonomas de primer orden, 462-463 
para sistemas autonomos pianos, 458, 463 
para sistemas lineales, 451-459 
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criterios negativos, 477-485 
criterios positivos, 480-483 
cuasi frecuencia, 156 
cuasi periodo, 156 

cuenta deslizante, 460-462, 470-471, 479 

cuerda pulsada, 541-542, 545 

cuerda rotatoria, 170-171 

cuerda vibrando, 534, 542, 545, 627, 630 

cuerpos en calda libre, modelos matematicos de, 27-28, 30, 32 

curva de deflexion, 166 

curva de Lissajous, 189, 235 

curva de resonancia, 165 

curva de respuesta en frecuencia, 165 

curva de solucion numerica, 74 

curva de solucion, 8 

de una ecuacion diferencial autonoma, 39-41 
curva del contorno, 66 
curva elastica, 166 
curva integral, 9 
curva logistica, 86-87 
curva profesional, 181-182 
curvas 

de un problema de valor en la frontera, 168, 169, 171, 172 
de un problema, 512-513 

D 

decaimiento, constante, 76 
decaimiento radiactivo, 22-23, 24, 33 
deflation, metodo de, 372-374 
deflexion de una viga, 166-168, 171-172 
degradation de rigidez, 153 
dependencia lineal, 109-110,410 
de funciones, 109-110 
de vectores de solucion, 410 
depredador-presa, 95-96, 99, 472-475 
distribuciones de temperatura, 534 
elevando una cadena, 178-179 
especies de animales en competencia, 94, 473 
evaporation, 92 
fechado por carbono, 81 
fisica atomica, 76 
hundimiento en agua, 92 
infusion de una droga, 31 
inmigracion, 93 
interes compuesto continuo, 81 
marcapasos, 59, 84 
maremoto, 92 

masa variable, 30-31, 178, 181 
memorization, 31, 82, 84 
meteorologla, 32 

mezclas, 24, 29, 78-79, 82, 95, 98-99, 187-188, 396 

movimiento de un cohete, 178, 180-181 

movimiento de un proyectil, 189 

orificio perforado en la tierra, 31 

pandeo de una columna con section variable, 259 

pandeo de una columna esbelta, vertical, 172, 272 

pendulo de longitud variable, 272 

pendulo de peso variable, 272 


pendulo doble, 233-234 
planeo en el aire, 93 

poblaciones, 20, 22, 28-29, 32, 33, 45, 71, 84, 85-86, 473 

problema del quita-nieves, 32-33 

propagation de una enfermedad, 23, 29 

propiedad reflejante de un espejo parabolico, 92 

reabastecimiento, 88 

redes, 97-98 

reloj de agua, 101, 102, 103 
resistencia del aire, 92, 93, 189 
sistemas resorte/masa, 150-159 
tanques con filtraciones, 24, 89, 91 
temperatura en un anillo, 173 
temperatura en una esfera, 173 
tocando fondo, 93 
tractrix, 31 

vaciado de un tanque, 24-25, 29 
velocidad terminal, 45 
derivadas de funciones complejas 

de funcion exponencial compleja, 438 
transformation, 201-202 
derivadas de funciones reales 
notation, 5-6 
igualdad, 61 

descifrado de un mensaje, 384-386, 388 
desplazamiento extremo, 151 
determinante wronskiano, 410-411 
determinante(s) 

cofactores, 327, 336 
de orden, 326 
de una matriz 2X2, 326 
de una matriz 3 X 3, 327 
definition, 326 

evaluation por reduction de renglones, 335 
expansion por cofactores, 327-330 
menor de, 327 
propiedades, 327-338 
diagonabilidad 

condition suficiente, 377 
criterio, 377 
diferencia central, 294 

aproximacion para las derivadas, 294 
diferencia en sentido inverso, 294 
diferencia hacia delante, 294 
diferencial exacta, 60 
diferencial total, 60 
diferencial 

de una funcion de varias variables, 60, 
operador, 107-108, 
relaciones de recurrencia, 520 
difusividad termica, 533 
digitos binarios (Bits), 387 
digitos binarios comprobadores de la paridad, 388 
diseminacion de medicamento, 84 
distribuciones, 230 
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ecosistema, estados de, 398-399 
ecuacion bidimensional de Laplace, 532 
ecuacion bidimensional del calor, 561-563 
ecuacion caracterfstica de una matriz, 352, 415 
ecuacion de Bessel modificada, 263 
ecuacion de calor 

bidimensional, 561-563 
deduccion de la ecuacion unidimensional, 533 
en coordenadas polares, 572 
reemplazo por ecuacion diferencial, 621-623 
solucion, 537-539 
unidimensional, 532-533 
y la serie discreta de Fourier, 607 
y la transformada discreta de Fourier, 607-608 
ecuacion de difusion, 536 
ecuacion de Euler-Cauchy, 140-145 
ecuacion de Laplace, 616-621 
ecuacion de movimiento, 151 
ecuacion de onda, 532, 540 
bidimensional, 561 

deduccion de la ecuacion unidimensional, 587 
solucion, 540-545 

substitution por ecuacion en diferencias, 627 
unidimensional, 532, 534 

ecuacion diferencial autonoma, 38-42, 44, 149, 445-450 
ecuacion diferencial de Airy, 153 

solucion como series de potencias, 245, 249 
solucion en terminos de funciones de Bessel, 264, 271 
ecuacion diferencial de Bernoulli, 68-69 
ecuacion diferencial de Bessel 
de orden m, 260 
modificada de orden, 263 
modificada, 263 
parametrica, 263, 517-518 
solucion general, 262-264 
solucion, 262-264 

ecuacion diferencial de Chebyschev, 526 
ecuacion diferencial de cuarto orden, 122-123 
ecuacion diferencial de Duffing, 180 
ecuacion diferencial de Gompertz, 88 
ecuacion diferencial de Laguerre, 227, 519 
ecuacion diferencial de Legendre, 260, 518 
solucion, 267-269 

ecuacion diferencial de Raleigh, 468 
ecuacion diferencial de Riccati, 70 
ecuacion diferencial de segundo orden, 360 
ecuacion diferencial de tercer orden, 122 
ecuacion diferencial de Van der Pol, 482 
ecuacion diferencial exacta, 60 
ecuacion diferencial hermitiana, 227, 519 
ecuacion diferencial homogenea, 67-68, 107 
ordinaria, 67-68, 112, 129 
parcial, 528 

ecuacion diferencial lineal no homogenea, 107 
ordinaria, 107, 112-114, 126, 133, 249 
parcial, 528 

ecuacion diferencial ordinaria, 2 


ecuacion diferencial parcial (EDP) 
definition, 5 
eliptica, 547 
hiperbolica, 616, 617 
homogenea, 551-553 
lineal, 528 

no homogenea, 550, 553 
parabolica, 621, 624 
separable, 528-532 
solucion, 528 

ecuacion diferencial parcial de Laplace, 532, 533, 616-621 
principio del maximo, 547 
solucion, 545-550 

ecuacion diferencial parcial de Poisson, 556 
ecuacion diferencial parcial eliptica, 547 
ecuacion diferencial parcial hiperbolica, 616, 627 
ecuacion diferencial parcial parabolica, 621, 624 
ecuacion diferencial 
ordinaria 

autonoma, 38-42, 149, 445-450 
Cauchy-Euler, 140-145 
como un modelo matematico, 21-33 
con coeficientes no polinomicos, 248 
con coeficientes polinomicos, 243 
de Airy, 153, 245, 249 
de Bernoulli, 68-69 
de Bessel, 262-264 
de Legendre, 267-269, 518 
de Van der Pol, 482-483 
definiciones y terminologla, 5-7 
exacta, 60-65 

familias de soluciones, 9-10 

forma estandar, 52, 54-57 

formulation normal, 6 

homogenea, 67-68, 70, 112, 129, 131, 139 

lineal, 6, 

no lineal, 7 

notation, 5-6 

orden superior, 104-192 

orden, 6 

ordinaria, 5 

primer orden, 35-10-3 

principios de superposition para ecuaciones diferenciales 
lineales, 113-114 
segundo orden, 146 
separable, 45-46 
sistema de, 11 
solucion explicita, 8-9 
solucion implicita, 9-11 
solucion, 7-11 
sustituciones, 67-71 
ecuacion en diferencias finitas, 295 
ecuacion en diferencias 

reemplazo para EDO de segundo orden 
reemplazo para la adecuacion de onda, 627-629 
reemplazo para la ecuacion de Laplace, 616-627 
reemplazo para la ecuacion del calor, 621-623 
ecuacion equidimensional, 140-145 
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ecuacion homogenea asociada, 107 
ecuacion indicial, 254-257 
ecuacion integral de Volterra, 222 
ecuacion integral, 222 
ecuacion integrodiferencial, 223 
ecuacion loglstica, 71, 86, 90 
modificaciones, 88, 90-91 
ecuacion parametrica de Bessel, 263, 517-518 
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